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CHAPITRE  PREMIER. 

QUESTIONS    DE    CINÉMATIQUE. 


COURBE  DES  VITESSES  Elf  FOIIGTION  DES  ESPACES. 

1.  Pour  construire  la  courbe  des  vitesses  d'un  point  mobile 
en  fonction  des  espaces  parcourus,  il  faut  commencer  par 
faire  choix  de  V échelle  des  espaces  et  de  V échelle  des  vitesses. 
On  prendra  arbitrairement  une  longueur  définie  pour  repré- 
senter V unité  d^ espace  parcouru^  et  une  longueur  également 
définie^  égale  ou  non  à  la  première»  pour  représenter  Vuniié 
de  vitesse^  c'est-à-dire  la  vitesse  d'un  mobile  qui  parcourt  un 
espace  égal  à  Tunité  pendant  l'unité  de  temps. 

Une  fois  ces  échelles  choisies»  on  pourra  construire  la 
courbe  AB  (fig.  1),  dont  les  coordonnées  OP  et  PM  représentent, 
Tune  la  position  du  point  mobile  sur  sa  trajectoire»  l'autre 
la  vitesse  qu'il  possède  dans  cette  position.  Le  lieu  du  point 
M  est  la  courbe  cherchée  AB. 
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2  COURBE  DES  VITESSES 

On  aura  donc,  en  appelant  «  et  v  l'espace  parcouru  et  la 
vitesse  correspondante, 

V  =  f{i) 


V 


pour  Téquation  qui  lie  les  deux  variables,  et 

f  =  0P,  vz=VU, 

ou  plutôt,  pour  tenir  compte  des  échelles  arbitrairement 
choisies, 


«=0PX*, 


v=znxhf, 


k  et  k'  désignant  des  coefficients  constants  et  déterminés. 

Proposons-nous  de  déterminer 
le  temps  t  en  fonction  de  l'espace 
parcouru,  ce  qui  donnera  la  loi 
du  mouvement.  On  y  parvien- 
dra en  observant  que  v= j:,  et 
j    que,  par  conséquent,  on  a 


Fig.  1. 


Sur  répure  on  a,  en  passant  à  un  point  M'  infiniment  voi- 
sin du  point  M, 

f{9)=nxkr. 
Donc 


pp'    k 


et 


A    /•PP' 
=  PJ    PM' 


Pour  faire  cette  quadrature,  il  convient  d'opérer  une  trans- 
formation de  la  courbe  AB  par  ordonnées  réciproques.  Fai- 
sons choix  d'une  longueur  arbitraire  X,  puis  prenons  sur 

X* 
chaque  ordonnée  PM  une  longueur  Vm  =  -^rj.    Nous    obtien- 
drons une  courbe  ab  dont  les  ordonnées  seront  les  inverses 
des  ordonnées  de  la  courbe  des  vitesses.  On  peut  donc  sub- 
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pp  Pm  X  PP' 

stituer  à  ;;??  la  fraclion  égale  — rj ,  dont  le  numérateur 

représente  l'aire  élémentaire  Pmm^P'  de  la  courbe  trans- 
formée, et  dont  le  dénominateur  est  constant.  On  aura,  par 
suite, 

c'est-à-dire  que  le  temps  t  sera  connu ,  à  un  facteur  constant 
près,  par  la  quadrature  de  la  courbe  ab^  déduite  de  la  courbe 
des  vitesses. 

Dans  cette  formule  k  est  un  nombre  :  c'est  le  rapport  de  la 
longueur  OP  à  la  longueur  s  qu'elle  représente.  Le  facteur 
k^  n'est  pas  un  nombre  :  c'est  un  nombre  divisé  par  une 
durée.  En  eHet,  v  est  une  vitesse,  qui  se  trouve  représentée 

par  PM,  c'est-à-dire  par  une  longueur.  Donc  k'  est  homogène 

k 
à  Vinverse  d'un  temps.  Le  rapport  t>  est  donc  homogène  au 

temps  t;  les  autres  facteurs  /  PMxp/etX*  représentent  cha- 
cun une  surface,  et  leur  rapport  n'altère  pas  l'homogénéité 
de  la  formule. 

Si  l'on  veut  obtenir  Taccélération  tangentielle  jt ,  on  y  par- 
viendra en  observant  qu'on  a 

.  (Iv vdv 

n  en  résulte,  en  remplaçant  «  par  xxk  et  v  par  yxk\ 
X  ety  désignant,  pour  la  commodité  de  l'écriture,  les  coor- 
données OP  et  PM, 

,  _hfyxk'dy_k'\  ydy 
^*~'     kxdx    "  k  ^  dx' 

Si  l'on  mène  en  M  la  normale  à  la  courbe  AB,  elle  coupe  en 
N  l'axe  des  ar,  et  la  sous-normale  PN  est  égale  à  ^-^.  Donc 

/,  =  PN  X  -r-,  quantité  homogène  à  une  longueur  divisée  par 


4  COURBE  DES  ESPACES 

le  carré  d'un  temps.  L'accélération  langenlielle  est  propor- 
tionnelle à  la  sous-normale  de  la  courbe  des  vitesses. 

Le  choix  d'échelles  le  plus  simple  à  faire  consiste  à  poser 
fc=l,  c'est-à-dire  à  prendre  sur  l'axe  des  s  des  abscisses 
égales  aux  espaces  parcourus  eux-mêmes,  et  A'=:l,  c'est-à- 
dire  à  prendre  pour  ordonnées  PM  les  espaces  qui  seraient 
décrits  dans  V unité  de  temps  par  un  mobile  animé  de  la  vi- 
tesse V.  Dans  ces  conditions,  on  aura  jt  =  PN,  l'accélération 
étant  rapportée  à  la  môme  unité  de  temps. 

COURBE  DES  ESPACES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

2.  Au  lieu  de  prendre  deux  axes  pour  y  rapporter  les  va- 
leurs simultanées  du  temps  t  et  de  l'espace  parcouru  s,  et 
construire  la  courbe  des  espaces,  rien  n'empêche  d'adopter 
tout  autre  système  de  coordonnées.  Nous  développerons  ici 
l'hypothèse  où   l'on  prendrait  le  système  des  coordonnées 

polaires. 
Le  temps  t  représentera  pour  nous  un  angle,  et  l'espace  s 

un  rayon  vecteur.  Il  faudra  pour 
cela  faire  choix  d'un  angle  parti- 
culier pour  représenter  l'unité 
de  temps,  et  d'une  longueur  défi- 
nie pour  représenter  l'unité  d'es- 
pace. 

Fîg-2.  Soit,  d'après  ces  conventions, 

MOP  une  valeur  du  temps  f,  et 
0M=^  l'espace  parcouru  correspondant.  La  suite  des  points 
M  définira  parfaitement  le  mouvement  du  point  mobile  sur 
sa  trajectoire;  à  la  vérité,  une  même  direction  OM  corres- 
pond à  une  infinité  d  angles»  savoir  à  l'angle  MOP  augmenté 
d'un  nombre  quelconque  de  circonférences  entières,  et  ces 
angles  correspondent  à  une  infinité  de  valeurs  du  temps  t. 
Mais  si  l'on  considère  la  suite  des  positions  du  point  M,  en 
faisant  connaître  l'époque  qui  correspond  à  un  de  ces  points 
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en  particulier,  le  temps  pourra  être  connu,  en  général,  sans 
ambiguïté,  par  l'examen  de  la  figure. 

Soient  M,  M'  deux  positions  infiniment  voisines  du  point 
décrivant.  L'une,  M,  correspond  à 

t  =  MOP, 
«=0M; 

l'autre.  M',  à 
et  à 

On  a  donc  M'OM=d/,  et,  en  projetant  M  en  M"  sur  OM', 

La  vitesse  v  au  point  M  est  le  rapport  nT=^r7^.  Ce  rapport 

est  donné  sur  la  figure  par  la  sous-normale  ON  de  la  courbe 
des  espaces.  La  vitesse  v  est  proportionnelle  à  ON  et  l'on 
doit  poser 

k  étant  un  rapport  constant  qui  dépend  du  choix  de  l'échelle 
des  espaces  et  de  l'échelle  angulaire  des  temps.  Le  lieu  du 
point  N  est  la  courbe  des  vitesses.  La  courbe  des  accéléra- 
lions  tangentielles  se  déduirait  de  même  de  la  courbe  des 
vitesses. 

Soit,  par  exemple,  un  mouvement  circulaire  uniforme  re- 
présenté par  l'équation 

Cette  équation  représente  en  coordonnées  polaires  une 
spirale  d'Archimède.  Prenons  le  centre  du  cercle  comme 
p61e,  pour  axe  polaire  la  droite  OP  menée  par  le  point  G  de 
départ  (fig.  3).  Convenons  de  représenter  le  temps  t  par 
l'angle  AOC  décrit  uniformément  pendant  ce  temps  par  le 
rayon  vecteur  du  point  mobile  A. 
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Au  temps  t  le  point  mobile  est  en  A  sur  la  trajectoire,  et 
l'angle  AOP  représente  ce  temps  t^  compté  à  partir  du  passage 
au  point  C.  Si,  sur  chaque  droite  OA,  on  porte  de  0  en  M  une 

longueur  OM  =  arc  CA,  le  lieu 
des  points  M  sera  la  courbe 
polaire  des  espaces.  On  ob- 
tient ainsi  la  spirale  d'Archi- 
mède  OMM'M".  La  courbe  des 
vitesses,  lieu  des  points N,  est 
le  cercle  OA  lui-même,  et  la 
courbe  des  accélérations  tan- 
gentielles  se  confond  avec  le 
centre  0;  l'accélération  tan- 
gentielle  est  en  efiet  constamment  nulle,  puisque  la  vitesse 
OM  est  constante.  Ici  le  facteur  k  est  égal  à  l'unité,  grftce  au 
choix  des  échelles. 


Fig.  3. 


PROBLÈMES   SUR  LE   MOUVEMENT   RELATIF. 


3.  Deux  points  mobiles  partent  ensemble  d*un  même  point 
d'une  circonférence,  avec  des  vitesses  constantes  données  ; 
l'un  A  fait  le  tour  de  la  circonférence  en  p  unités  de  temps  ; 
l'autre  B  en  g  unités  de  temps.  On  demande  :  l""  quand  les 
points  A  et  B  se  rencontreront  de  nouveau  ;  S""  ^quand  ils 
seront  l'un  par  rapport  à  l'autre  dans  une  situation  déter- 
minée, par  exemple  quand  ils  seront  distants  d'un  quart  de 
cercle,  ou  •d'une  demi -circonférence.  Si  l'on  prend  pour 
unité  de  longueur  le  rayon  du  cercle,  la  circonférence  sera 
égale  à  2%.  La  vitesse  angulaire  du  point  A  sera  par  con- 

2r  2ic 

séquent  —,  et  la  vitesse  angulaire  du  point  B  sera  —  Cher- 
chons le  mouvement  relatif  du  point  B  par  rapport  au  point  A; 
pour  cela  nous  pouvons  imaginer  qu'on  communique  à  l'en- 
semble des   deux  points   une  vitesse  angulaire  commune 
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2x 
,  qui  réduira  au  repos  le  point  A.  Le  point  B  a  une 

vitesse  angulaire  relative  — =  2^  (^      ^)   et  tout  se 

9      p         \  pq  J 

passe  comme  si,  le  point  A  restant  fixe,  le  point  B  se  mouvait 
seul  avec  cette  vitesse  angulaire  relative.  Dans  ce  mouve- 
ment, le  point  B  accomplit  le  tour  entier  du  cercle  en    ^^ 

p  —  q 

unités  de  temps  ;  il  se  trouve  alors  coïncider  avec  le  point  A, 
et,  par  conséquent,  les  rencontres  des  points  A  et  B  auront 

lieu  à   des  intervalles  de  temps  écfaux  à     ^^     unités  de 

P  —  <1 
temps  :  ce  qui  répond  à  la  première  question. 

De  même,  si  Ton  demande  quand  le  point  B  sera  en  avance 

sur  le  point  A  d'un  angle  au  centre  donné  a,  on  observera 

que  cet  angle  sera  décrit  dans  le  mouvement  relatif  avec 

la  vitesse  angulaire  Sr  ( \  ;  que,  par  conséquent,  le  " 

temps  nécessaire  pour  le  décrire  est  le  quotient  — 7 '■ — r 

=  ^  X  :  ce  qui  donne     ^^    X  7  si  Ton  veut  que 

%:       p  —  q  ^  p  —  q       i  ^ 

DO  d. 

a  corresponde  au  quart  du  cercle,    -_     -^  ô  ^^  ^'^^  ^®^^ 

que  a  corresponde  à  la  moitié,  etc. 

4.  L'emploi  de  la  courbe  des  espaces  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes de  ce  genre,  où  le  mouvement  s'accomplit  sur  des 
courbes  fermées,  donne  lieu  à  une  objection,  à  laquelle  il  est 
du  reste  très  aisé  de  répondre.  Soit  OX  l'axe  des  temps  (fig.  4)  ; 
les  mouvements  étant  uniformes,  les  lignes  dont  les  ordon- 
nées représentent  les  arcs  parcourus  sont  deux  droites  OA, 
OB,  issues  du  point  0,  et  qui  n'ont  que  ce  point  commun.  A 
s'en  rapporter  à  l'épure,  il  n'y  aurait  donc  qu'une  rencontre 
unique  des  deux  mobiles  A  et  B,  à  savoir  le  point  de  départ  ; 
car  pour  toute  autre  valeur  du  temps  les  valeurs  des  arcs 
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Fig.  4. 


parcourus  sont  différentes.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  que, 
sur  le  cercle  et  sur  toute  trajectoire  fermée,  deux  points  A  et 
B  coïncident  quand  ils  sont  distants  d'un  nombre  entier  de 

circonférences;  qu*en 
d'autres  termes,  l'arc 
s  décrit  sur  la  trajec- 
toire à  partir  d'un 
point  C  déterminé 
peut  être  considéré 
comme  croissant  de  0 
à  la  circonférence,  et 
comme  revenant  brus- 
quement à  0  quand  il  a  atteint  cette  limite.  Menons  une 
horizontale  DH,  à  la  distance  OD  égale  à  la  circonférence 
entière.  Cette  droite  coupe  les  lignes  OB,  OA  aux  points  E 
et  F.  A  partir  du  point  E  on  substituera  à  la  droite  EB 
la  droite  parallèle  E'B',  ramenée  au  pied  de  l'ordonnée  du 
point  E.  Cette  droite  E'B'  coupe  en  G'  l'horizontale  DH  ;  on  ra- 
mènera de  même  la  portion  G'B'  de  la  droite  à  la  position 
parallèle  G"B",  menée  par  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  G', 
et  on  substituera  à  la  droite  continue  OB  le  contour  OE,  E'G\ 
CE",...  où  l'on  n'admet  que  des  arcs  parcourus  ramenés 
à  une  valeur  au  plus  égale  à  la  circonférence  K 

La  droite  OA  se  transformera  de  même  dans  le  contour  OP, 
FT,  TA''... 

L'intersection  des  deux  contours  au  point  M  fait  connaître 
l'époque  de  la  rencontre  des  mobiles  par  ^l'abscisse  ON,  et 
la  position  qu'ils  occupent  alors  sur  la  trajectoire  par  l'oi"- 
donnée  NM.  L'intersection  M'  des  droites  OA,  E'B'  ferait  con- 
naître de  même  la  solution. 

5.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  s'applique 
aux  aiguilles  d'un  cadran.  Si  l'on  considère,  par  exemple, 
l'aiguille  des  heures  A  et  l'aiguille  des  minutes  B,  on  aura 

1.  C*est  ainsi  qu'en  arithmétique  on  ramène  entre  les  limites  0  et  p  tout  nom- 
bre entier  n,  pris  iuivant  le  module  /),  en  substituant  au  nombre  n  le  reste  de 
sa  division  par  p. 
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p  =  12,  ç=l,  en  prenant  Theure  pour  unité  de  temps  ;  et 
rintervalle  des  rencontres  des  deux  aiguilles  sera  égal  à 

i2  5 

ou  à  jj  d'heure  :  ce  qui  équivaut  à  !*•  5"  rj  de  minute. 

Si  Ton  compare  l'aiguille  des  minutes  A  et  celle  des  se- 
condes B,  on  aura  ;>  =  60  et  g  =  1,  en  prenant  la  minute 
pour  unité  de  temps  ;  et  l'intervalle  de  deux  rencontres  sera 
égal  à 

-^2-  sa  rs  de  minute,     ou     1"  rs  =tr  d'heure. 
p  —  9      59  59      59 

Enfin,  si  Ton  compare  l'aiguille  des  heures  et  celle  des 
secondes,  on  aura  p  =  720,  9  =  1,  l'unité  étant  encore  la. 
minute,  et 

p—q      719""       719' 

Si  Ton  voulait  savoir  quand  les  trois  aiguilles  se  rencon- 
trent, on  observerait  que  le  temps  écoulé  entre  une  rencontre 
des  trois  aiguilles  et  la  rencontre  suivante  doit  être  un  mul- 

i2 
tiple  à  la  fois  de  l'intervalle  jj  d'heure,  qui  sépare  deux 

rencontres  de  la  première  et  la  seconde  aiguille,  et  de  l'in- 

1 
tervalle  de  ^  d'heure,  qui  sépare  deux  rencontres  de  la 

seconde  et  de  la  troisième;  le  temps  cherché  est  donc  la 

12  1 

plus  petite  durée  qui  soit  multiple  à  la  fois  de  jj  et  de  ^ 

d'heure.  Le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  fractions 
s'obtient  en  prenant  le  plus  petit  commun  multiple  des 
numérateurs,  et  en  le  divisant  par  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  dénominateurs.  Le  plus  petit  commun  multiple 
de  12  et  de  1  est  12  ;  et  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
11  et  de  59  est  l'unité,  puisque  11  et  59  sont  tous  deux  des 
nombres  premiers.   En  définitive,  la  fraction  cherchée  se 
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réduit  au  nombre  entier  12,  et  les  rencontres  des  trois 
aiguilles  ont  lieu  toutes  les  12  heures,  c'est-à-dire  lorsque 
rhorloge  marque  midi  ou  minuit. 

L'intervalle  constant  des  rencontres  de  l'aiguille  des  heures 
et  de  l'aiguille  des  minutes  fait  connaître  le  partage  de  la 
circonférence  en  11  parties  égales.  Les  points  de  la  circon- 
férence où  s'opèrent  les  rencontres  sont  les 
sommets  du  polygone  régulier  de  11  côtés 
inscrit.  Pour  opéi*er  la  transmission  d'une 
aiguille  à  l'autre,  on  peut  se  servir  d'un  train 
de  roues  dentées.  Soit  0  l'axe  géométrique 
commun  aux  deux  aiguilles  ;  A  une  roue  den- 
tée faisant  corps  avec  l'aiguille  A  des  heures, 
B  une  roue  dentée   faisant  corps  avec  l'ai- 
p.    ^  guille  B  des  minutes.  Ces  deux  roues  sont 

indépendantes  l'une  de  l'autre,  et,  des  deux 
axes  matériels  qui  portent  les  aiguilles,  l'un  passe  librement 
dans  le  creux  de  l'autre.  La  communication  entre  les  deux 
aiguilles  s'obtient  en  faisant  engrener  les  roues  A  et  B  avec 
deux  roues  solidaires  à  et  6,  montées  sur  un  axe  (ï  parallèle 
à  l'axe  0.  Appelons  u»  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  A,  iù'  la 
vitesse  angulaire  de  l'ensemble  des  roues  a  et  6,  et  co"  la  vi- 
tesse angulaire  de  la  roue  B; 
R  le  rayon  de  la  roue  A  ; 

r  le  rayon  de  la  roue  a  avec  laquelle  elle  engrène  ; 
r'  le  rayon  de  la  roue  b  ; 

R'  le  rayon  de  la  roue  B,  qui  engrène  avec  la  roue  b. 
Désignons  enfin,  suivant  l'usage,  le  nombre  de  dents  des 
divei^es  roues  par  la  lettre  même  qui  représente  chaque  roue. 
On  aura 

Rcd  =r  rtù'f 

donc 

et 

«'=«x-    5.  =  «xjxy 
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On  veut  que  u*  soit  égal  à  12  fois  u.  Il  faudra  donc  qu'on 
ait 

Multiplions  par  8  les  deux  termes  de  chaque  fraction,  ce 

.  ,         24      52 
qui  donne  "g"  X  -g-  >  on  pourra  satisfaire  à  toutes  les  con- 
ditions en  posant 

6  =  52,  B  =  8, 

nombres  admissibles  pour  les  quatre  roues  dentées. 
On  a  aussi 

R  =  3r. 
r'=4R', 

avec  les  conditions  RH-r=R'+r'=A,  dislance  donnée  des 
centres  0  et  0'.  On  en  déduit  pour  les  rayons  des  quatre  roues  : 

r^j.     R-j-, 

Si,  par  exemple,  on  a  A=20y  on  aura 

r=5,       R  =  «. 
R'=4.        /=i6. 

6.  Cherchons  s'il  est  possible  que  les  extrémités  des  trois 
aiguilles  d'une  horloge  occupent  simultanément  sur  la  cir- 
conférence les  trois  sommets  d'un  triangle  équilatéraL 

n  faut  et  il  suffit  que  les  arcs  compris  entre  la  première 
et  la  seconde*  entre  la  seconde  et  la  troisième,  soient  égaux 
au  tiers  de  la  circonférence. 

Prenons  la  minute  pour  unité  de  temps  et  désignons  par 
A,  B,  C  les  arcs  décrits  respectivement  par  chaque  mobile 


12  PROBLÈMES 

pendant  un  temps  ^  à  partir  de  leur  rencontre  simultanée  sur 
midi.  On  aura 

A  =  r^rr  <     pouF  Taiguille  des  heures, 

2ir 
B  =  g^  <     pour  Taiguille  des  minutes, 

G  =  2ir  <     pour  Taiguille  des  secondes. 

Si  Ton  admet  que  les  trois  points  forment  un  triangle 
équîlatéral,  la  difTérence  B — A  sera  égale  à  -^9  augmenté 
d'un  nombre  entier  de  circonférences,  et  C — A  sera  alors 
égale  à  -^1  augmenté  aussi  d'un  nombre  entier  de  circonfé- 
rences; ou  bien  B — A  sera  égale  à  -^,et   C— A  à  -=-,  avec 

addition  à  chaque  différence  d'un  nombre  entier  de  circonfé- 
rences. 
On  aura  donc  à  la  fois 


et 


2ir 
B-A  =  y  +  2*« 


C-A.=  y  +  2*'it, 


k  et  k'  désignant  des  nombres  entiers  quelconques  ;  ou  bien 

B-A  =  y  +  2A»ir. 
C-A=y  +  2*-'ii; 

mais  -=-  -h  Wt:  équivaut  à  — ^  H-  2Aw,  -^  -h  2ft'"w  revient  à 

—  —  +  2/c'îu  ;  de  sorte  que  les  deux  solutions  possibles  sont 
contenues  dans  les  équations 

B  — A  =  ±y  +  2*ir» 
C-A=rd=^  +  2A',r, 

les  signes  je  correspondant  d'une  équation  à  l'autre. 
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Remplaçant  À,  B  et  C  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t^  il 
vient 

et  il  s*agit  de  savoir  s'il  est  possible  de  trouver  une  valeur 
de  t  qui   satisfasse  à  la  fois  à  ces  deux  relations  avec  des 
valeurs  entières  pour  k  elk'. 
Éliminons  t  en  divisant  la  première  par  la  seconde  :  il  vient 

il  2 

eO 720_     5^'    _±i-f 3;k 


ou  bien 


11       dzi-^Zk 
719  "■  =t  2  4- S**' 


équation  qui  peut  s'écrire 

3(11*'— 719A)  =  ifc(710—2xll)=±697, 

Or  cette  égalité  est  impossible  avec  des  valeurs  entières 
de  k  et  k\  car  le  premier  membre  serait  divisible  par  le 
nombre  3,  qui  ne  divise  pas  le  second. 

Donc  il  est  impossible  que  les  extrémités  des  trois  aiguilles 
d'une  horloge  occupent  à  un  même  instant  sur  la  cir- 
conférence du  cadran  les  sommets  d'un  triangle  équila- 
téral. 

7.  Positions  réciproques  de  deux  aiguilles.  — Considérons 
seulement  deux  aiguilles»  celle  des  heures  et  celle  des  mi- 
nutesy  et  cherchons  les  positions  de  ces  aiguilles  qui  peuvent 
être  renversées,  c'est-à-dire  celles  dans  lesquelles  on  peut 
imaginer  qu'on  permute  la  position  des  deux  aiguilles,  l'ai- 
guille des  heures  prenant  la  place  de  celle  des  minutes,  et 
l'aiguille  des  minutes  la  place  de  celle  des  heures.  Si  l'on 
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prend  toujours  la  minute  pour  unité  de  temps,  on  aura  pour 
définir  le  mouvement  des  aiguilles  À  et  B, 


^      720  *' 


et  la  position  (A,  B)  des  aiguilles  sera  réciproque,  si  Ton 
peut  y  substituer  la  position  (B,  A),  dans  laquelle  B  et  A 
peuvent  être  d'ailleurs  augmentés  d'un  nombre  entier  quel- 
conque de  circonférences.  On  aura  donc  à  la  fois 


A-  — f 
^  -  720  '• 

. 

»=S'' 

pour  une 

valeur  t  du  temps,  et 

B  +  2&K  = 

.2»  . 
•Ï20 

A4-2A'n= 

2ir^ 
'60*^' 

pour  une 

seconde  valeur  t'. 

Donc 

'"2icV720<'— 60  /""720~65 ÎW 

et 

2trV60         7207"'60""720 TâiT"' 

OU  bien 

<'— 12^=720*. 
124'—  t  =720*', 

équations  qui,  résolues  par  rapport  à  t  et  t\  donnent 

r=  720X^1^ 

et 

12^^  — 


4'=720x- 


143 


SUR  LE  MOÛYEIIBNT  REUTIF.  1$ 

Si  l'on  donne  kkelhk'  des  valeurs  entières  quelconques, 
on  aura  les  valeurs  convenables  pour  t  et  t\  et  par  sui(e 
pour  A  et  B. 

On  peut  faire,  par  exemple,  k  =  0  et  k'  =  1.  On  aura  une 
solution  ; 

'  =  143      ™*"''*®*      =^   Î43' 

V  =  ^^     minutes  =  60-  +  ^  =  4^  0-  25-  ^  de  seconde. 

On  a  pour  la  première  position 

®  =  "443"' 

et  pour  la  seconde 

^=T43-' 

2^      720X42  _  144  _  2,r 

"^""60'^     443      "•^^m=*"443' 

en  supprimant  la  circonférence  contenue  dans  l'arc  B\ 

Pour  déterminer  le  nombre  total  des  positions  réciproques 
dans  rétendue  de  la  circonférence,  étudions  les  positions  de 
l'aiguille  des  heures.  Si  l'on  substitue  à  /  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  k  et  &',  il  vient 

Les  positions  de  Taiguille  des  minutes  s'obtiennent  en  mul- 
tipliant A  par  12,  et  en  ramenant  Tare  obtenu  au-dessous 
de  2z.  Gela  donne  en  effet 

B  =  ^  (12*'  -  444A)  =  ^  (12A'  -  k). 

On  voit  que  toutes  les  solutions  distinctes  s'obtiendront  en 
donnant  à  k'  —  i2Ar  toutes  les  valeurs  entières  de  1  à  143,  ce 
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qui  donne  autant  de  valeurs  de  l'arc  A,  difTérant  entre  elles 

de  Tare  j^-  Les  solutions  sont  données,  en  définitive,  par 

les  sommets  du  polygone  de  143  côtés,  inscrit  dans  la  cir- 
conférence. 

8.  Les  rencontres  de  deux  aiguilles  animées  de  rotations 
différentes  autour  du  même  centre  donnent  un  moyen  méca- 
nique de  partager  la  circonférence  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales.  Par  exemple,  avec  un  système  de  quatre  roues 
dentées,  admettant  les  unes  24  et  32  dents,  les  deux  autres 
8  dents,  on  réalise  le  rapport  des  vitesses  angulaires  égal 
à  12.  Or  les  rencontres  des  deux  aiguilles  animées  de  ces 
vitesses  angulaires  ont  lieu  aux  sommets  du  polygone  régu- 
lier de  11  côtés  inscrit  dans  le  cercle.  Pour  réaliser  le  rap- 
port 60  entre  les  vitesses  angulaires,  on  peut  adopter  les 
nombres  de  dents  suivants  : 

32  dents  ~  8  dmU 

»  i20  dents  —  8  dents. 

Le  tracé  de  ces  dentures  exige  le  partage  du  cercle  en  8, 
32,  120  parties  égales,  ce  qui  peut  se  faire  géométriquement; 
et  l'appareil  donne  par  les  rencontres  des  aiguilles  la  division 
du  cercle  en  59  parties  égales. 


PROBLÈUES.      ' 

9.  Un  point  mobile  M  parcourt  uniformément  une  circon- 
férence OA.  On  le  projette  à  chaque  instant  sur  deux  diamè- 
tres fixes,  OA,  OB.  Soient  P  et  Q  les  projections.  On  demande 
le  mouvement  relatif  du  point  Q  par  rapport  au  point  P,  c'est- 
à-dire  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante  menés 
par  le  point  P. 

On  observera  que  les  quatre  points  M,  P,  0,  Q  sont  situés  sur 
une  même  circonférence,  qui  a  OM  pour  diamètre,  et  qui  est 


Fig.  6. 
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tangente  au  point  M  à  la  circonférence  donnée.  Donc  la  dis- 
tance QP  est  constante,  car  QP  est,  dans  le  cercle  MQOP,  dont 
le  diamètre  OM  esl  constant,  la  corde 
qui  sous-tend  Tangle  inscrit  con- 
stant BOA.  De  plus  l'angle  QPM  est 
égal  à  l'angle  QOM,  comme  inscrits 
dans  le  même  segment,  et  par  con- 
séquent la  droite  PQ,  constante  en 
grandeur,  tourne,  par  rapport  à 
la  direction  constante  PM  normale 
à  OA,  d'un  angle  égal  à  Tangle  dont 
OM  tourne  autour  du  point  0.  En  définitive,  le  mouvement 
relatif  de  Q  par  rapport  à  P  est  un  mouvement  circulaire  uni- 
forme, dont  la  vitesse  angulaire  est  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire du  point  M  sur  le  cercle  donné. 

10.  Deux  points  mobiles  parcourent  une  même  circonfé- 
rence OA,  avec  la  môme  vitesse.  On  les  projette  à  la  fois  sur 
un  diamètre  AA'.  Soient  P  et  F  les 
projections.  On  demande  :  l""  le  mou- 
vement relatif  des  deux  points  M  et 
M';  S""  le  mouvement  relatif  des  deux 
projections  P  et  F.  _ 

V  La  corde  MM'  étant  constante, 
le  point  M',  dans  son  mouvement 
relatif,  décrit  un  cercle  de  rayon  M'M 
autour  du  point  M  supposé  fixe.  De 
plus,  le  triangle  OMM'  se  déplaçant  sans  se  déformer,  le 
mouvement  angulaire  de  MM'  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  le  point  M  est  égal  au  mouve- 
ment angulaire  des  rayons  OM,  OM'  autour  du  point  0.  Donc 
enfin  le  point  M' tourne  autour  du  point  M  avec  la  vitesse  an- 
gulaire de  la  corde  MM'  autour  du  point  0,  et  son  mouvement 
relatif  est  un  mouvement  circulaire  uniforme. 

2^  La  projection  PP'  sur  le  diamètre  AA'  est  égale  à  la  pro- 
jection MN  de  la  corde  MM'  sur  une  droite  MN,  menée  parallè- 
lement à  AA'  par  le  point  M.  Le  mouvement  relatif  de  F  par 

T.  MÉC.  COLLIOmN.  2 


Fig.  7. 
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rapport  à  P  est  identique  au  mouyement  relatif  de  N  par  rap- 
port à  M.  Donc  enfin  le  mouvement  relatif  cherché  est  le 
mouvement  de  la  projection  sur  un  diamètre  fixe  du  mouve- 
ment circulaire  uniforme  de  M'. 

Dans  ces  deux  exemples  les  axés  mobiles,  par  rapport 
auxquels  on  cherche  le  mouvement  relatif,  ont  un  parallé- 
lisme constant,  et  le  mouvement  d'entraînement  est  une 
translation.  11  peut  en  être  autrement.  Nous  allons  en  donner 
exemple. 

H.  Un  point  M  se  meut  uniformément  sur  un  cercle  de 
rayon  OA. 

Un  second  point  N  se  meut  uniformément  sur  la  tangente 

AB  à  ce   cercle.  Les    deux 

» 

points  passent  ensemble  au 
point  A,  et  ont  des  vitesses 
égales,  de  sorte  qu*on  ait 
constamment  AN = arc  AM. 
On  demande  le  mouvement 
relatif  du  point  N  par  rap- 
port au  point  M,  et  le  mouve- 
ment relatif  du  point  M  par 
rapport  au  point  N. 
Nous  supposerons  que  Tob- 
servateur  entraîné  par  le  point  M  rapporte  le  mouvement  du 
point  N  à  des  axes  MX,  MY,  animés  du  mouvement  circulaire 
que  le  point  M  possède  autour  du  point  0  ;  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  à  Téquateur  du  globe  terrestre,  pour  un 
observateur  entraîné  par  le  mouvement  de  la  terre  et  qui 
rapporterait  les  mouvements  à  la  verticale  MY  et  à  l'horizon- 
tale MX,  tangente  à  l'équateur. 

Pour  l'obsei^ateur  qui  suit  le  point  N  nous  supposerons, 
au  contraire,  qu'il  rapporte  le  mouvement  du  point  M  à  des 
axes  NX',  NY',  qui  conservent  leur  parallélisme. 

Cela  posé,  le  mouvement  relatif  du  point  N  par  rapport  au 
point  M  s'obtiendra  en  réduisant  au  repos  la  circonférence 
OM,  et  en  communiquant  à  la  tangente  AB  et  au  point  N  une 


Fig.8, 
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vitesse  angulaire  égale  et  contraire  à  celle  de  M  autour  de  0. 
Cela  revient  à  faire  rouler  sur  le  cercle  OA  la  tangente  AB,  et 
dans  ce  mouvement  le  point  N  décrit,  par  rapport  aux  axes 
MX,  MY,  une  développante  de  cercle. 

Le  mouvement  relatif  de  M  par  rapport  aux  axes  NX',  NY' 
s'obtiendra  en  réduisant  au  repos  le  point  N,  c'est-à-dire  en 
communiquant  au  cercle  OA  entraînant  le  point  M  une  vi- 
tesse linéaire  égale  et  contraire  à  celle  de  N.  Dans  ce  mouve- 
ment le  cercle  OA  roule  sur  la  droite  fixe  AB,  et  la  trajectoire 
relative  du  point  M  est  par  conséquent  une  cycloïde. 

La  composition  en  M  de  deux  vitesses,  l'une  v^  vitesse  ab- 
solue du  point  M,  Tautre  —  Vj  égale  et  parallèle  à  la  vitesse 
d'entraînement  que  possède  le  point  N,  donne  pour  résultante 
la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  vitesses,  ce  qui  fait  con- 
naître la  tangente  MA'  à  la  cycloïde  au  point  M. 

Pour  avoir  la  tangente  à  la  développante  au  point  N,  il  faut 
composer  en  N  la  vitesse  absolue  v  du  point  avec  la  vitesse 
d*enira!Miement  changée  de  signe,  —  v\  de  ce  même  point  N, 
due  à  la  rotation  autour  du  point  0  ;  la  résultante  sera  nor- 
male à  la  droite  AB. 

MOUVEMEM'  RELATIF  DE  DEUX   POINTS  PESANTS  DANS  LE   VIDE. 

12.  Le  mouvement  d'un  point  pesant  M  dans  le  vide,  rap- 
porté à  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  OZ  est  vertical,  est 
défini  par  les  trois  équations 

de     "' 

dH 

qui  conduisent  par  l'intégration  aux  trois  équations 

x=zat  4-6, 
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a,  a',  a"  étant  les  composantes  de  la  vitesse  initiale,  6,  fr',  6" 
les  coordonnées  du  point  de  départ. 

Pour  un  second  point  pesant  M',  se  mouvant  de  même 
dans  le  vide  au  même  lieu  du  globe  terrestre,  on  aura  aussi 


-î^^. 


Le  mouvement  relatif  de  M'  par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante  menés  par  le  point  M  aura  pour  équations 


X 


=.« — x  =  {a  — 


X 


=y'-y=(«'- 


=»'—»=«"— 


(9? 


1 


équations  d'où  les  termes  ^  gf^  ont  disparu  par  la  soustraction, 

et  qui  définissent  par  conséquent  un  mouvement  reclilignc  et 
uniforme.  Tel  est  le  mouvement  relatif  d*un  des  points  par 
rapport  à  l'autre. 

On  arriverait  plus  rapidement  au  même  résultat  en  consi- 
dérant les  équations  difTérentiellcs  des  deux  mouvements  :  en 
les  retranchant,  on  aura  les  composantes  de  Taccélération  dans 

le  mouvement  relatif;  or  ces  trois 
composantes  sont  nulles  à  la  fois,  ce 
qui  caractérise  un  mouvement  recti- 
ligne  et  uniforme. 

13.  Application.  —  A  l'instant  où 
un  mobile  pesant  tombe  sans  vitesse 
du  point  A  suivant  la  verticale  AP,  on 
lance  du  point  0  un  mobile  pesant 
avec  une  vitesse  V  donnée  en  gran- 
deur. On  demande  dans  quelle  direction  on  doit  viser  pour 
que  les  deux  mobiles  se  rencontrent.  On  reconnaît  tout  de  suite 
que  c'est  suivant  OA,  comme  si  le  mobile  à  atteindre  restait 
en  repos.  Le  mouvement  relatif  du  corps  lancé,  par  rapport 
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au  corps  tombant,  s'opère  en  [effet  suivant  la  droite  OA,  les 
deux  corps  tombant  de  quantités  égales  en  temps  égaux  par 
TefTet  de  la  pesanteur. 
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14.  Un  point  mobile  A,  animé  d'une  vitesse  constante  v\ 
se  dirige  vers  un  point  mobile  B  qui  parcourt  une  courbe 
donnée,  BD,  avec  une  vitesse 
donnée  constante  v.  Le  point 
A  décrit  une  courbe  de  pour^ 
suite  AE.  La  tangente  à  la 
courbe  au  point  A  est  la 
droiie  AB. 

On  demande  le  rayon  de 
courbure  p  de  la  courbe  de 
poui'suile  au  point  A. 

Pendant  le  temps  dt  infi- 
niment petit,  le  mobile  A 
parcourt  un  arc  AA'  =  v^dl^ 
dirigé  vers  la  position  B  du 
point  poursuivi.  Dans  l'intervalle  de  temps  suivant,  égal 
aussi  à  dty  il  parcourt  un  arc  égal  A'A",  dirigé  vers  le  point  B', 
position  nouvelle  du  point  B,  séparée  de  l'ancienne  par  un 
arcBB'  =  rd^ 

L'accélération  totale  du  point  A  se  réduit  à  la  composante 


Fig.  .10. 


n 


normale  —>  puisque  la  vitesse  est  constante.  Abaissons  du 

point  A''  la  perpendiculaire  A'^I  sur  la  droite  AB.  Je  dis  que 

l'on  aura  A''M  =  —  x  dl\  En  effet,  A'A"  étant  égal  à  v'dt, 

A^M  sera  le  produit  de  v*dt  par  Tangle  de  contingence  A'^A'M, 
lequel  est  égal  à  l'arc  v'dt  de  la  courbe,  divisé  par  le  rayon 
de  courbure  p. 
Par  le  point  A"  menons  A"N  parallèle  à  BB'.  L'angle  A^NM 
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sera  égal  à  Tanglc  a  =  ÂBH  que  fait  la  vitesse  v  avec  la  droite 
AB,  et  l'on  aura 

Les  parallèles  A!^^  B'H  donnent  en  outre  la  proportion 

NA"      A'N  ..        ^,.        .s^^^d^ 

W~TÛ'     oubien    NA''  =  w/<x— » 

en  appelant  l  la  distance  ÂB,  sensiblement  égale  à  A'B,  et  en 
observant  que,  NM  étant,  comme  A*^,  un  infiniment  petit  du 
second  ordre  dès  que  Tangle  a  est  différent  de  zéro,  A'N  peut 
être  confondu  avec  A'M  et  avec  A'A". 
On  a  donc,  en  éliminant  NA'', 

MA"  =  — ; —  sm  «  =  —  <//*, 

et  par  conséquent 

Pour  construire  le  rayon  de  courbure,  élevons  au  point  B 
une  perpendiculaire  BL  sur  AB  ;  puis  du  point  A  abaissons 
une  perpendiculaire  AH  sur  la  tangente  BB'.  Ces  deux  droites 
se  couperont  en  un  point  L,  et  Tangle  ALB  sera  égal  à 

l'angle  a.  Donc  AL  sera  égale  à—: — .  Soit  C  le  centre  de  cour- 

SlTiCt 

bure  cherché,  sur  la  normale  AC  à  la  courbe  de  poursuite. 
Si  l'on  Joint  CL,   le  triangle  ACL  a  pour  côtés  AC  =  p, 

AL=-: — .  Donc,  en  vertu  de  l'équation  qui  donne  p,  les 

côtés  AC,  AL  sont  proportionnels  aux  vitesses  v'  et  v,  ce  qui 
permet  d'achever  la  construction. 

Observons  que,  si  l'on  mène  par  le  point  A'  une  droite  A'I 
égale  et  parallèle  à  vdt^  et  qu'on  joigne  AI,  le  triangle  AA'I  a 
pour  côtés  v'dtj  vdt,  et  que  AI  représente  en  grandeur  et  en 
direction  le  produit  par  dt  de  la  résultante  de  v  et  t;^  L'angle 
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AA'I  de  ce  triangle  est  égal  à  l'angle  CAL,  comme  ayant  leurs 
cdtés  respectivement  perpendiculaires.  Il  résulte  de  là  que 
les  deux  triangles  CAL,  AA'I  sont  semblables,  et  par  consé- 
quent la  droite  LC  est  perpendiculaire  à  la  résultante  AI. 
L'intersection  des  deux  droites  AC,  LC  fera  connaître  le 
point  C. 

La  solution  géométrique  s'achève  donc  en  composant  les 
deux  vitesses  v  et  v'j  et  en  menant  LC  perpendiculaire  à  la 
résultante. 

Cette  solution  a  été  donnée  par  M.  Maurice  d'Ocagne,  dans 
le  Bullelin  de  la  Société  mathématique  de  France^  octo- 
bre 1883. 
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15.  Une  figure  plane  reçoit  dans  son  plan  un  mouvement 
continu  déterminé.  On  demande  de  réaliser  ce  mouvement  en 
faisant  rouler  une  courbe  appartenant 
à  la  figure  sur  une  courbe  fixe  tracée     ^' 
dans  le  plan. 

Soit  YOXun  système  d'axes  qui  accom- 
pagnent la  figure  mobile,  et  soit  Y'OT 
un   système  d'axes  fixes,  auxquels  on 
rapporte  les  positions  successives  de    "à' 
cette  figure.  ^.^  ^^ 

On  sait  que  le  point  de  contact  de  la 
courbe  roulante  avec  la  courbe  fixe  est  à  chaque  instant  le 
centre  instantané  autour  duquel  tourne  la  figure  mobile  ; 
soit  C  ce  point.  Il  suffira  d'en  prendre  les  coordonnées, 
x=  —  OM,  î/=  CM  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  les  coor- 
données rc'  =  0'M',  î/==CM'  par  rapport  aux  axes  fixes,  pour 
tracer  par  points  les  deux  courbes  cherchées.  Si  l'on  déter- 
mine analytiquement  ces  mômes  coordonnées  en  fonction 
d'un  même  paramètre,  l'élimination  du  paramètre  entre  les 
deux  équations  qui  donnent  x  et  y  fera  connaître  l'équation 
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de  la  courbe  roulante,  et  rélimination  du  paramètre  entre 
les  deux  équations  qui  donnent  a/  et  j/  fera  connaître  l'équa- 
tion de  la  courbe  fixe. 
Cherchons  les  courbes  roulantes  qui  assurent  le  mouve- 
ment d'une  droite  AB,  de 
^'  longueur  constante,  dont 

les  deux  extrémités  glis- 
sent sur  deux  circonfé- 
rences fixes  0  et  H. 

On  prendra  pour  axes 
mobiles  la  droite  ÂB  elle- 
même  et  une  perpendi- 
culaire AY  menée  par  le 
point   A,   et  pour  axes 
fixes  la  droite  OHX',  et  la  perpendiculaire  OY'.  Le  centre  in- 
stantané C  est  la  rencontre  des  rayons  OA,  HB.  On  le  projet- 
tera en  M  et  M'  sur  les  deux  axes  des  abscisses,  et  on  aura 


Fig.  12. 


y  =  MC, 


a^=OM', 
y'  =  M'C. 


B 


Fig.  13. 


Il  suflira  donc  de  tracer  plusieurs  positions  de  la  droite  AB, 

puis  de  repérer  le  point  C  par  rapport  à 
la  droite  et  par  rapport  à  la  droite  OH. 
La  construction  du  point  C;  rapporté  aux 
axes  fixes,  puis  aux  axes  mobiles,  fera 
Y      connaître  les  deux  courbes  cherchées. 

16.  Il  arrive  quelquefois  qu'on  cherche 
à  faire  décrire  une  courbe  donnée  à  un 
point  particulier  de  la  figure.  Si  cette  condition  est  la  seule 
imposée,  le  problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solu- 
tions. Si  l'on  assujettit  en  outre  le  mouvement  de  la  figure 
mobile  à  une  nouvelle  condition,  par  exemple  à  rouler  sur 
une  ligne  donnée,  alors  le  problème  est  entièrement  déter- 
miné, et  la  solution  est  donnée  par  la  méthode  inverse  des 
épicycloîdes  (I,  g  146). 
Ce  problème  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applica- 
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lions,  lorsqu'il  s'agit  de  déplacer  un  corps  pesant  de  telle 
manière»  que  le  centre  de  gravité  décrive  une  ligne  droite 
horizontale,  pour  que  le  travail  de  la  pesanteur  soit  nul.  Si, 
par  exemple,  on  veut  que  le  centre  de  gravité  d'un  solide 
parcoure  une  horizontale,  tandis  que  le  solide  roule  sur  une 
droite  inclinée,  il  faudra  prendre  pour  courbe  roulante  une 
spirale  logarithmique  (I,  §  147). 

1 7 .  Remarque.  —  La  solution  du  problème  des  courbes 
roulantes,  donnée  au  g  146  du  t.  I,  revient  à  déterminer  une 
courbe  rapportée  à  un  système  de  coordonnées  polaires  et 
telle,  que  l'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur 
soit  une  fonction  donnée  de  ce  rayon  ;  ou  encore  une  courbe 
telle,  qu'elle  coupe  sous  des  angles  donnés  en  fonction  des 
rayons  une  série  de  circonférences  concentriques. 

Or  ce  problème  est  celui  qu'on  a  à  résoudre  dans  la  dyna- 
mique, quand  on  cherche  le  mouve- 
ment d'un  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe  0,  par  une  force  donnée  en 
fonction  de  la  distance  à  ce  centre.  La 
courbe  décrite  est  contenue  dans  un 
plan  passant  par  le  point  0.  Les  cour- 
bes de  niveau  sont  des  cercles,  SS', 
ayant  pour  centre  commun  le  point  0.      "       ^    ^^ 
Sur  chacun  de  ces  cercles,  la  vitesse  v 
du  mobile  est  connue  en  fonction  du  rayon  r  par  l'équation 
des  forces  vives  ;  de  plus  le  théorème  des  aires  donne  l'équa- 
tion   ^ 

en  appelant  \l  l'angle  de  la  vitesse  avec  le  rayon  vecteur  et  2A 
une  constante.  Comme  v  est  une  fonction  donnée  de  r,  on 
voit  que  l'angle  [l  est  connu  en  fonction  du  rayon  r,  et  qu'on 
retombe  sur  le  problème  de  la  courbe  roulante. 
Soit  v  =  f  (r)  ;  il  vient 

u 

811)  U  =  — j-r* 
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On  en  déduit 

tang  IL  =  =  =  d:  F(r), 

et  l'équation  polaire  de  la  trajectoire  sera 

où  l'on  devra  prendre  le  signe  qui  assure  à  dO  une  valeur 
constamment  positive,  ou  constamment  négative  (III,  §  65). 
Le  problème  de  la  courbe  roulante  peut  donc  se  résoudre 
par  les  mêmes  méthodes  que  le  problème  des  trajectoires  sous 
l'action  d'une  force  centrale.  Si  Ton  appelle  p  la  distance  du 
pôle  à  la  tangenlCi  on  aura  ^  =  r  sin  (jl,  et  par  conséquent 
p  =  <};  (r) ,  ou  r  =  9  (p)  ;  sous  cette  forme  de  l'équation  cher- 
chée, on  peut  aisément  déterminer  les  rayons  de  courbure, 
en  appliquant  l'équation 

rdr 

établie  au  1. 1,  §  116.  Nous  avons  employé  ce  système  de  coor- 
données (ni,  §  58)  pour  traiter  le  problème  du  mouvement 
d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance.  On  pourrait  ausçi  l'appliquer,  comme  nous  le  mon- 
trerons plus  loin,  au  problème  du  mouvement  d'un  point 
subissant  de  la  part  d'un  centre  fixe  l'attraction  nev^tonienne. 

PROBLÈME    SDR  LA   CYGLOÎDE. 

18.  Une  cycloïde  CMM'C  est  décrite  par  le  roulement  d'un 
cercle  AMB  sur  une  droite  fixe  CC'  ;  le  point  M  est  le  point 
décrivant.  A  chaque  point  M  correspond  une  position  déter- 
minée du  cercle  générateur.  Les  points  C  et  C  sont  deux  points 
de  rebroussement  consécutifs  de  la  courbe. 

Cela  posé,  on  mène  deux  tangentes  à  la  cycloïde,  MB,  M'B', 
faisant  entre  elles  un  angle  BPB'  donné.  On  demande  le  lieu 
du  point  P,  sommet  de  l'angle  mobile. 
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Traçons  les  cercles  générateurs  correspondants  aux  points 
de  contact  M  et  M'.  L'angle  donné  P  sera  égal  à  la  somme 


MBA  -h  M'B'A'  des  angles  formés  par  BM,  B'M'  avec  les  droites 

parallèles  BA,  B'A'.  Donc  cette  somme  B  +  B'  est  constante. 

MaisTangle  B,  inscrit  dans  le  cercle  BMA,  o  pour  mesure  la 

moitié  de  l'arc  AM;  de  même  l'angle  B\  inscrit  dans  le  cercle 

1 
égal  B'WA\  a  pour  mesure  ^  arc  A'M'.  Donc  la  somme  des 

arcs  AM  et  A^M'  est  constante  ;  et  comme  dans  la  cycloïde  on  a 

arc  AH  =AC, 
arc  A'M'=  A'C, 

il  en  résulte  que  la  somme  AC  H-  kV  est  constante  ;  retran- 
chant cette  somme  constante  de  la  distance  CC\  base  de  la 
courbe,  il  reste  un  segment  constant  AA',  ou  BB',  entre  les 
points  de  contact  des  cercles  générateurs  avec  la  droite  CC 
sur  laquelle  ils  roulent. 

Le  segment  BB'  est  doiip  constant.  Dans  le  triangle  BPB'  la 
base  est  constante  et  l'angle  au  sommet  P  est  donné.  Donc 
le  point  P  appartient  à  la  circonférence  que  l'on  obtient  en 
décrivant  sur  la  corde  constante  BB'  un  segment  capable  de 
l'angle  P.   Le  rayon  de  cette  circonférence  est  constant  et 

BB' 
égal  à  H — : — n  ;  enfin  le  centre  0  de  cette  circonférence  se 
^         2  sm  P 
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trouve  situé  à  une  distance  constante  de  la  droite  DD\ 
égale  à  la  hauteur  d*un  triangle  isocèle  qui  aurait  BB'  pour 
base  et  le  rayon  R  pour  valeur  commune  des  deux  autres 
côtés. 

Le  lieu  décrit  par  le  centœ  0  de  la  circonférence  qu'on 
vient  de  définir  est  donc  une  droite  LL'  parallèle  aux  droites 
ce,  DD'. 

On  peut  imaginer  que  le  point  P  soit  un  point  de  cette  cir- 
conférence, et  il  restera  à  déterminer  quel  mouvement  il  faut 
lui  donner  pour  réaliser  les  conditions  du  problème. 

Imaginons  pour  cela  que  les  cercles  générateurs  AB,  A'B' 
roulent  uniformément  sur  la  droite  CC,  avec  des  vitesses 
égales.  Cette  condition  conservera  la  distance  des  centres,  et 
par  suite  aussi  les  distances  AA'  et  BB';  elle  assure  donc  la 
constance  de  Tangle  P.  Il  en  résulte  d'abord  que  le  mouve- 
ment du  point  0  le  long  de  la  droite  LL'  est  uniforme  ;  car 
il  se  meut  avec  la  môme  vitesse  que  le  segment  BB'. 

Reste  à  définir  la  vitesse  angulaire  qu'il  faut  communiquer 
à  la  circonférence  OP  autour  de  son  centre  0.  Pour  cela,  il 
suffit  de  déterminer  le  déplacement  angulaire  d'une  droite 
quelconque  PM,  appartenant  à  la  figure.  Or  cette  droite  PM, 
considérée  comme  faisant  partie  de  la  figure  0,  a  le  même 
déplacement  angulaire  que  cette  figure  reçoit  de  sa  liaison 
avec  le  cercle  générateur  AB,  et  ce  déplacement  angulaire  est 
proportionnel,  d'après  la  propriété  du  mouvement  cycloîdal, 
à  la  translation  du  cercle  AB  suivant  la  direction  CC.  Donc 
enfin  la  vitesse  de  rotation  de  la  circonférence  OP  est  pro- 
portionnelle à  la  vitesse  de  translation  de  son  centre  le  long 
de  la  droite  LL',  ce  qui  définit  un  mouvement  cycloîdal. 

Ce  théorème  a  été  donné  par  M.  P.  Haag. 

Il  existe  donc  un  cercle  qui,  en  roulant  sur  une  droite 
parallèle  à  CC,  fait  parcourir  au  point  P  sa  trajectoire.  Pour 
trouver  ce  cercle  et  la  droite  sur  laquelle  il  roule,  observons 
que  le  point  de  contact  autour  duquel  il  tourne  est  situé  sur 
la  normale  OH  au  lieu  décrit  par  le  point  0  ;  il  est  aussi  sur 
la  normale  au  lieu  du  point  P.  Or  le  point  P,  considéré 
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comme  sommet  de  Tangle  MPM'  circonscrit  à  la  cycloïde,  a 
pour  centre  instantané  le  point  F,  point  commun  aux  nor- 
males MA,  M'A  menées  à  la  courbe  par  les  j>oints  de  contact, 
M  et  M^  Donc  le  point  H,  intersection  de  OU  et  de  PF,  est  le 
point  de  contact  cherché  entre  le  cercle  roulant  et  la  droite 
NN'  sur  laquelle  il  roule. 

Suivant  qu'on  aura  OP  =  OH,  ou  Or>OÏÏ,  ou  OP<OH,  le 
lieu  du  sommet  P  de  l'angle  sera  une  cycloïde  ordinaire,  ou 
une  cycloïde  accourde^  ou  une  cycloïde  allongée. 
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19.  Trois  points  mobiles  A,  B,  C  occupent  à  un  même 
instant  les  sommets  d'un  triangle  équilatëral.  Le  premier 
point  A  se  dirige  vers  le  second  point 
B,  lequel  se  dirige  vers  le  troisième 
point  C,  qui  enfin  se  dirige  vers  le 
premier  point  A.  Les  vil  esses  des 
trois  points  sont  égales.  On  demande 
la  trajectoire  de  chacun  d'eux,  et  le 
point  du  plan  où  ils  se  confondront,  ^  ^, 
s'ils  se  confondent. 

Soit  V  la  vitesse  constante  de  cha- 
cun des  points.  Au  bout  du  temps  dt,  le  point  A  est  parvenu 
en  A'  sur  le  cdté  AB,  à  une  distance  AA'=vd^;  le  point  B  est 
venu  en  B'  à  la  même  distance  du  point  Bv  et  le  point  C  en 
C  à  la  même  distance  du  point  C  ;  de  sorte  qu'au  bout  du 
temps  dt  les  trois  points  occupent  les  sommets  d'un  nouveau 
triangle  A'B'C'  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et  équilatéral 
comme  ce  triangle.  Au  bout  d'un  nouvel  intervalle  de  temps 
égal  à  dty  les  trois  points  seront  parvenus  en  A",  B",  C",  aux 
sommets  d'un  troisième  triangle  équilatéral  inscrit  dans  le 
second,  et  ainsi  de  suite. 

Tous  ces  triangles  équilatéraux  successifs ,  considérés 
comme  surfaces,  ont  un  point  commun  0,  qui  est  le  centre  du 
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cercle  circonscrit.  En  effet,  pour  passer  du  premier  triangle 
au  second  y  il  sufYit  de  faire  tourner  le  premier  triangle,  au- 
tour du  point  0,  d*un  angle  égal  à  l'angle  BA'B',  puis  de 
réduire  le  triangle  ainsi  déplacé,  en  conservant  le  point  0 
comme  centre  de  similitude,  dans  la  proportion  des  côtés 
AB,  A'B'  successifs. 
Dans  le  premier  mouvement  le  triangle  se  transporte  en 

fl^Y»  c^  ^^^^  1^  second  il  prend, 
par  réduction  des  rayons  vec^ 
teurs,  la  position  A'B'C,  dans 
laquelle  il  conserve  le  point  0 
pour  centre  du  cercle  circon- 
scrit. Cela  revient  à  décompo- 
ser la  vitesse  v  en  deux  com- 
posantes rectangulaires ,  l'une 

•^9  l'autre  -^r.  Il  en  sera  de 
dt  dt 

p.   ^^  même  pour  passer  du  second 

triangle  au  troisième»  du  troi- 
sième au  quatrième,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Le  rayon  OA'  fait  avec  la  direction  A'B'  du  côté  voisin  un 
angle  constant,  égal  au  demi-angle  du  triangle  équilatéral, 
c'est-à-dire  à  SO"*.  Or  le  côté  A'B'  est  la  tangente  à  la  trajec 
toire  du  point  A  parvenu  en  A'.  Donc  enfin  la  trajectoire  de 
chacun  des  trois  points  coupe  sous  un  angle  de  50""  ses  rayons 
vecteurs  issus  du  point  0,  et  la  trajectoire  de  chacun  est  par 
conséquent  une  spirale  logarithmique  qui  fait  une  infinité  de 
circonvolutions  autour  du  point  0.  Les  trois  courbes  ont  le 
point  0  comme  point  asymptotique,  et  leur  longueur  depuis 
le  point  de  départ  jusqu'au  point  0  est  néanmoins  finie  et 
déterminée.  Les  trois  mobiles  mettront  donc  un  temps  fini 
pour  se  réunir  au  point  0,  où  les  trois  courbes  viennent  se  con- 
fondre asymptotiquement. 

Ce  problème  est  dû  à  M.  Edouard  Lucas. 

20.  La  même  solution  s'étend  sans  difficulté  au  cas  où  il 
y  aurait  n  points  mobiles,  placés  aux  sommets  d'un  polygone 
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régulier  de  n  côtés,  animés,  chacun  dans  la  direction  du 
point  le  plus  voisin  quand  on  parcourt  le  polygone  dans  un 
sens  déterminé,  d'une  vitesse  v  constante.  Les  spirales  loga- 
rithmiques décrites  par  ces  n  points  ont  pour  point  asympto- 
tique  le  centre  du  cercle  circonscrit,  et  font  avec  leurs 
rayons  vecteurs  un  angle  constant,  égal  au  demi-angle  du 
polygone. 

21 .  Le  problème  et  sa  solution  peuvent  encore  être  géné- 
ralisés, par  la  substitution  d'un  triangle  quelconque  à  un 
triangle  équilatéral;  mais  alors  il  faut  que  les  vitesses  des 
trois  points  soient  dif- 
férentes, et  que  leurs 
rapports  soient  conve- 
nablement choisis. 

Soit  ABC  le  triangle 
des  positions  primi- 
tives des  trois  points. 

Soit  kfBV  le  même 
triangle  déformé,  ins- 
crit dans  le  triangle 
primitif,  et  qui  doit  ^^-  *^- 

être  semblable  au  triangle  ABC,  pour  que  les  trois  points 
conservent,  pendant  toute  la  suite  de  leurs  mouvements,  des 
positions  relatives  semblables. 

Nous  pourrons  supposer  qu'on  commence  par  faire  tourner 
le  triangle  ABC  autour  d'un  certain  point  0,  que  nous  déter- 
minerons tout  à  l'heure,  et  qu'on  l'amène  ainsi  dans  la  posi- 
tion agy;  puis  qu'on  joigne  aO,  pO,  yO;  ces  trois  droites  cou- 
pent en  A',  B',  C  les  côtés  du  triangle  ABC,  et,  en  joignant 
ces  points  A.',  B\  C  deux  à  deux,  on  forme  un  triangle  k'B'G\ 
inscrit  dans  le  triangle  ABC.  Pour  qu'il  soit  semblable  au 
triangle  ABC,  ou  au  triangle  égal  o^y»  ^^  ^^^t  et  il  suffit  que 
les  droites  oA',  ^B',  yC'  soient  proportionnelles  aux  rayons 
aO,  pO,  yO  ;  s'il  en  est  ainsi,  les  côtés  A'B',  B'C,  C'A'  seront 
respectivement  parallèles  à  a^,  ^y»  Y^9  et  on  aura  satisfait  à  la 
condition  de  similitude  :  le  point  0  occupera,  par  rapport 
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à  ce  triangle  A'B'C,  la  même  situation  qu'il  occupe  par  rapport 
au  triangle  ABC. 

Or  les  rayons  aO,  pO,  ^0  sont  proportionnels  aux  arcs  Aa, 
Bg,  Cy,  qui  sont  égaux  à  ces  rayons  multipliés  par  Tanglc 
dont  a  tourné  la  figure.  Il  résulte  de  là  que  les  rapports 

"T'  ftïï'  'T  ^^^^  égaux,  et  par  conséquent  les  angles  A'Aa, 

B'Bp,  C'Cy  sont  égaux  entre  eux.  Ces  angles  étant  les  complé- 
ments des  angles  BAO,  CBO,  ACO,  ceux-ci  sont  aussi  égaux 
entre  eux;  la  position  du  point  0  est  donc  définie  par  cette 
condition  d'égalité  des  angles  BAO,  CBO,  ACO,  formés  par  les 
rayons  AO,  BO,  CO  avec  les  côtés  du  triangle,  pris  dans  un 
ordre  déterminé. 

Les  trajectoires  des  trois  points  seront  alors  des  spirales 
logarithmiques,  ayant  le  point  0  pour  pôle,  et  faisant  avec 
leurs  rayons  vecteurs  un  angle  constant,  égal  à  Tangle  OAB. 

Les  vitesses  des  trois  points 
seront  respectivement  propor- 
tionnelles à  AA',  BB'  ce,  c'est- 
à-dire  aux  rayons  AO,  BO,  CO. 
La  question  est  ramenée  à 
trouver  dans  le  plan  du  triangle 
ABC  un  point  0  tel,  que  les 
angles  BAO,  CBO,  ACO  soient 
égaux  entre  eux. 
Désignons  par  9  Tun  de  ces  angles  inconnus*  Nous  aurons 

0BA  =  B  — y,       OCB  =  C  — y,       OAC  =  A  — ?. 

en  désignant  par  A,  B,  C  les  angles  du  triangle. 

Par  conséquent  on  a,  dans  les  trois  triangles  dans  lesquels 
se  partage  le  triangle  donné, 

OA  OB^  • 

OC 
sin  f 
_   OA 

siu  [A  —  f)      sin  .ç> 


Fig.l9. 
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Multiplions  ces  trois  équations  membre  à  membre;  les 
rayons  OA,  OB,  OC  sont  éliminés»  et  il  vient,  pour  détermi- 
ner 9,  l'équation 

sin  (A  —  9)  sin  (B  —  9)  sin  (C  —  y)  =  sin'  9. 

Cette  équation  aura  toujours  une  racine  réelle»  et  moindre 
que  le  plus  petit  des  trois  angles  Â,  B,  G.  En  effet,  si  on 
fait  9  =  0,  le  premier  membre  prend  la  valeur  positive 
sin  A  sin  B  sin  C  et  le  second  est  nul.  Si  au  contraire  on  fait 
l'angle^  égal  au  plus  petit  des  trois  angles  A,  B,  C,  le  pre- 
mier membre  devient  nul»  et  le  second  prend  une  valeur  po- 
sitive, égale  au  cube  du  sinus  de  ce  plus  petit  angle.  11  existe 
donc  toujours  un  angle  9,  compris  entre  0  et  le  plus  petit 
angle  du  triangle»  qui  rend  les  deux  membres  égaux  entre 
eux»  et  qui  définit  le  point  0  à  l'intérieur  du  triangle  donné. 

22.  Ce  résultat  est  général.  Toutes  les  fois  qu'une  figure 
plane^  mobile  dans  son  plan^  subit  des  amplifications  ou  des 
réductions  d'échelle,  de  telle  sorte  qu'elle  reste  semblable  à 
elle-même j  il  existe  dans  le  plan  un  point  0  qui  appartient  à 
la  fois  à  deux  positions  de  la  figure. 

Ce  théorème  généralise  en  quelque  sorte  le  théorème  du 
centre  de  rotation.  Nous  le  démon- 
trerons par  la  méthode  analytique        ^' 
que  nous  avons  déjà  indiquée  (t.  I» 
,V  édition,  §321). 

Soient 
OX,  OY  deux    axes  rectangulaires» 

entraînés  par   la    figure    mo-     "~?     r      ?         v 

Mie  ;  Fig.  ». 

0P= X,  PM = y  les  coordonnées  d'un 

point  de  cette  figure»  par  rapport  aux  axes  entraînés; 

CKX',  d'Y  deux  axes  rectangulaires  fixes,  auxquels  on  rap- 
porte les  positions  successives  de  la  figure,  et  qui  sont  la 
position  primitive  des  axes  OX,  OY; 

0'F=ar'»  P'M  =  y'  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
aux  axes  fixes  ; 

Y.   —   lÊÊC.   COUJG^Olf.  5 
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X0X^=9  l'angle  dont  a  tourné  la  figure  mobile  par  rapport 
aux  axes  fixes. 

On  passera  des  coordonnées  xely  aux  coordonnées  a/  et  y', 
au  moyen  des  équations   • 

«'=«  +  «  cos  f — y  sia  f , 

OÙ  a  et  ^  sont  les  coordonnées  de  l'origine  0  par  rapport  aux 
axes  fixes. 

Au  point  M  correspond,  dans  la  position  primitive  de  la 
figure,  un  point  M'  qui  a  pour  coordonnées  O'P  et  FM'  ;  et 
comme  il  y  a  similitude,  par  hypothèse,  entre  la  figure  (M) 
et  la  figure  (M'),  on  pourra  représenter  Tabscisse  O'P  par  le 
produit  )ur,  et  l'ordonnée  PM'  par  >.y,  X  étant  le  rapport  de 
similitude  des  deux  figures. 

Cela  posé,  cherchons  s'il  est  possible  de  trouver  un  point 
tel,  qu'il  coïncide  avec  son  homologue  W.  Il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  que  Ton  ait  '),x  =  x\  Xy=  y',  c'est-à-dire 

Xx=a  +  xcosf — ysinf,  . 
ly=ifi-j-xsinf^yeo8ç, 

équations  qu'on  peut  écrire 

{X  —  cos  9)  a:  -f-  sin  ^  y  =  a, 
sin  f  X  —  [X^  cos  fp)  y  =.  —  p. 

Ces  équations  du  premier  degré  ^nxety  définissent  le  point 
cherché.  On  voit  qu'il  n'y  en  a  pas  plus  d'un,  et  qu'il  y  en  a 
toujours  un.  Le  déterminant  des  coefficients  de  x  et  de  t/, 

ne  peut  être  nul,  sauf  le  cas  de  sin  9  =  0  et  X  =  cos  ç=  d=  1 , 
hypothèse  qui  comprend  le  cas  où  la  figure  reçoit  une  transla- 
tion sans  changer  d'échelle.  Le  point  cherché  peut  alors  pas- 
ser à  l'infini.  Mais,  en  excluant  ces  cas  particuliers,  il  existera 
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toujours  un  point,  situé  à  distance  finie,  qui  appartiendra  à 
la  fois  aux  deux  figures,  et  qui  jouera  à  leur  égard  le  double 
rôle  de  centre  de  rotation  et  de  centre  de  similitude. 

Si  Ton  passe  du  plan  à  TespacC;  on  reconnaîtra  que  la  dé- 
formation de  la  figure  mobile,  sous  la  condition  qu'elle  reste 
semblable  à  elle-même,  laisse  subsister  Taxe  de  rotation  et 
de  glissement.  On  a  vu  (t.  h  Z^  édition,  g  51 7)  que,  dans  le  dé- 
placement d'une  figure  invariable,  il  y  a  toujours  une  infinité 
de  plans  qui  conservent  leur  parallélisme  ;  et  c'est  de  là  qu'on 
peut  conclure  l'existence  de  l'axe  de  rotation  et  de  glissement. 
La  contraction  ou  la  dilatation  proportionnelles  des  distances 
mutuelles  des  divers  points  n'altère  pas  le  parallélisme  des 
plans.  Soient  donc  (M)  et  (M^  deux  positions  successives  d'une 
môme  figure,  la  seconde  ayant  subi  une  altération  qui  la 
laisse  semblable  à  la  première.  Nous  pouvons  imaginer  une 
troisième  figure  (M*),  homothétique  à  la  figure  (M')  et  égale  à 
la  figure  (M).  Il  existera  alors  dans  ces  deux  figures  des  plans 
P  et  P  qui  seront  parallèles  ;  donc  les  plans  homologues  F 
de  la  figure  (M')  seront  aussi  parallèles  aux  plans  P  de  la 
figure  (M). 

Projetant  la  coupe  de  la  figure  (M')  par  le  plan  F  sur  le 
plan  P  correspondant  dans  la  figure  (M),  on  aura  deux  posi- 
tions semblables  d'une  même  figure  dans  le  plan  P,  et  par 
conséquent  on  trouvera  dans  ce  plan  un  point  0  qui  appar- 
tiendra aux  deux.  La  normale  au  plan  P  menée  par  ce  point  0 
glissera  sur  elle-même  dans  le  retour  à  la  figure  M',  en  même 
temps  que  la  figure  mobile  tourne  autour  de  cette  normale, 
et  subit  la  dilatation  ou  la  contraction  proportionnelle  qui 
l'amène  à  sa  seconde  position. 

23.  Le  cas  particulier  du  déplacement  d'un  cercle  dans  le 
plan  mérite  d'être  traité  à  part. 

Si  l'on  a  deux  cercles  dont  l'un  ait  pour  centre  le  point  0'  et 
un  rayon  R',  et  l'autre  le  point  0  et  le  rayon  R,  on  pourra 
considérer  le  premier  comme  résultant  du  transport  du  se- 
cond de  manière  à  amener  les  centres  en  coïncidence,  pourvu 
que  ce  transport  soit  suivi  d'une  dilatation  des  rayons  dans 
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R' 

le  rapport  X  =  |r-.  On  peut  observer  d'ailleurs  que  le  trans- 
port du  cercle  peut  s'opérer  par  une  infinité  de  rotations,  qui 
reviennent  à  associer  à  la  translation  00'  de  centre  en  centre 
une  rotation  arbitraire  autour  du  centre  0.  Dans  ces  condi- 
tions, Tanglc  (I),  qui  mesure  la  rotation,  est  tout  à  fait  arbi- 
traire, et  il  y  a  une  infinité  de  points  qui  peuvent  être  con- 
sidérés comme  appartenant  à  la  fois  aux  deux  figures. 

Si  l'on  se  donne  Tangle  9,  les  coordonnées  xely  An  point 
commun  correspondant  sont  fournies  par  les  équations 

Ao;  =  a  +  X  cos  7  —  y  sin  9, 
;y  =  /3  +  a;  sia  ç  +  y  cos  ç>. 

L'équation  du  lieu  des  points  communs,  quand  on  fait  va- 
rier 9,  s'obtiendra  en  éliminant  9  entre  ces  deux  équations, 
qu'on  peut  écrire 

:rco&9 — ys\n<p=.Xx  —  «, 
xsin  ç)-f-ycos9  =  iy  —  /3. 

Élevant  en  carré  et  ajoutant,  il  vient 

x«  H-  y»  =  (Xx  —  a)«  +  (iy-  /3)«. 

OU  bien 

(1  - /«)  (;c«  + 1/)  +  2A  (««  + /3y)  =  «»  +  ^, 

équation  d'une  circonférence;  elle  a  pour  centre,  rapporté 
aux  axes  OX,  OY,  un  point  situé  sur  la  droite  00'  des 
centres,  et  qui  a  pour  coordonnées 


et  pour  rayon 


X 

y 

=  A--l' 

A 

^V«*  +  /8^ 

p 

;i«  — 1 

Tous  les  points  de  cette  circonférence  pourront  servir  de 


¥ig,  21. 
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centre  de  rotation  et  d'amplification  proportionnelle,  pour 
passer  d'nn  des  cercles  donnés  à  l'autre. 

Ce    problème  est 
très  aisé  à  résoudre  ^.-""■->.^ 

géométriquement.  /         ^    \ 

Etant  donnés  deux        /-"""^-^"^     '''  7       / 
cercles  0  et  0',  on     /^      /\         •j)"^-.--'' 

demande  le  lieu  des     (      o'*\^)      \  r/ V '--^^"-' 

points  M  tels,  qu'en      V        y^^  \\l      ^^^-^'"^^^ 
faisant  tourner  le  cer-  ^"^^ 

cle  0'  a  u  tour  d  u  point  \^ 

M  jusqu'à  ce  que  son 
centre  soit  parvenu 
en  0",  sur  la  droite  MO,  le  point  M  soit  le  cenire  de  simi- 
litude des  deux  cercles  0  et  0". 

MO* 
On  voit  tout  de  suite  que  le  rapport  tjtt  doit  être  égal  au 

^  A  R'  '        *    1  *  MO'      , 

rapport  des  rayons  ^r  ;  par  conséquent,  le  rapport  -rrrr  est 

aussi  égal  à  jr  =  >^>  et  le  point  M  appartient  au  lieu  des 

points  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  sont  dans  un 
rapport  donné.  Ce  lieu  est,  comme  on  sait,  une  circonfé- 
rence, décrite  sur  le  segment  IK  comme  diamètre,  I  et  K 
étant  les  pieds  des  bissectrices  de  l'angle  O'MO  et  de  l'angle 
adjacent,  obtenu  en  prolongeant  O'M. 

L'angle  O'MO  est  l'angle  9  dont  on  peut  imaginer  qu'on  ait 
fait  tourner  la  figure. 

PROBLÈME. 

24.  Les  trois  mouvements  de  translation,  de  rotation  et 
de  dilatation  proportionnelle  interviennent  dans  la  solution 
de  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  dans  un  plan  deux  cercles  0  et  0',  et  deux 
points  XetBf  on  demande  de  mener  aux  deux  cercles  des 


B". 


\b'   " 


~>^' 

y    I 
^      I 


Fig.  25. 
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tangentes  PR,  PS,  qui  fassent  entre  elles  un  angle  donné  a, 

ka 
et  telles,  que  le  rapport  ^  des  distances  des  deux  points  à 

ces  deux  tangentes  soit  égal  à  un  nombre  k  donné. 

Nous  laisserons  fixes 
le  cercle  0,  le  point  A 
et  la  tangente  RP,  et 
nous  déplacerons  seu- 
lement le  reste  de  la 
figure»  comprenant  le 
cercle  0',  la  tangente 
PS  et  le  point  B. 

Imaginons  que  l'on 
déplace  le  cercle  0'  pa*, 
rallèlement  à  lui-même, 
entraînant  la  tangente 
PS  et  le  point  B,  de  manière  à  amener  son  centre  à  coïncider 
avec  le  point  0. 

Le  point  B,  dans  ce  mouvement,  parcourra  une  droite  BB' 
égale  et  parallèle  à  O'O.  La  tangente  PS  se  transportera  paral- 
lèlement à  elle-même,  et  sera  tangente  au  cercle  OS'.  L'angle 
P  n'est  pas  altéré. 

Dilatons  ensuite  la  figure,  de  telle  sorte  que  le  cercle  OS' 
coïncide  avec  le  cercle  OR.  Il  faudra  pour  cela  augmenter  les 

distances  au  point  0  dans  le  rapport  ^  des  rayons  des  cercles 

donnés.  La  même  dilatation  s'appliquera  au  point  B',  qui 
passera  en  B",  de  telle  sorte  que  la  distance  B'6'  =  B6  de  ce 
point  à  la  tangente  S'6'  deviendra  la  distance  B^^,  accrue 
dans  le  môme  rapport. 

Faisons  enfin  tourner  la  figure  mobile  autour  du  point  0, 
d'un  angle  égal  à  Tangle  donné  a.  La  tangente  S''^''  viendra 
coïncider  avec  la  tangente  aP,  le  point  6"  viendra  en  6"'  sur 
cette  droite  aP,  et  le  point  B"  en  B'",  On  connaît  le  rapport 

^ûFTFFf^  qui  est  égal  à  i  X  jr»  puisque  W%'"  =  B"fc''=B6x  ^^ 
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Il  suffit  donc,  pour  mener  la  tangente  PR,  de  chercher,  sur 
la  droite  B'^'A  prolongée,  un  point  I  tel,  que  Ton  ait 


puis  de  mener  du  point  I  une  tangente  au  cercle  0.  Le 
problème  s'achèvera  en  menant  ensuite  au  cercle  0'  une 
tangente  parallèle  à  une  droite  faisant  avec  la  tangente  IB 
l'angle  donné  a. 


TRADY  ÉPICTGLOÎDAL  DE  l'aPPAREIL  ENREGISTREUR  DE  TRAVAIL 

DE  M.  MARCEL  DEPREZ. 

25.  Le  train  épîcycloidal  imaginé  par  M.  Marcel  Deprez,  et 
qu'il  a  introduit  dans  son  dynamomètre  enregistreur,  com- 
prend deux    groupes 
de  trois  roues  égales ,  ^ 

montées  deux  à  deux 
sur  un  même  axe,  et 
dont  deux  sont  mon- 
tées épicycloîdalement 
à,  l'extrémité  du  bras 
porte-train  OC. 

Les  deux  roues  mon- 
tées sur  Taxe  fixe  0 
sont  indépendantes  ;  il  en  est  de  même  des  deux  roues  OS 
montées  également  sur  un  axe  fixe  ;  quant  aux  roues  C,  qui 
forment  le  train  épicycloïdal ,  elles  font  corps  l'une  avec 
l'autre,  et  se  meuvent  solidairement. 

Soit  r  le  rayon  des  trois  petites  roues,  et  R  le  rayon  des 
trois  grandes.  La  transmission  se  fait  de  la  petite  roue  0'  à 
la  grande  roue  0,  de  celle-ci  à  la  petite  roue  C,  qui  entraine 
la  grande  roue  C,  de  celle-ci  à  la  petite  roue  0,  et  de  la  petite 
roue  0  à  la  grande  roue  0". 


Fig.  23. 
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Désignons  par  a  la  vitesse  angulaire  de  la  petite  0\ 

—  6  la  vitesse  angulaire  de  la  grande  0', 

—  (0  la  vitesse  angulaire  de  la  grande  0, 

—  0)^  la  vitesse  angulaire  de  la  petite  0; 

—  iù'  la  vitesse  angulaire  commune  aux  deux 
roues  C,  rapportée  à  des  axes  CX,  CY  d'orientation  constante. 

Soient  enfin  Û  la  vitesse  angulaire  du  bras  porte-train  OC 
autour  du  point  0  ; 
e  la  raison  de  l'engrenage  qui  comprend  une  grande  roue 

menant  une  petite  ; 

l 

e'  la  raison  inverse,  égale  à  -,  de  l'engrenage  dans  lequel 

une  petite  roue  mène  une  grande. 

Nous  appliquerons  au  train  épicycloîdal  la  formule  de 
Willis.  Si  l'on  considère  d'abord  le  train  formé  de  la  petite 
roue  0  menant  la  grande  roue  C,  la  formule  donnera 

w'  — û 

-  =  r. 

«4  — a 

Si  l'on  considère  ensuite  le  train  formé  par  la  grande  roue 
0  menant  la  petite  roue  C,  on  aura  de  même 

w'  — n 
^  =  •• 

6)   û 

De  plus,  les  trains  de  roues  dentées  formés  par  les  roues  0' 
et  0  donnent 

M  =zat' 
614  =  6e> 

Substituons  ces  valeurs  de  o)  et  tù^  dans  les  équations  des 
trains  épicycloïdauxl  II  viendra 

«'  — Q  =  «(w  —  Q)  =«(a«'  — Û), 
a)'--û  =  e'(wi— Q)  =  e'(&«  — n). 

Donc 
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et 

Q  =  ^ '-: — = r»    puisque    t«'=  ] . 

t  —  r  «  —  « 

le  rapport 7  est  constant.  C'est  le  rapport  entre  l'angle 

décrit  par  le  bras  porte-train  OC  et  Tangle  de  déplace- 
ment relatif  de  l'une  des  roues  0'  par  rapport  à  l'autre.  Le 
déplacement  angulaire  du  bras  OC  peut  servir  à  mesurer  le 
glissement  relatif  d'un  essieu  solidaire  de  la  grande  roue  0^ 
par  rapport  à  la  jante  du  même  essieu,  qui  fait  corps  avec  la 
petite  roue  0'  :  ce  qui  fournit  l'un  des  facteurs  du  travail  à 
évaluer. 

Les  rapports  e  et  e',  qui  sont  réciproques,  s'expriment  au 
moyen  des  rayons  des  deux  roues  ;  on  a  en  effet 


et 


c 

= 

__R 
r  * 

«' 

= 

r 
~R' 

— . 

•  «' 

r 
"~R 

R_ 

r 

Rr 

Rf 

Donc  enfin,  en  valeur  absolue, 

n     Rr 


a— 6  R«-r* 
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DE  CERTAINES  COURBES. 

26.  Étant  donnés  dans  un  plan  deux  courbes  (a)  et  (b)  et  un 
point  0,  on  mène  par  le  point  une  transversale  OAB,  et  on 
porte  à  partir  du  point  0  une  longueur  OC  égale  à  la  partie 
AB  interceptée  sur  les  transversales  par  les  deux  courbes.  On 
demande  de  mener  la  tangente  au  lieu  du  point  C. 

On  suppose  connues  les  tangentes  aux  courbes  (a)  et  {b}. 
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Soit  e  l'angle  que  fait  la  transversale  avec  un  axe  polaire 
arbitraire  ;  soient  r  =  OA,  r'  =  OB  les  rayons  vecteurs  cor- 
respondants à  cet  angle  dans 
les  deux  courbes.  Appelons  p 
le  rayon  vecteur  00=?^ — r. 
Si  Ton  sait  mener  les  tan- 
gentes en  A  et  en  B  aux  deux 
courbes,  on  peut  mener  aussi 
les  normales  AD,  BE,  et  dé- 
terminer sur  la  perpendicu- 
laire à  OA9    menée  par  le 
point  0,  les  longueurs  OD,  OE,  qui  sont  les  sous-normales 
polaires.  On  sait  qu'on  a 


Fig:  2i. 


Donc 


de     dfl""     de     "■     de     "de' 


et  ED,  pris  dans  le  sens  ED,  est  la  sous-normale  polaire  du 
lieu  du  point  G.  Si  donc  on  prend  OF  =  ED  sur  le  prolonge- 
ment de  OE,  on  n'aura  qu'à  joindre  FC  pour  avoir  la  normale 
au  lieu  du  point  C. 

Relativement  au  sens  dans  lequel  il  faut  porter  cette  dif- 
férence r'  —  r,  on  peut  remarquer  que  dp  a  le  signe  de 
d/  —  dr,  c'est-à-dire  que,  si  le  segment  AB  diminue  quand 
la  transversale  tourne  de  l'angle  positif  dO  autour  du  point  0, 

T^  est  négatif;  c'est  donc  le  sens  négatif;  ou  le  sens  de  E  vers 

D,  qu'on  doit  adopter. 

M.  Gohierre  de  Longchamps,  qui  a  traité  le  même  problème, 
en  a  donné  une  solution  élégante. 

Soient  AM  la  tangente  à  la  courbe  (a)  menée  au  point  A  ; 

BM  la  tangente  à  la  courbe  {b)  menée  au  point  B. 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  M. 

Si  l'on  prend  sur  le  prolongement  de  MB  une  longueur 
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BN  =  BM,  et  qu'on  joigne  BC,  on  aura  la  tangente  en  C  au 
lieu  du  point  C. 

Cette  propriété  du  lieu  du  point  C  peut  se  démontrer  direc- 
tement à  Taide  des  transver- 
sales. Menons  un  rayon  vec- 
teur OC'yB\  infiniment  voisin 
du  premier. 

Les  points  C\  A",  B',  pris  à 
la  rencontre  avec  les  tangentes, 
appartiendront  aux  courbes. 
Considérons  le  triangle  OBB^ 
coupé  par  les  transversales 
AÂ'M,  C'CN  ;  on  aura  les  deux 
équations 

0AXA'B'XMB  =  ABX0A'XMB', 
OCxCB'XNB  =  CBxOC'xNB'. 

Mais  on  a  OC  =  AB  et  par  suite  OA  =  CB,  et  de  même 
OC'  =  A'B'  et  OA'  =  C'B'. 

Si  donc  on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  équations, 
et  qu'on  supprime  dans  les  deux  membres  les  facteurs  égaux, 
il  viendra  simplement 

MBxNB  =  MB'xNB', 


Fig.î5. 


OU  bien 


MB 
HB' 


KB' 


ce  qui  montre  que  le  point  M  partage  le  segment  BB',  pris 
dans  le  sens  BB',  dans  le  même  rapport  que  le  point  N  par- 
tage le  segment  BB%  pris  dans  le  sens  B'B.  On  passera  donc 
du  point  M  au  point  N  en  renversant  le  segment  BB'  bout  pour 
bout,  ce  qui  revient,  à  la  limite,  quand  B  et  B'  coïncident,  à 
prendre  BM  =  BM,  ainsi  que  l'indique  la  construction  de 
M.  de  Longchamps. 

On  remarquera  que  les  deux  tangentes  AM,  BM  n'inter- 
viennent pas  de  la  même  manière  dans  la  détermination  de 
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Fig.  26. 


la  troisième  tangente  CN.  La  figure  montre  que  les  segments 
égaux  et  contraires  BM,  BN  doivent  être  portés  sur  la  tan- 
gente menée  à  l'extrémité  du  segment  AB  qui  correspond  à 

l'extrémité  C  du  segment  égal 
OC,  en  supposant  que  Ton  fasse 
glisser  le  segment  AB  le  long 
du  rayon  \ecteur  jusqu'à  ce 
que  le  point  A  soit  amené  au 
point  0. 

Si,  au  contraire,  on  amenait 
le  point  B  à  coïncider  avec  le 
point  0,  le  point  A  deviendrait 
le  point  C,  qui  décrit  la  courbe  au  delà  du  pôle  ;  alors  il  fau- 
drait prendre  les   segments  égaux  sur  la   tangente  à  la 

courbe  (a),  porter  AP=  AM,  et  join- 
dre CP  pour  avoir  la  tangente  cher- 
chée. 

La  conchoîde  ordinaire  est  un  cas 
particulier  de  Tune  des  courbes  (a) 
ou  (b)y  quand  on  suppose  constant  le 
segment  intermédiaire  AB,  et  que 
l'autre  est  une  figure  droite. 

Dans  ce  cas  le  lieu  du  point  G  de- 
vient une  circonférence  dont  le  pôle 
0  est  le  centre.  Comme  on  connaît  les 
tangentes  à  la  circonférence  et  à  la 
droite,  la  tangente  à  la  conchoîde  s'en 
déduit. 

Si  l'on  mène  CN  perpendiculaire 
au  rayon  OC,  comme  la  droite  A  M  est 
sa  propre  tangente,  la  tangente  en  B  à 
la  conchoîde  est  la  droite  MBN  menée 
par  B  de  telle  sorte,  que  ce  point  soit  le  milieu  de  la  por- 
tion inscrite  dans  Tangle  MIF.  Il  sufQra  pour  la  construire  de 
mener  BF  parallèle  à  la  droite  (a)  et  de  joindre  le  point  B  au 
point  N,  pris  en  faisant  PN  =  IF. 


Fig.  27. 
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M 


Fig.  28. 
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27.  Soient  A  et  B  deux  points  fixes,  et  M  un  point  mobile 
assujetti  à  la  condition  suivante  :  Si  l'on  appelle  r  et  r'  les 
distances  MA,  MB  du  point  mobile  à  chacun  des  points  fixes, 
on  a  constamment  entre  ces  dis- 
tances la  relation 

a,  b  étant  des  constantes.  Le  lieu     ^ 
du  point  M  ainsi  défini  est   un 
Ovale  de  Descartes, 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'il  existe  en  général  un  troi- 
sième pôle  C,  situé  sur  la  droite  AB,  et  tel  qu'on  ait  aussi  une 
relation  linéaire  entre  les  distances  du  point  M  au  point  A  et 
au  point  C,  ou  au  point  B  et  au  point  C. 

Soit  AB  =  /  la  distance  des  pôles  ^donnés  ;  appelons  6 
l'angle  MAB  ;  r  et  0  seront  les  coordonnées  polaires  du  lieu 
du  point  M.  Or  le  triangle  MAB  donne  l'équation 

(2)  ^"=1^  +  ?— 2/rcQsa. 

Dans  cette  équation,  remplaçons  r^  par  sa  valeur  en  fonc- 
tion de  r,  tirée  de  l'équation  (1).  Il  vient 


^l_-fry  =  ,.«  +  /«  —  2/r  cos  a, 


ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  à  r, 
équation  polaire  du  lieu.  Elle  est  de  la  forme 

(5)  r«  +  2(McosO  — N)rH-P  =  0; 

toute  équation  de  cette  forme  sera  transformable  dans  l'équa- 
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b    c 

lion  (1)  ;  il  suffit  en  effet  de  déterminer  les  rapports  -,  -  et  la 
distance  /,  de  manière  qu'on  ait  les  égalités 

a"  —  0* 
a*  —  0* 

""  tt"  — 6« 

Soit,  pour  abréger, 

b  c 

a      ^  a      ^ 

11  viendra 

^  =  N(l -/)»). 

Entre  ces  trois  équations,  éliminons  p  et  9.  On  tire  de  la 

première 

♦       ,     •  M 

de  la  seconde 

et,  substituant  dans  la  troisième,  il  vient 

équation  qui  fera  connaître  /.  11  vient,  en  supprimant  le  fac- 
teur /, 

N*Z  — M/{M  +  /)  =  P(M  +  /), 

OU  bien 

équation  du  second  degré  qui  aura  deux  racines  réelles,  s'il 
existe  un  point  B  réel  satisfaisant  à  l'équation  (1). 
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L'une  sera  la  longueur  AB  et  fera  connaître  le  point  B; 
Tautre,  si  elle  diffère  de  la  première,  fera  connaître  le  troi- 
sième pôle  C.  On  a 


«-  2B  V  45P  *• 


Le  point  C  peut  coïncider  avec  le  point  B.  Il  peut  aussi 
coïncider  avec  le  point  A,  si  l'on  trouve  /  =  0  ;  cela  suppose 
P=0. 

Dans  ces  deux  cas,  l'ovale  a  encore  trois  pôles»  mais  deux 
sont  confondus  en  un  seul. 

L'équation  polaire  de  la  courbe,  dans  le  cas  où  P  =  0, 
devient 

r  =  2N  — 2MCOS0, 

équation  d'un  limaçon  de  Pascal.  On  a  alors  c  =  bl^  et 
l'équation  (1  )  prend  la  forme 

OU 

ar^bil'-r'). 

Si  du  point  B  comme  centre  on  décrit  une  circonférence 

avec  BA  pour  rayon,  cette  équation 

r  MA 

montre  que  le  rapport  , ,  =  ^ 

est  constant  pour  tous  les  points  du 
lieu. 

En  général,  il  existe  trois  pôles 
distincts  A,  B,  C,  en  ligne  droite,  et 
si  l'on  appelle  r,  r',  r"  les  trois 
distances  MA,  MB,  MC,  le  lieu  pourra  ^^^'  ^' 

être  représenlé  par  Tune  des  trois  équations, 

ar    +  br'  ==  c, 

OU  une  combinaison  de  ces  équations. 


48 


SUR  LES  OYÂLES  DE  DESGARTES. 


Fig.  30. 


Soit  MH  la  normale  à  la  courbe  au  point  M,  et  soit  H  le 
point  où  elle  coupe  l'axe  AC.  On  obtiendra  la  direction  de  la 

normale  en  composant  au 
point  M  deux  forces,  respec- 
tivement égales  aux  coefG- 
cients  a  et  6,  appliquées  sui- 
vant MA  et  MB.  On  l'obtiendra 
également  en  composant  au 
même  point  deux  forces 
égales  à  a' et  6',  dirigées  sui- 
vant MA  et  MCf  et  enfin  en  composant  deux  forces  égales  à 
d^  et  6",  dirigées  suivant  MB  et  MC.  Du  point  M  abaissons 
des  perpendiculaires  sur  les  directions  de  ces  diverses  forces. 
Soient  p,  /)',  p^  les  dislances  du  pied  N  de  la  normale  aux 
trois  rayons  MA,  MB,  MC.  Le  théorème  des  moments,  appli- 
qué successivement  aux  trois  groupes  de  composantes,  don- 
nera les  relations 

j/a!  ^i-^fPh'^  le  poiat  H  étant  ea  dehors  du  segment  BC, 


et 


ffa''=^yV, 


r_ir 


Si  on  les  multiplie  membre  à  membre,  le  produit  pp'p 
disparait  comme  facteur  commun,  et  l'on  a  une  relation  entre 
les  six  coeflîcients  des  trois  rayons  r,  r'  ii^^ 


ou  bien 


aola!'  =  —  h\y\f, 


a  a' a""        * 


On  arrive  au  môme  résultat  en  observant  que  la  troisième 
équation  doit  résulter  de  l'élimination  de  r'  entre  les  deux 
premières.  Il  vient,  en  faisant  cette  opération, 


aa'r  —  hh'v^  =  ca'  —  db^ 
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qui  doit  coïncider  avec  la  troisième  équation. 
On  doit  donc  avoir 

aaf  __      bh'_eaf'~<fb 

ce  qui  donne  d'abord  la  relation 
et  de  plus  l'égalité 

^ is w     • 


qui  fait  connaître  la  constante  c^. 


T.  —  nie,  OOLUGIK»!. 


CHAPITRE  IL 


QUESTIONS  SUR   LA  STATIQUE. 


COMPOSITION   DES    FORGES    PARALLÈLES. 

28.  Soient  deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  P  et  Q, 
appliquées  en  A  et  B»  à  composer  en  une  seule. 

La  résultante  R  est  égale  à  la 
r^    somme  P  +  Q.  Il  reste  à  chercher 
son  point  d*application.  La  méthode 
suivante  conduit  très  rapidement 
au  résultat. 

Portons  PQ'  =  BQ  sur  le  prolon- 
gement de  la  force  P,  de  manière  à 
''^-  "  avoir  en  A(ï  la  somme  P + Q  =R. 

Joignons  Q^,  et  menons  par  le  point  Q  une  parallèle  à  BQff 
par  le  point  Q'  une  parallèle  à  AB.  Ces  deux  droites  se  cou- 
peront en  un  point  R  ;  si  l'on  mène  RI  parallèle  aux  forces 
P  et  Q,  le  point  I  sera  le  point  d'application  cherché,  et  IR  la 
résultante  en  vraie  grandeur. 
En  effet,  on  a 

IR=AQ'  =  R. 

On  a  aussi 

HR  =  BQ  =  Q. 
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et  par  conséquent 


ifl=p. 


Les  triangles  BIH,  BAQ"  donnent  la  proportion 


c'est-à-dire 

p 


BI  =  ABX 


P  +  Q 


Le  point  I  partage  donc  la  distance  AB  dans  le  rapport 
inverse  des  forces  adjacentes,  ce  qui  définit  le  point  d'appli- 
cation de  la  résultante. 

On  peut  remarquer  que,  si  Ton  joint  PH,  les  surfaces  des 
deux  parallélogrammes  AIHP,  BQRH  sont  équivalentes.  Cette 
égalité  revient  à  la  relation 

QXlBt=PxAI 

entre  les  moments  (obliques)  des  forces  P  et  Q  par  rapport  au 
point  I,  qui  appartient  à  leur  résultante. 

La  même  construction ,  opérée  dans  l'ordre  inverse,  per- 
met de  décomposer  une  force 


H 


IR  donnée  en  deux  compo- 
santes P  et  Q>  appliquées  en 
des  points  donnés  A  et  B. 

EUe  s'étend  d'ailleurs  à  au- 
tant de  forces  parallèles  qu'on 
voudra.  Elle  convient  égale-  ^^^'  '^' 

ment  au  cas  où  l'on  aurait  à  composer  deux  forces  paral- 
lèles P  et  Q  agissant  en  sens  contraires. 

On  prendra  PQ'  =  BQ,  et  le  reste  AQ'  sera  la  grandeur  de 
la  résultante  R.  On  joindra  BQ',  on  mènera  QR  parallèle  à 
Q'B,  jusqu'à  la  rencontre  en  R  avec  la  droite  Q^R  parallèle 
à  AB.  Puis  on  mènera  RI  parallèle  aux  forces.  Le  point  t  sera 
le  point  d'application  cherché  ;  il  passe  à  l'infini  dans  le  cas 
du  couple,  où  P  =  Q. 
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On  a  en  effet 

IU  =  AQ'  =  R 

et 

IH=A?=P. 

Les  triangles  BAQ*,  BIH  donnent  la  proportion  rg  =  TTy  ^^ 

p 
bien  BI  =  AB  x  p ^.  égalité  conforme  à  la  définition  du 

point  I. 

On  trouvera  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées^  juil- 
let 1885y  n""  58,  l'application  de  ces  règles  à  la  construction 
du  polygone  des  moments  fléchissants  des  poutres,  dans  le 
cas  des  charges  discontinues. 


ÉQUILIBRE  INTÉRIEUR  D*UN   SYSTÈME   ARTICULÉ. 

29.  Le  système  articulé  dont  nous  allons  nous  occuper 
est  formé  de  deux  contours  polygonaux,  dont  les  côtés,  égaux 


Fig.  33. 

entre  eux,  ABCD...»  abcd...^  sont  articulés  aux  points  B,  C...» 
6, 0...,  ainsi  qu'aux  points  0,  0',  0"...,  où  ils  se  coupent  mu- 
tuellement en  deux  parties  égales.  Le  système  ainsi  formé  est 
susceptible  de  déformation  :  il  s'allonge  en  diminuant  de  hau- 
teur, quand  on  le  développe  en  éloignant  les  sommets  voi- 
sins ;  il  se  contracte  en  augmentant  de  hauteur,  quand  on  en 
rapproche  les  sommets. 
Nous  supposerons  que  le  point  A,  extrémité  supérieure  du 
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polygone,  soit  articulé  en  un  point  fixe,  et  que  le  point  a, 
extrémilé  inférieure,  soit  assujetti  à  glisser  sans  frottement 
le  long  de  la  verticale  du  point  A.  Dans  ces  conditions,  la 
déformation  du  système  articulé  conserve  le  niveau  de  la 
ligne  A&CdE...,  qui  contient  les  sommets  supérieurs,  tandis 
que  la  ligne  aBcDe...  des  sommets  inférieurs  variera  de  hau- 
teur avec  le  point  a. 

On  suspend  un  poids  donné  P  à  l'un  des  sommets  supé- 
rieurs. La  déformation  du  système  n'altérant  pas  le  niveau 
du  point  d'application  du  poids  P,  il  y  a  équilibre,  pourvu 
qu'on  fasse  abstraction  du  poids  propre  du  système,  ce  que 
nous  supposerons  ici.  Cela  étant,  on  demande  la  distribution 
des  efforts  dans  les  divers  côtés 
du  polygone,  et  la  charge  des 
points  d'appui  A  et  a. 

Nous  supposerons  successive- 
ment que  le  système  comprend 
2,  3,.*--n  sommets  supérieurs, 

A,  V,  ii,  et,*  •• 

1^  S'il  n'y  a  que  deux  sommets 
supérieurs,  A  et  6,  on  peut  sup- 
primer, sans  rien  changer  à  l'é- 
quilibre, la  moitié  OB  du  côté  AB, 

puisque  cette  moitié  ne  reçoit  aucune  force.  On  est  ramené 
à  l'équilibre  d'une  tige  afr,  chargée  en  b  d'un  poids  P, 
appuyée  en  a  contre  une  droite  verticale  qui  développe,  par 
hypothèse,  une  force  normale  G,  et  soutenue  en  son  milieu  0 
par  une  bride  AO,  articulée  au  point  fixe  A.  La  bride  AO  n'est 
soumise  à  aucune  force  entre  les  points  A  et  0;  donc  elle 
transmet  intégralement  au  point  0  du  côté  ab  la  force  F 
qu'exerce  sur  elle  le  point  fixe  A.  En  résumé,  la  force  P  est 
taïue  en  équilibre  par  deux  forces  F  et  6,  dont  les  directions 
sont  connues.  On  trouvera  ces  deux  forces  en  décomposant  la 
force  BP,  transportée  au  point  commun  aux  trois  forces,  sui- 
vant les  directions  AB  et  aB.  On  obtient  ainsi  les  composantes 
G  et  F;  la  seconde  fait  connaître  la  tension  de  la  bride  AO. 


^—  — ■  — ^3k— — - 


4 "1^ 


Fig.  54. 


Fig.  35. 
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2"  S'il  y  a  trois  sommets  supérieurs  A,  6,  C,  on  pourra 
encore  supprimer  la  moitié  de  la  bride  bc,  et  la  réduire  à  la 
partie  b(y. 

Le  poids  P  est  tenu  en  équilibre,  d'une  part,  par  les  forces 
développées  aux  points  A  et  a,  et  d'autre  part  par  les  forcer 

développées  aux  points 
b  et  B.  Un  raisonne- 
p  ment  identique  à  celui 

qui  a  été  fait  pour  le 
cas  précédent,  montre 
^^r;^  que  la  force  développée 
^  ^  au  point  b  a  la  direc- 
tion bO\  car  cette  force 
doit  agir  en  0'  sur  la  baiTe  CB,  et,  comme  il  n'y  a  pas  de  force 
appliquée  entre  b  et  0',  elle  transmet  au  point  (V  de  la  barre 
CB  la  force  qui  est  exercée  sur  elle  au  point  b  par  la  barre 
ab.  Cette  force  a  donc  la  direction  bO'.  On  trouvera  les 
deux  forces  développées  aux  sommets  b  et  B,  en  décomposant, 
suivant  les  directions  o&,  cB,  le  poids  P  transporté  en  c,  où  sa 
direction  rencontre  la  direction  60'  prolongée;  ce  qui  fait 
connaître  la  force  K  développée  en  B,  et  la  force  H  déve- 
loppée en  b  suivant  la  direction  &0^  On  voit  que  les  forces 
développées  en  B  sont  horizontales.  Les  forces  K'  et  H',  égales 
respectivement  à  K  et  H,  mais  agissant  en  sens  contraire, 
sont  les  actions  subies  par  les  barres  AB  et  ai  aux  points 
B  et  b.  On  décomposera  de  même  le  poids  P^  transporté  en  c, 
suivant  les  directions  cA,  ea,  ce  qui  donnera  les  composantes 
F  et  G,  à  appliquer  en  les  changeant  de  sens  aux  points  A  et  a. 
Si  l'on  compose  ensuite  BK'  et  AF,  qui  agissent  sur  la  barre 
AB,  la  résultante,  qui  passe  forcément  au  point  o,  passera 
aussi  au  point  0;  car  elle  est  tenue  en  équilibre  par  la  force 
T  développée  en  ce  point,  et  provenant  de  la  barre  ab  qui  s'y 
assemble;  elle  a  donc  pour  direction  la  droite  cO.  On  trou- 
verait, par  la  même  raison,  cette  même  force  T,  en  composant 
au  point  c  les  deux  forces  bW  et  aG,  appliquées  à  la  barre  ab  ; 
la  force  T,  égale  et  contraire,  les  tient  en  équilibre. 
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S""  Supposons  qu'il  y  ait  quatre  sommets  supérieurs.  Nous 
pourrons  étendre  à  ce  cas  la  solution  qu'on  vient  d'obtenir. 

Remarquons  que  l'on  peut  résoudre  le  second  cas  en 
appliquant  au  dernier  morceau  bO^BG  du  système  articulé  la 
solution  du  premier  cas  ;  cela  revient  à  regarder  le  sommet  b 


P"   H  *8      F 
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comme  fixe,  et  le  sommet  fi  comme  mobile  sans  frottement 
le  long  de  la  verticale  du  point  b.  On  achèvera  la  solution  du 
second  cas  en  répétant  la  solution  du  premier,  appliquée  aux 
points  d'appui  A  et  a.  Toutes  les  forces  trouvées  passent 
par  le  point  c. 

L'analogie  conduit  à  étendre  la  même  solution  de  proche 
en  proche.  L'équilibre  intérieur  du  morceau  CO^'cd  est 
connu  par  le  premier  cas,  l'équilibre  intérieur  du  morceau 
bedBCO''  sera  de  même  connu  par  le  second  ;  enfin  l'équilibre 
intérieur  de  l'ensemble  s'obtiendra  par  le  même  raisonnement 
que  l'équilibre  du  premier  cas  ou  du  second,  c'est-à-dire  en 
décomposant  le  poids  P,  appliqué  en  D,  suivant  les  droites  DÂ, 
Ha.  On  trouve  de  même  les  forces  K,K',  H,H'  R,R\  S,S',  déve- 
loppées aux  sommets  c,  C,  B,  6,  en  décomposant  P  suivant  les 
droites 

De,        DC, 
D6,        DB. 

Ensuite  on  trouvera  les  réactions  mutuelles  développées 
dans  les  articulations  0  et  0',  en  composant  ensemble 

AF  et  BR'    ou    au  et  bS,  pour  avoir  T, 
6S  et  cK'    ou    GU'  et  BB  pour  avoir  T'. 
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Les  réactions  T  et  T'  passent  aussi  par  le  point  D. 
Cette  solution  est  générale  et  s*ètend  à  autant  de  sommets 
qu'on  voudra. 

CONTREPOIDS   GOBIPENSATEUR   DU  POIDS  DES  CABLES,    DANS   LES 

MACHINES  d'extraction. 


30.  On  se  sert  dans  les  mines  de  machines  d'extraction  pour 
élever  les  bennes  pleines  du  fond  des  puits  jusqu'au  niveau 
du  sol,  et  pour  descendre  du  même  coup  les  bennes  vides.  Les 
bennes  sont  suspendues  aux  deux  extrémités  d'un  cflblc,  qui 
s'enroule  sur  un  tambour,  placé  au-dessus  de  Forifice  du 
puits,  et  auquel  une  machine  à  vapeur  donne  un  mouvement 
de  rotation,  dans  un  sens,  puis  dans  un  autre,  suivant  que 
la  benne  pleine  occupe  l'une  ou  l'autre  extrémité. 

La  profondeur  des  puits,  qui  atteint  aujourd'hui  plusieurs 
centaines  de  mètres,  oblige  à  donner  de  très  grandes  sections 
aux  câbles,  ce  qui  entraine  pour  eux  un  poids  considérable 
par  mètre  courant.  Si,  en  effet,  on  désigne  par  /  la  longueur 
maximum  du  câble  quand  il  descend  jusqu'au  fond  du  puits, 
par  jp  son  poids  pai  mètre  couranti  par  P  le  poids  de  la  benne 
vide,  et  par  Q  le  poids  de  son  chargement,  la  section  la 
plus  élevée  du  câble  porte  comme  poids  maximum  la  somme 
P  +  Q  +  p/;  si  l'on  divise  cette  somme  par  la  tension-limite 
K  qu'il  est  prudent  de  faire  porter  à  la  matière  du  câble 
avec  sécurité  pour  le  service,  on  aura  la  section  u>  qu'il  est 
nécessaire  d'assurer  au  câble.  On  a  donc 

Mais  le  poids  p  par  mètre  courant  est  le  produit  de  la  section  «o 
par  le  poids  spécifique  II  de  la  matière  composant  le  câble. 
On  a  donc  l'équation 
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d'où  Ton  déduit 

_P4-Q 

quantité  qui  grandit  de  plus  en  plus  a\ec  /,  et  qui  deviendrait 
même  inGnie  si  l'on  poussait  la  profondeur  du  puits  jusqu'à 

la  limite  -• 

D  résulte  de  là  une  difficulté  pour  le  jeu  de  la  machine 
élévatoii'e. 

Considérons  la  benne  pleine  au  fond  du  puits,  mais  déjà 
soulevée  pour  commencer  son  mouvement  ascendant.  De 
l'autre  côté  du  câble  nous  avons  la  benne  vide,  qui  com- 
mence à  descendre  au  bout  d'un  tronçon  de  cable  très  court. 
U  en  résulte  que  la  puissance  motrice  doit  à  cet  instant 
faire  équilibre  à  la  force  (P  +  Q  +  pi)  agissant  dans  le  sens 
rétrograde,  et  à  la  force  P  daiis  le  sens  direct.  Si  Ton  appelle 
R  le  rayon  du  tambour,  la  machine  élévatoire  doit  dévelop- 
per à  cet  instant  un  moment  égal  à 

Au  contraire,  si  l'on  prend  les  derniers  instants  de  l'ascen- 
sion de  la  benne  pleine,  la  longueur  /  du  câble  est  passée  de 
l'autre  côté,  le  poids  P  -h  Q  est  la  seule  force  résistante,  et 
le  poids  moteur  est  devenu  P  +  je?/  ;  la  différence  des  moments 
donne 

(Q-i»/)R, 

de  sorte  que  l'effort  de  la  machine  varie,  aux  deux  extrémités 
de  la  course,  dans  le  rapport  de  Q  -f- p/  à  Q  —  pi;  celte  der- 
nière expression  est  généralement  négative  lorsque  la  lon- 
gueur l  est  un  peu  grande,  ce  qui  entraîne  une  grande  valeur 
aussi  pour  p. 

Le  travail  de  la  machine  serait  donc  très  irrégulier  ;  la 
vitesse  d'élévation  commencerait  par  être  très  faible,  puis 
elle  irait  s'accélérant  jusqu'à  la  fin.  De  là  des  forces  d'inertie 
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développées  dans  le  système  en  mouvement,  et  des  augmen- 
tations notables  des  tensions  calculées  à  Tëtat  statique.  Il 
importe  de  compenser  ce  poids  des  câbles,  qui  tantôt  s'ajoute, 
tantôt  se  retranche  du  poids  utile  Q.  On  peut  y  parvenir  de 
diverses  manières.  Nous  n'en  citerons  qu'une. 
Nous  ferons  abstraction  des  bennes  et  de  leur  chargement. 
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Les  deux  bennes  se  font  équilibre.  Quant  au  chargement  Q, 
l'élévation  qu'on  lui  donne  représente  un  travail  constant 
pour  tous  les  éléments  de  la  course.  C'est  le  travail  utile  de 
la  machine  élévatoire. 

On  se  servira 9  pour  la  compensation,  d'un  contrepoids  qui 
descendra  ou  montera,  suivant  qu'il  y  a  à  produire  dans  la 
machine  un  excès  de  travail  moteur,  ou  un  excès  de  travail 
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résistant.  Ce  contrepoids  ne  devra  ni  monter,  ni  descendre, 
lorsque  les  4eux  brins  du  câble  se  feront  équilibre  ;  les  deux 
extrémités  du  câble  sont  alors  à  la  même  hauteur.  En  même 
temps  le  contrepoids  doit  occuper  le  point  le  plus  bas  de  sa 
trajectoire. 

Soit  AA'  le  lambour  sur  lequel  s'enroule  le  câble  BAA'B',  et 
qui  est  mobile  autour  de  l'axe  projeté  en  0;  nous  le  suppo- 
serons en  mouvement  dans  la  direction  de  la  flèche  /".  Il  y  a 
équilibre  pour  le  câble  lorsqu'il  est  dans  la  position  BAA'B'  et 
que  ses  deux  extrémités  sont  à  la  même  hauteur.  Soit  MAAIl' 
une  autre  position  quelconque,  définie  par  la  longueur 

a:  =  BM=B'M'. 

Le  contrepoids  S  est  attaché  à  la  poulie  A,  qui  est  soutenue 
par  la  corde  cddV,  laquelle  s'enroule,  suivant  une  loi  qu'on 
définira  plus  loin,  sur  un  second  corps  tournant  EOT/.  Lors- 
que le  câble  est  dans  la  position  d'équilibre,  la  poulie  h  et  le 
poids  S  doivent  occuper  leur  position  la  plus  basse  ;  le  centre 
de  la  poulie  est  en  9,  et  les  brins  qui  la  soutiennent,  ofr,  b'a\ 
sont  également  distants  de  la  verticale  passant  par  le  point  0'. 
Soit  z  la  distance  verticale  parcourue  par  le  centre  h  de  la 
poulie,  à  partir  de  sa  position  la  plus  basse  g,  lorsque  le  câble 
a  la  position  MAA'M'. 

Les  deux  corps  tournants  0  et  0'  sont  reliés  ensemble  par 
une  courroie  sans  fin  HHS  qui  assure  entre  eux  une  raison 
connue  e.  Si  l'on  fait  tourner  le  tambour  autour  de  Taxe  0, 
d'un  angle  de  dans  le  sens  de  la  flèche,  le  corps  tournant  0' 
tournera  autour  de  son  axe  0'  d'un  angle  da  =  edo.  Soit  R  le 
rayon  du  tambour,  r  et  r'  les  bras  de  levier  O'c,  OV,  des 
tensions  développées  dans  les  brins  cd^  dà'  qui  soutiennent 
le  poids  S. 

La  rotation  dO  du  tambour  entraine  le  passage  du  câble  de 
la  position  MAA'M'  à  la  position  infiniment  voisine  mAA'm'.  Le 
travail  correspondant  peut  être  regardé  comme  résultant  du 
passage  de  l'élément  de  câble  Mm  dans  la  position  MW  ;  il 
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est  égal  au  produit  pdx  x  2x  du  poids  de  l'éléinent  par  la 
hauteur  dont  il  s'abaisse.  La  rotation  da,  du  second  corps 
tournant  enroulera  une  longueur  rdai  du  brin  montant  de,  et 
déroulera  une  longueur  r^da  du  brin  descendant.  Elle  dimi- 
nue donc  la  longueur  libre  de  la  corde  cdd'c'  de  la  diffé- 
rence  (r  —  /)  (fa,  et  cette  diminution  porte  également  sur  les 

deux  brins  ;  d'où  résulte  pour  la  poulie  A,  et  pour  le  poids  S, 

1 

une  élévation  égale  à  ç  (r  —  r')  da.  Le  travail  correspondant 

1 

est  donc  égal  à  —  cj  S  (r  —  r')  da,  en  négligeant  le  travail 

du  poids  de  la  corde.  L'équation  de  la  compensation  est  donc 


(!)  2/werfx  — is(r—  ')</a  =  0. 


On  a  entre  a?  et  a  la  relation 

dx 


Donc 


da.  =  tdB  =  (  W-- 


2/«rfx-is(r-OX^  =  0. 


équation  satisfaite  si  l'on  a 


(2)  '•- ^  =  *S^- 


Nous  compterons  les  angles  0  et  les  angles  a,  qui  définissent 
la  position  des  corps  tournants,  à  partir  de  la  position  que  ces 
corps  occupent  quand  a?  =  0  ;  de  sorte  que  les  variables  0, 
a  et  X  s'annulent  ensemble,  et  changent  ensemble  de  signe. 
On  aura 


et 


e  =  - 


IX 

et  ~~'  — •< 

R 


La  quantité  Zf  dont  s'élève  la  poulie  h  au-dessus  du  point 
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le  plas  bas  g  de  sa  course ,   est  donnée  par   l'équatioà 

r— r' 
Observons  que  — ^ —  est  la  moyenne  arithmétique  des 

ordonnées  O'c,  —  OV,  des  brins  qui  portent  la  poulie  A, 
ces  ordonnées  étant  comptées  horizontalement   partir   du 

centre  Qf  ;  — ^ —  est  donc  l'ordonnée  du  point  h ,  centre 

de  la  poulie,  qui  se  projette  sur  l'horizontale  au  milieu  de 
Tintervalle  cc\  Désignons-la  par  y.  Remplaçons  dans  l'équa- 

tion  précédente  — ^ —  par  y,  da  par  sa  valeur  e  ^  »  et  da; 

par  sa  valeur  en  fonction  de  — ^ — '  ^"  ^^  Vy  déduite  de 
l'équation  (2).  Il  vient  d'abord 


^  Se 


puis 


Donc 


îpR  dx_ipK      Rrf«_  2pR« 


et  enfin 

P) 

équation  de  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  la  poulie. 

Il  reste  à  montrer  comment  on  réalise  l'enroulement  des 
brins  cdy  dS. 

Le  second  corps  tournant  (y  a  la  forme  d'un  double  cône  de 
révolution,  symétrique  par  rapport  au  plan  eé  de  la  grande 
base  commune  aux  deux  cônes  partiels.  L'un,  celui  qui  est  en 
avant  sur  la  figure,  sert  à  l'enroulement  du  brin  cà  ;  l'autre, 
en  arrière,  est  destiné  à  recevoir  le  brin  dà'.  On  trace  à  la  sur- 
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face  de  ces  cônes  une  rainure  de  faible  profondeur,  dans  la- 
quelle les  brilla  tiennent  s'appliquer.  Lorsque  le  cflble  princi- 
pal est  dans  sa  position  d'équilibre,  la  poulie  g  est  au  point 
le  plus  bas,  dans  sa  position  moyenne  ;  et  les  brins  se  déta- 
chent du  double  cône  aux  points  a  et  a\  milieux  des  généra- 
trices horizontales.  Ces  points  se  transportent  de  a  en  c  et  de 
a'  en  d  le  long  des  mêmes  génératrices,  quand  on  fait  tourner 
le  double  cône  dans  le  sens  indiqué,  ce  qui  assure  à  la  diffé- 
rence r — r'  la  valeur  nécessaire  pour  Téquilibre.  Cherchons 
la  courbe  suivant  laquelle  il  faut  tracer  la  rainure  qui  con- 
duit le  brin. 
La  différence  r — r'  est  une  fonction  linéaire  deop,  ou  de  a; 

on  a,  en  effet,  par  l'équation  (2),  où  l'on  remplace  x  par  — , 

(4)  «-"-ï?- 

On  pourra  donc  exprimer  r  et  /  par  des  fonctions  linéaires 
de  l'angle  a,  telles  que  la  différence  reproduise  la  fonction  (4). 
Soit  r^  la  valeur  commune  à  r  et  à  r'  lorsque  la  poulie  est  au 
point  le  plus  bas  ;  on  devra  poser 

r  =m«-f-ro, 

r'  =  m  («  —  w)  +  ro, 

en  distiguant  les  deux  angles  a  et  a — 'x,  qui  définissent  les 
directions  des  deux  rayons  r  et  r',  portés  en  sens  contraires 
sur  la  même  droite  à  partir  du  point  (X.  Il  viendra,  en  retran- 
chant, 

et  par  suite 
ce  qui  donne 

(5)  -  =  S«  +  - 

équation  de  la  spirale  d'Archimède^  suivant  laquelle  les  deux 
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rainures  tracées  sur  le  double  cdne  doivent  se  projeter  sur 
le  plan  de  la  base  commune  eef. 

Le  brin  qui  quitte  la  rainure  pour  tomber  à  peu  près  verti- 
calement, ne  lui  est  pas  tangent.  11  en  est  de  même  pour  la 
corde  qui  se  détacbe  d'un  cylindre  où  elle  est  enroulée  sui- 
vant les  spires  jointives  d'une  hélice.  Le  dernier  élément  du 
contact  entre  la  corde  et  le  cylindre  n'a  généralement  pas  la 
direction  de  la  partie  libre,  û  raideur  de  la  corde  intervient 
alors  pour  assurer  un  raccordement  continu  entre  l'hélice  et 
cette  direction. 

Les  brins  de,  à'tf  sont  enroulés  chacun  sur  son  cAne  à 
partir  des  sommets  (X  et  0*,  de  manière  que  le  mouvement 
de  rotation  de  l'ensemble  des  cAues  autour  de  l'axe  0*0"  suf- 
fise pour  enrouler  l'un  des  brins  et  dérouler  l'autre.  Ce  sys- 
tème forme,  en  définitive,  une  sorte  de  irewl  cAt'no»  à  rayon* 
variaUei  (t.  I,  g  295  ;  t.  H.  \  275). 


TB&VIO.  DE  L  APPROPOnDISBEHENT  D  UN  PtUTS  DANS  UK   TBBKiUH 


Si.  Soit  ABCD  un  puits  è  section  constante,  ouvert  dans 
un  terrain  homogène. 
Appelons  S  la  section  du  puits, 

%  sa  profondeur  actuelle  OH,  mesurée 

sur  l'axe  vertical  OZ  à  partir  du 

niveau  du  sol  au  point  0. 

Pour  approfondir  te  puits  de  la  quantité 

MH'^dz,  il  faut  produire  successivement 

deux  quantités  de  travail  : 

1*  Le  travail  del'approfondissement,  qu'on  ^' 

peut  regarder  comme  proportionnel  au  volume  CDIfC  à 
désagréger; 

2°  Le  travail  de  l'enlèvement  des  matériaux  produits  par 
cette  première  opération,  qu'on  doit  élever  jusqu'au  niveau 
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du  sol,  OÙ  nous  supposerons  qu'on  trouve  à  proximité  un  lieu 
de  dépôt. 

On  représentera  le  premier  travail  parle  produit  KS  âz,  en 
appelant  E  le  travail  correspondant  au  déblai  d'un  métré 
cube  du  terrain  dans  lequel  on  opère  ;  le  second  sera  repré- 
senté par  le  produit  USdz  x  z,  en  appelant  n  le  poids  spéci- 
fique du  déblai  formé  en  CD,  qu^on  élève  à  la  hauteurs. 

On  a  donc,  en  appelant  T  le  travail  de  l'approfondissement, 

et  par  suile,  en  inté-grant,  et  en  observant  que  T=0  lorsque 
la  profondeur  z  est  nulle, 

T  =  S(Kj  +  jn»«), 

où  z  devra  recevoir  la  valeur  de  la  profondeur  totale  à  laquelle 
on  doit  atteindre.  T  croit  avec  z  suivant  une  loi  parabolique. 
Si  Ton  divise  par  celte  profondeur  totale  z,  on  a 

î  =  S(K  +  éIli), 

équation  qui  donne  le  travail  moyen  par  métré  de  profon- 
deur. On  voit  que  ce  travail  moyen  croit  avec  la  profondeur 

totale. 
La  formule  obtenue  suppose  que  la  pesanteur  reste  la  même 

en  tout  point  de  la  profondeur  totale.  Pro- 

0    ^ posons-nous  de  voir  comment  elle  devrait 

être  modifiée,  si  Ton  avait  à  tenir  compte 
des  variations  de  g  aux  divers  points  de  la 
verticale  OZ. 

Considérons  une  masse  m  prise  en  M  à  la 

profondeur  z  au-dessous  du  sol ,  et  supposons 

cette  masse  mobile  le  long  de  la  verticale  MO. 

*•  Pour  définir  ses  diverses  positions,  nous 

appellerons  z'  la  profondeur  à  laquelle  elle  se  trouve  en  un 

point  quelconque  de  son  trajet.  Le  poids  de  la  masse  m  varie 


M' 


V     ..M' 


-M     ^ 
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du  point  M  au  point  0.  Soit  g  l'accélération  due  à  la  pesan- 
teur à  la  distance  z'  du  sol.  La  force  étant  m^^  le  travail  corres- 
pondant à  l'ascension  —  dzf  est  le  produit  —  mgdz\  et  le 
travail  total  sera  par  conséquent 

—  /         mgds^  sstm  j   gd%'  » 

en  faisant  sortir  du  signe  \  le  facteur  constant  m.  Si  nous 

admettons  l'homogénéité  du  globe  terrestre,  g  varie  propor- 
tionnellement à  la  distance  au  centre,  et  l'on  a,  en  appelant  a 
le  rayon  de  la  sphère  terrestre ,  l'équation 


9—9^X 


i'-'ù 


qui  donne  9=^0  pour  z  =  0,  c'est-à-dire  au  niveau  du  sol,  et 
j= 0  au  centre  de  la  terre. 
On  a  donc 

résultat  qu'il  faudra  prendre  entre  les  limites  0  et  z.  Il  vient 
donc  pour  le  travail  de  l'ascension 


a« 


Le  produit  in§^  est  le  poids  de  la  masse  m  au  niveau  du  sol. 
Le  poids  du  volume  CDIXC  s'exprimait  tout  à  l'heure  par 
ÏSSdz;  ce  produit  exprimera  maintenant  le  poids  qu'aurait  le 
volume  de  déblai  ramené  au  poiut  0 ,  et  le  travail  de  l'élé- 
vation du  morceau  CDD'C  est  par  conséquent 

On  aura  donc 


dî  t=  KS</a  +  nSrfa  («  —  55)1 


T.  —  MÉG.   C0LLI61I05. 
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ce  qui  donnera ,  en  intégrant  de  nouveau, 


T=s(K.+|n.'-5f) 


Le  dernier  terme  est  généralement  négligeable,  à  cause  de 
la  grandeur  du  rayon  a  par  rapport  à  la  profondeur  z. 

On  a  supposé  la  section  constante,  comme  cela  a  lieu  habi- 
tuellement. On  pourrait  aussi  bien  admettre  que  S  varie  en 
fonction  de  z,  suivant  une  loi  donnée.  Alors  l'intégration  qui 
fait  passer  de  dT  à  T  devrait  porter  sur  le  facteur  S,  et  Ton 
aurait,  en  supposant  que  la  pesanteur  conserve  sa  valeur  sur 
tout  le  parcours  OH, 


=  K  Tseis  +  n  fî 


Sdz  +  U  l  Szdz. 

jrp 

Le  rapport  t-  =  S  (K  4-  lia;)  représente ,  pour  chaque  pro- 

fondeur  z,  la  difficulté  d'un  approfondissement  égal  à  l'unité 
de  longueur.  Si  S  est  constant,  elle  croit  avec  la  profondeur 
suivant  les  ordonnées  d'une  droite.  Mais  on  pourrait,  en  ren- 
dant S  variable,  faire  en  sorte  que  cette  difficulté  soit  con- 
stante. Il  suffirait  en  effet  pour  cela  de  régler  les  sections  de 
manière  à  rendre  le  produit  S(K-l-IIz)  constant.  S  et  2  sont 
alors  les  coordonnées  des  points  d'une  hyperbole. 


COURBES    FUNICULAIRES. 

32.  On  trouvera  dans  les  volumes  de  Rouen  et  de  Blois  des 
Comptes  rendus  de  C Association  française  pour  Vavancement 
des  sciences  quelques  recherches  sur  les  courbes  funicu- 
laires, que  nous  nous  bornerons  ici  à  mentionner  sommaire- 
ment. 

Congrès  de  Rouen,  séance  du  17  août  1883  :  Chaînette 
d^égale  résistance.  L'équation  de  cette  courbe,  où  la  tension 
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par  unité  de  seclion  est  la  même  en  tout  point  du  fil,  est  en 
coordonnées  rectangulaires 

co8-  =  «-;. 

Congrès  de  Blois^  séance  du  5  septembre  1884  :  Forme 
d'équilibre  d'un  fil  homogène^  dont  tous  les  éléments  sont 
sollicités  par  des  forces  attractives  émanant  d'un  centre 
fixe  9  inversement  proportionnelles  aux  [carrés  des  dis- 
tances à  ce  centre. 

L'équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  est 

Cdr 


rVlBr— A)*  — C«' 


on  reconnaît  qu'il  y  a  trois  genres  de  courbes  distincts,  sui- 
vant qu'on  a  C<  A^  G=A,  G  >  A.  Les  arcs  de  ces  trois  genres 
de  courbes  s'expriment  par  une  même  fonction  analytique. 


CHAPITRE  III. 

QUESTIONS  SUR   LA   DYNAMIQUE  ET   LA  MÉCANIQUE 

DES    FLUIDES. 


MOUVEMEm'  DES  PROJECTILES  DANS   UN  MILIEU  DONT  LA  RÉSISTANCE 

EST  PROPORTIONNELLE   A   LA  TTTESSE. 


33.  On  a  traité  (t.  III,  §26)  la  question  générale  du  mouve- 
ment d'un  projectile  dans  un  milieu  résistant,  lorsque  la 
résistance  est  donnée  par  une  fonction  quelconque  de  la 

vitesse.  Nous  supposerons  ici 
que  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  vitesse.  Alors  le 
problème  se  simpliCe  notable- 
ment. 

Soit  K'v  la  résistance  du  mi- 
lieu, rapportée  à  l'unité  de 
masse  du  projectile.  Les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  maté- 
riel au  point  M  sont  la  pesan- 
teur g,  et  la  résistance  K'v; 
celle-ci,  projetée  sur  les  axes,  donne  les  composantes  1L\ 

dx        dz 
et  K*t>, ,  ou  K*  ^,  K*  T-,  qu'il  faut   prendre  négativement. 

Les  équations  du  mouvement  sont  donc 


7 

/ 

N 

/       M 

/^^ 

X 

y^ 

'''^     ' 

9 

0 

P 

r 

Fig.  40. 


afi 


dt 
^  dî     ^' 
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équations  qu*on  peut  intégrer  séparément,  car  la  première  ne 
renferme  que  Xy  la  seconde  que  z. 
On  a,  en  faisant  une  première  intégration, 

dx 

(î)  { Z 

La  première  donne  la  composante  horizontale  de  la  vitesse; 
pour  ar=0,  c'est-à-dire  au  point  de  départ  0  du  projectile, 
elle  doit  donner  la  composante  horizontale  de  la  vitesse  initiale, 
r,  sin  Oq.  On  a  donc  C  =  v^  sin  0^.  De  même  au  point  0  on  a  à 
lafoisz^O  et  ^  =  0,  et  C"  est  égal  à  la  composante  verticale 
de  la  vitesse  v^,  ou  à  v^  cos  6^.  Les  deux  constantes  sont  donc 
déterminées. 

Les  variables  se  séparent  dans  la  première  équation. 

On  a,  en  effet, 

dx  \  dx 


dt=^ 


G  — K^x^K^C 

—  —  X 


ce  qui  donne  en  intégrant 


<==C4-^iognép.  (55—*) 


équation  qui  doit  donner  ^=  0  pour  x=0;  par  conséquent 

1  C 

la  constante  C  a  pour  valeur^  log  nép.  ^,  et  Téquation 

devient 

/    ^    \ 

i                  /       K*       \        1  C 

(5)  '  =  gîlognép.  f   -^ J=piognép.  ^_^^,^» 


ou  bien 
La  seconde  équation  est  une  équation  différentielle  linéaire 
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du  premier  ordre»  à  coefficients  constants,  qu'on  peut  écrire 

On  cherchera  d'abord  une  solution  qui  satisfasse  à  cette 
équation  avec  son  second  membre  ;  on  trouve  aisément 


on  en  déduit,  en  effet, 


Multipliant  la  première  par  K*  et  ajoutant  à  la  seconde,  on 
retombe  sur  Téqualion  donnée. 
On  posera  ensuite 


u  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée, 

J+KU=0. 

privée  de  second  membre.  On  aura 

en  appelant  A  une  nouvelle  constante  arbitraire. 
Donc  enfm 

Cette  équation  jointe  à  l'équation  (3)  définit  le  mouvement. 
On  déterminera  la  constante  A  en  faisant  ^ = 0 .  On  doit  avoir 
2=0.  Donc 

g  +  |i+A  =  0 

et 

^=~(r«+|ï)' 
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et  il  vient  pour  Téquation  définitive  qui  donne  z  en  fonction 
de^, 

L'équation  (3)  montre  que  la  courbe  a  une  asymptote  ver- 

C 
ticale,  ^=vi9  limite  de  Tabscisse  x  lorsque  le  temps  t  croit 

indéfiniment. 
Le  point  le  plus  haut  de  la  trajectoire  s'obtiendra  en  faisant 

dz  s 

^ = 0  ;  ce  qui  donne  pour  déterminer  t  l'équation 


ou  bien 


et 


*-  w  ^     y 

^^  +  C'K«' 


9 


/  =  ilognép.  (i  +  pj^j- 

Le  maximum  de  z  est  donc  égal  à  la  fonction 

34.  Au  lieu  de  décomposer  le  mouvement  suivant  les  axes 
OX,  OZy  on  peut  le  décomposer  suivant  les  axes  ON,  OZ',  dont 
le  premier  est  la  tangente  à  la  trajectoire  au  point  de  départ, 
et  le  second  la  verticale  descendante. 

La  droite  ON  a  pour  équation  dans  le  système  primitif  des 
coordonnées 

et  les  abscisses  PN= â/  comptées  sur  l'axe  0^  seront  égales  à 

X 


-T— —  ;  comme  on  a 
smO, 


C  ,.  _Kf|. 
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et  que  C  est  égal  à  v^  sin  6^,  on  voit  que  l'on  aura 

(5)  x'^^^^ii^e-^*^ 

équation  qui  ne  renferme  plus  l'angle  0^. 
On  a  de  plus 

ira  =  3'  =  ar  cot  5o  — 3 

=  X'C0S  ûft— 3 


Cette  expression  est  susceptible  de  réduction,  en  observant 
que  C  =  v^  cos  %.  Il  vient  en  effet 

équation  dans  laquelle  l'angle  6^  a  aussi  disparu.  Les  deux 
équations  (5)  et  (6)  définissent  le  mouvement,  aussi  bien  que 
les  équations  (3)  et  (4)  ;  mais  elles  ne  contiennent  pas  trace 
de  l'angle  O^,  implicitement  donné  par  la  direction  de  la 
première  tangente  ON  ;  la  première  contient  seule  la  vitesse 
initiale  v^. 

Il  résulte  de  là  que,  si  on  lance  au  point  0  simultanément 
divers  projectiles  pour  lesquels  la  constante  K'  soit  la  mêmCy 
et  qu'on  fasse  varier  de  l'un  à  l'autre  l'angle  O^,  si  l'on 
décompose  le  mouvement  de  chacun  suivant  la  tangente  à  la 
trajectoire  au  point  0  et  la  verticale,  les  espaces  parcourus 
suivant  ces  doux  directions  seront  respectivement  égaux  en 
temps  égaux  pour  tous  les  projectiles.  Cette  propriété  des 
courbes  balistiques  a  été  découverte  par  M.  le  colonel  Astier. 
Elle  peut  se  démontrer  géométriquement. 

Décomposons  la  vitesse  v  du  mobile  en  deux  composantes 
parallèles  aux  axes  ON,  OZ';  soient  t;^,  v^.  les  deux  compo- 
santes. Appelons  jV,  jV  les  accélérations  projetées  sur  les 
mêmes  axes.  Nous  aurons 
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équations  de  deux  mouvements  rectilîgnes  qui  peuvent  se 
traiter  à  part,  indépendamment  l'un  de  l'autre.  Le  mouve- 
ment  suivant  ON  sera  le  mouvement  d'un  point  qui  part  avec 
la  vitesse  v^,  et  n'est  soumis  qu'à  la  résistance  du  milieu 
proportionnelle  à  sa  vitesse  ;  le  mouvement  suivant  01'  est  le 
mouvement  d'un  point  qui  part  du  repos,  et  qui  tombe  sous 
l'action  de  la  pesanteur,  en  subissant  la  résistance  du  milieu. 
Ces  deux  mouvements  sont  entièrement  définis,  et  définis  de 
la  même  manière,  quelle  que  soit  la  direction  initiale  du  tir, 
pourvu  que  les  constantes  K'  et  v^  soient  les  mêmes.  Donc  les 
mouvements  suivant  les  droites  ON  et  OZ'  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  mobiles,  qui  parcourent  en  temps  égaux  les 
mêmes  espaces  en  projection  sur  ces  deux  directions. 

On  a  vu  (t.  III,  §  30)  qu'en  supposant  la  résistance  de  l'air 
exprimée  par  la  fonction  Av'  h-  Bv*  de  la  vitesse,  les  baisses 
du  projectile,  comptées  verticalement  à  partir  de  la  ligne  de 
tivy  ne  sont  pas  sensiblement  influencées  par  les  variations  de 
l'inclinaison  initiale.  On  voit  que  cette  propriété,  qui  n'est 
qu'approximative,  et  qui  suppose  un  tir  presque  horizontal, 
devient  rigoureuse  quand  on  admet  que  la  résistance  est  pro- 
portionnelle à  la  vitesse. 

CAS  PARUCUUER  DU  MOUVEMENT  d'uN    POINT    SUR   UNE   CIRCONFÉRENCE 
ET  DU  MOUVEMENT   PROJETÉ   SUR   UN   DIAMÈTRE. 


35.  Soit  M  un  point  qui  décrit  la  circonférence  AMO  en  fai- 
sant des  aires  égales  en  temps 
égaux  autour  du  point  0,  pris  sur 
cette  circonférence.  Cherchons 
Taccélérationy  de  ce  mouvement. 
Elle  a  la  direction  MO  en  vertu  du 
théorème  des  aires. 

Soient  C  le  centre  de  la  circonfé- 
rence, CM  =  a  le  rayon  ;  6  l'angle 
MOC  qui  définit  la  position  du  rayon  ^*^-  *** 

vecteur  OM.  Nousdésigneronsparr  la  longueur  OM^de  ce  rayon. 
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La  distance  p  =  OH  du  centre  des  aires  à  la  tangente  au 
cercle  eQ  M  est  égale  à  01  +  IH,  en  abaissant  la  perpendicu- 
laire CI  sur  OH,  Or  IH  est  égal  à  CM  ou  à  a.  01  est  la  projec- 
tion de  OC  sur  01,  qui  est  parallèle  à  CM,  et  fait  avec  OC  l'an- 
gle 20.  Donc  01= a  cos  20,  et  Ton  a 

/>  =  a  (1 -f  C08  sa)  =:2a  cofi«  a. 

La  vitesse  t;  est  inversement  proportionnelle  à  p,  par  la  loi 
des  aires  ;  posons  donc 

A 


9  = 


^eàs*ô 


L'accélération  totale  j  a  pour  projection  sur  la  normale  CM, 
j  cos  0  =  — ,  a  étant  le  rayon  de  courbure. 
Donc 

.^     v^     _/      A«      \_      A» 
"'^acose     \4«*cos*6/      4a'cos'd' 

Voilà  y  exprimé  en  fonction  de  0;  il  suflBt  d'exprimer  0  en 
fonction  de  r. 
Or 

r  ss  2a  cos  0. 


Donc 


et  enfin 


a»cas«e=«»x^,-5fg^,. 


.      8fl«A« 


L'accélération  est  donc  proportionnelle  à  l'inverse  de  la  cin- 
quième puissance  de  la  distance  au  point  0. 

Lorsque  le  mobile  parvient  au  point  0,  sa  vitesse  v  et  son 
accélération  j  sont  infinies  :  résultat  qui  indique  une  impos- 
sibilité. Il  n'y  a  pas  de  force  infinie»  et  on  ne  peut  rien  affir- 
mer sur  la  continuité  du  mouvement,  dès  que  la  vitesse  passe 
par  l'infini,  car  la  continuité  est  rompue  par  cette  hypothèse. 
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On  ne  peut  pas  affirmer,  par  exemple,  que  le  mobile  parvenu 
en  0  avec  une  vitesse  infinie  traversera  le  point  0  pour  décrire 
la  demi-circonférence  inférieure.  Nous  le  montrerons  en  étu- 
diant le  mouvement  du  point  P,  projection  du  point  M  sur  le 
diamètre  OA. 

Soit  en  effet  x  =  OP.  On  aura  pour  Taccélération/ 

et  par  conséquent 


On  a  de  plus 


et 


Donc 


par  suite 


A* 

■^■"4a»cos*tf' 

x=zrcùs$ 

r=:2acosO. 

x=îaeot^B; 


/= 


A»  A« 


4«^Xèi 


X*      ax* 


11  résulte  de  là  que  le  point  P  a  une  accélération  propor- 
tionnelle à  rinverse  du  carré  de  la  distance  OP,  ou,  si  Ton  veut, 
qu'il  subit  de  la  part  du  pomt  0  l'attraction  newtonienne. 

L'accélération  /  est  donc  infinie  au  point  0.  Or  il  est  évi- 
dent d'après  la  figure  que  le  point  P,  parvenu  en  0,  ne  passe 
pas  au  delà  de  ce  point,  mais  qu'il  rétrograde  le  long  du  dia- 
mètre OÂ,  et  cela,  que  le  point  M  parcoure  l'une  ou  l'autre 
des  demi-circonférences  que  ce  point  0  sépare. 

La  vitesse  v'  du  point  P  est  d'ailleurs  infinie  au  point  0.  Car 
t/  est  la  projection  sur  OA  de  la  vitesse  v,  laquelle  fait  avec 

OA  un  angle  égal  à  ^  —  20.  On  a  donc 

w'=t>fîn2ô=n rsX2sm0cos8  =  -tang(?, 

2acos*6  a      ^ 

produit  qui  devient  infini  au  point  0,  pour  0=ô 
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Yoilà  donc  un  point  P  qui  parvient  au  point  0  avec  une  vi- 
tesse infinie  dans  le  sens  PD,  et  qui  est  réfléchi  dans  le  sens 
OP  avec  une  vitesse  égale ^  comme  s'il  avait  choque  en  0  un 
ressort  de  puissance  infinie.  Cet  exemple  montre  que  la  vitesse 
peut  changer  de  sens,  au  point  de  vue  analytique,  aussi  bien 
en  passant  par  l'infini  que  par  zéro  ;  il  montre  aussi  que  la  loi 
de  l'inertie,  démontrée  par  des  expériences  où  les  vitesses  et 
les  forces  restent  toujours  finies,  ne  peut  être  étendue  au  cas 
fictif  où  elles  auraient  des  valeurs  infiniment  grandes. 

Le  mouvement  du  point  P,  qui  est  soumis  à  Tatlraction 
newtonienne  du  point  0,  est  en  réalité  un  mouvement  ellip- 
tique qui  s'opère  dans  une  ellipse  infiniment  aplatie  ayant  ses 
foyers  en  0  et  Â.  Le  résultat  donné  par  l'analyse  est  donc  un 
résultat-limite,  qui  s'explique  de  lui-même. 

Pour  en  revenir  au  premier  problème,  on  voit  que,  puisque 
le  mouvement  du  point  P  change  de  sens  en  atteignant  le  point 
0,  rien  ne  prouve  que  le  mouvement  du  point  M  n'en  ferait 
pas  autant  en  arrivant  au  même  point  ;  la  continuité  étant 
rompue,  on  ne  peut  rien  affirmer  sur  ce  qui  se  passerait,  et 
le  mouvement  du  mobile  M  demeure  indéterminé. 


PROPRIÉTÉS  DU  MOUVEBfExNT  d'uN   SYSTÈME   MATÉRIEL  QUELCONQUE. 

36.  Lorsqu'un  système  solide  est  en  mouvement,  il  existe, 
dans  chaque  position  du  système,  un  plan  qui  est  parallèle 
au  plan  homologue  dans  une  position  antérieure  (t.  I,  §  318). 
M.  J.  Bertrand  a  découvert  une  propriété  analogue  pour  le 
mouvement  d'un  système  quelconque,  sauf  à  considérer 
deux  positions  infiniment  voisines,  et,  au  lieu  d'un  plan 
indéfini,  un  élément  plan  infiniment  petit.  Le  théorème  a 
alors  l'énoncé  suivant  : 

Dans  tout  système  en  mouvement^  il  existe  à  chaque 
instant  et  en  chaque  point  du  système  un  élément  plan  dont 
les  molécules  se  transportent,  au  bout  d'un  temps  infiniment 
petit j  dans  un  plan  parallèle  à  cet  élément. 
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Rapportons  les  positions  successives  du  système  à  trois 
axes  fixes  rectangulaires,  OX,  OY,  OZ. 

Soit  A  un  point  du  système,  x,  y,  z  ses  coordonnées  à 
répoque  ^;  Y  sa  vitesse,  dont  les  composantes  suivant  les 
axes  seront  u,  v,  w.  Imaginons  au- 
tour du  point  A  un  élément  plan  P 
infiniment  petit  ;  soit  N  la  normale 
à  cet  élément.  Prenons  dans  Tinté- 
rieur  de  Pèlèment  un  second  point 
M  y  qui  aura  pour  coordonnées 
^-+-Ç»  y  +  TQ»  î  +  Çf  expressions 
où  Ç,  iQ,  C  ont  des  valeurs  absolues 
infiniment  petites.  Soit  Y'  la  vitesse 
en  ce  point,  et  u',  v'^  w*  ses  compo- 
santes. Le  mouvement  du  système 
est  supposé  soumis  à  la  loi  de  continuité,  et  ti,  v,  w  sont  des 
fonctions  de  a?,  y^  2,  qui  deviennent  respectivement  égales  à 
u'y  v\  w*  quand  les  coordonnées  reçoivent  les  accroissements 
infiniment  petits  Ç«  iq,  C. 

Si  les  molécules  contenues  dans  Télëment  plan  se  trouvent 
au  bout  du  temps  di  dans  un  plan  parallèle,  les  projections 
des  vitesses  Y  et  V  sur  la  normale  N  doivent  être  égales.  Or, 
en  appelant  a,  ^,  y  les  angles  que  fait  la  normale  N  avec  les 
trois  axes,  on  a  pour  la  vitesse  Y  estimée  suivant  la  direc- 
tion N, 

(I)  U  =  UCOS0C+VCOS^  +  U;CO87. 

On  doit  d'ailleurs  exprimer  que  l'angle  des  directions  N 
et  AA'  est  droit,  puisque  N  est  normale  au  plan  P  qui  con- 
tient AA'  ;  donc 


Fig.  42. 


(2) 


Ç  OOS  0C  +  >7  COS  ^ -h  Ç  C08  7 -=  0. 


La  vitesse  Y^  estimée  aussi  suivant  la  normale,  doit  être 
encore  égale  à  U.  Mais  U  est  une  fonction  de  x,  y,  z,  qui 
s'accroît  de 
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quand  les  variables  s'accroissent  de  Ç,  v},  i;,  en  négligeant  les 
puissances  de  ces  accroissements.  On  aura  donc 

dli     ,  dV     ,  du-       ^ 

pour  la  condition  du  parallélisme  des  deux  plans.  La  direc- 
tion AA'  étant  arbitrait^  dans  le  plan  P,  on  peut  prendre 

arbitrairement  l'un  des  rapports  |  ;  les  deux  équations  (2)  et 

(3)  doivent  s'accorder  pour  donner  la  même  valeur  à  l'autre 

r 
rapport  ^  L'équation  de  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

M  d^  dlD 

dx      ^_      dy      ai 

cosa  .cos^    ""    cosy' 

OU  bien,  en  développant  les  dérivées  au  moyen  de  l'équation  (1), 

<'"  I  -^«  ^dv  ,  ^^     dw  du  ^         ^dv  ,  dw 

...  dz  '^ dy  '  dx      </y  '  dy  *  dy 

^  '  COSflt  cos^ 

du  ^        ^dv  ,  dw 

COS  « -7- +  COS  Ô -7- +  COS  y  ^7- 

dz  ^  dz  '        '  dz 

""  COSy 

Ces  deux  équations,  jointes  à  la  relation 

COS'  «c  +  COS*^  +  C08*y  =  1, 

définissent  les  trois  cosinus,  c'est-à-dire  l'orientation  à  donner 
à  l'élément.  11  reste  à  faire  voir  que  l'on  trouvera  toujours 
pour  les  angles  a,  ^y  y  des  valeurs  réelles. 

Soit  X  la  valeur  commune  aux  trois  membres  de  la  double 
équation  (4).  On  pourra  les  écrire  sous  la  forme 

(du     ^\  ,     dv  .     dw 

tte\  1    du  .  /dv      ^\       ^  .     dw 

(5)  j     ^COS.  +^^_jjcos/H-     •3jCOSy  =  0, 

du  ,     dv  .    /dw       \ 
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et,  pour  que  ces  équations  fassent  connaître  les  rapports  des 
cosinus,  et  qu'elles  admettent  d'autre  solution  que  la  solution 
impossjble  qui  consisterait  à  annuler  les  trois  cosinus  à  la 
fois^  il  est  nécessaire  et  il  suffit  d'égaler  à  zéro  le  détermi- 
nant des  coefficients  des  inconnues,  ce  qui  donne  l'équation 
du  troisième  degré  en  X  : 


(6) 


du 
dx 
du 

du 
dz' 


dx 

dv      . 
dy 
d9 


dw 
dx 
dw 

dy 

dw . 

Si" 


-(È-')(S-')(ï-")-(g->)^S 

(dv \dwdu       /dw ^\^^^ 
dy       Jdxdz^^\dz        Jdydx 

dudvdiB  dudv^dw ^ 

'^  dydxdx     ""      'Sidxdy~~ 

L'équation  (6),  étant  du  troisième  degré  en  X,  a  toujours  au 
moins  une  racine  réelle,  et  elle  peut  aussi  en  avoir  trois.  A 
chaque  racine  réelle  correspond  une  détermination  réelle 
des  coefficients  de  l'équation  (5),  à  laquelle  con*espondent 
des  valeurs  réelles  des  rapports  des  cosinus,  et  enfin  des 
valeurs  réelles  et  admissibles  pour  les  cosinus  eux-mêmes, 
puisque  la  relation  cos"a  +  cos"  p  4-  cos*y  =  1  les  assujettit 
tous  les  trois  à  être  numériquement  moindres  que  l'unité. 
Donc  enfin  il  y  a  en  chaque  point  un  ou  trois  systèmes  de 
valeurs  réelles  des  angles  a,  ^,  y  qui  définiront  l'orientation 
de  l'élément  P. 

37.  L'existence  du  plan  P  une  fois  constatée,  prenons  ce 
plan  pour  plan  des  XOY.  On  devra  avoir  alors  pour  les  angles 

qui  définissent  la  normale  N,  a  =  ^  =  -5,  y  =  0 ,  ce  qui  en- 
traîne cos  a  =cos^=0,  cosY=l,  valeurs  qui,  substituées 
dans  les  équations  (5),  donnent 


^j-=Oi  T-=0  et  3 A  =  0. 

dx  dy  dz 
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L'équation  (6)  se  simplifie  dans  cette  hypothèse,  et,  après 

suppression  du  facteur  -z X,  donne  pour  les  autres  racines 

une  équation  du  second  degré  qui  conduit  à  la  double  valeur  : 


^^^  ^"^[dx'^duj      y'iydx     du)  ^dy 


dv 
dx 


Ces  deux  racines,  qui  peuvent  être  imaginaires,  sont  néces- 

sairement  réelles  lorsque  t-  et  -p  sont  de  même  signe  ;  car 

alors  la  quantité  sous  le  radical  est  positive.  S*il  en  est  ainsi, 
à  ces  deux  nouvelles  valeurs  réelles  de  X  correspondent  deux 
couples  de  valeurs  réelles  des  angles  a,  ^,  y,  qui  définissent 
les  deux  autres  plans  dont  le  parallélisme  est  conservé  dans 
le  mouvement  du  système. 

Il  peut  arriver  que  ces  trois  plans  soient  rectangulaires,  et 
alors  on  peut  prendre  des  plans  parallèles  pour  plans  coor- 
donnés. Il  faut  alors  que  les  équations  (5)  soient  satisfaites 
pour  les  trois  systèmes  d'angles 


a  =  0, 


«  =  -,  ^  =  -,  y=0. 

Or  nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que  la  dernière  hypothèse 
entraîne  les  conditions 

— =0     — =0 

dx         ^     dy 

Les  deux  premières  entraîneront  de  môme  les  conditions 

dx  -"'    rftt~"- 

Ces  six  équations  de  condition  expriment  que  la  fonction 
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udx  H-  vdy  ■+•  wdz  est  une  différentielle  exacte,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  une  fonction  9  des  coordonnées  x^  y,  2,  dont  les 
dérivées  partielles  sont  respectivement  égales  aux  compo- 
santes Uj  V,  w  de  la  vitesse  Y  du  point. 

La  fonction  différentielle  udx  +  vdy  -+•  wdz  exprime  le  tra- 
vail élémentaire  d'une  force  dont  les  composantes  seraient  u, 
Vy  w,  c'est-à-dire  d'une  force  égale  à  Y,  lorsque  son  point  d'ap- 
plication subit  un  déplacement  ds  dont  les  composantes  sont 
dx,  dy,  dz.  S'il  existe  une  fonction  9  des  coordonnées  telle 
que  la  différentielle  de  9  soit  égale  à  cette  fonction 

udx  -f-  vdy  -f-  wdsj 

le  travail  total  de  la  force  Y,  pour  un  parcours  quelconque  de 
son  point  d'application,  ne  dépendra  que  des  deux  points  ex- 
trêmes de  ce  parcours,  et  sera  indépendant  du  trajet  intermé- 
diaire. Mais  alors  l'intégrabilité  de  la  fonction 

udx  +  vdy  +  wdz 

subsiste  quels  que  soient  les  axes  rectangulaires  auxquels  on 
rapporte  les  positions  du  système.  Il  résulte  de  là  que  la  pro- 
priété analytique  de  la  fonction 

udx-^vdy-^vodZf 

bien  qu'elle  ait  été  reconnue  en  faisant  usage  d'un  sys- 
tème d'axes  particulier,  subsiste  encore  pour  tout  autre 
système  d'axes.  Elle  suppose  d'ailleurs  un  cas  très  particu- 
lier :  1**  les  trois  racines  de  l'équation  en  X  doivent  être 
réelles;  S""  les  trois  plans  correspondants  à  ces  trois  racines 
doivent  être  rectangulaires. 

Continuons  à  prendre  le  plan  XOY  pour  le  plan  P  de  l'élé- 
ment qui  conserve  son  parallélisme,  et  projetons  sur  ce  plan 
le  mouvement  des  molécules  qui  le  traversent.  11  suffira 
d'étudier  les  variations  des  coordonnées  a:  et  t/  de  ces  molé- 
cules. 

▼.  — ntC.  C0LUGN03I.  6 


SS  PROPRIÉTÉS  DU  MOUYEMENT 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  A  traversé  à 
répoque  t  par  une  molécule  ;  on  fait  abstraction  de  la  troi- 
sième coordonnée.    Au   bout   du 
X    temps  dtf  les  coordonnées  de  la 


0    X 


même  molécule  seront 


x-^udt,      y-^vdt. 


^^ ^- 


*  Soient  de  même  a:  -4-  Ç,  y  -+-  tq 

^'  les  coordonnées,  à  l'époque  t,  de  la 

molécule  qui  passe  en  A',  les  différences  Ç  et  yj  étant  infini- 
ment petites.  Elles  deviennent,  au  bout  du  temps  d/» 


et 


Soit  a  Tangle  que  fait  à  l'époque  t  la  droite  AA'  avec  Taxe 
OX.  On  aura  à  l'époque  t 

taDgot=^>    ou  bien    ot=arctang^ 


î 


ï 


et  à  l'époque  t-hdt  l'angle  sera  devenu  a  4-  dx. 
On  aura  pour  la  variation  du  de  l'angle 

da = d  aix  tang  2  =  lè^riîl^ 
^Ç        Ç«  +  ,ï« 


_(l!:il!!MI^!+|^' 


?+*»« 


Donc  enfin 


ti^v  fdv     du\  du 

dt  F«-4-«« 


Telle  est  l'expression  de  la  vitesse  angulaire  de  la  droite 
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Aâ'  autour  du  point  A  supposé  fixe.  Si  sur  la  direction  AA'  on 
porte  une  longueur  r  inversement  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  de  la  vitesse  angulaire  prise  positivement >  il  viendra, 
en  prenant  le  signe  convenable  pour  le  premier  membre, 

_.    1      dv      ,     ,  fdv     du\  .  du  .  ^ 

ou  bien 

j- r« C08* «H-(j -r-j*^^^«^*"«"~^'  S'**  «  =  ±  1  ; 

si  Ton  pose  rcosa  =  X,  rsina=Y,  il  vient  l'équation  en 
coordonnées  rectangles 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  second  ordre 
ayant  son  centre  au  point  A.  G*est  une  ellipsB  lorsqu'on  a 


^dv     du\ * ^,dv  du 
^dy'^dxj         dxdy 


Alors  -n  conserve  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs 

de  a,  et  toutes  les  droites  AA'  tournent  dans  le  même  sens 
pendant  le  temps  dt  autour  du  point  A  supposé  fixe.  Si,  au 
contraire,  on  a 

dy      dx)         dxdy* 

la  courbe  représentative  des  valeurs  de  -^  représente  une 

hyperbole,  en  prenant  le  signe  supérieur,  et  une  seconde 
hyperbole,  située  dans  les  angles  des  asymptotes  que  la  pre- 
mière laisse  vides,  si  Ton  prend  l'autre  signe.  Dans  ce  cas, 
les  molécules  A'  situées  dans  les  angles  des  asymptotes 
opposés  par  le  sommet  tournent  dans  un  sens  autour  du 
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point  A,  tandis  que  les  molécules  situées  dans  les  deux  autres 
angles  tournent  autour  du  môme  point  en  sens  contraire.  Les 
molécules  situées  sur  les  asymptotes  ne  tournent  pas.  On 
remarquera  que,  dans  ce  dernier  cas,  les  racines  de  l'équation 
(7)  sont  réelles,  et  qu'alors  il  existe  en  un  même  point  trois 
éléments  plans  qui  restent  parallèles  à  eux-mêmes  dans  le 
déplacement  commun  du  système,  pendant  un  temps  infini- 
ment petit. 

Ces  résultats  rentrent  dans  la  théorie  que  l'on  a  nommée 
récemment  Cinématique  des  fluides^. 


LIGNES  GÉODÉSIQUES  d'uKE   SURFACE   DE  RÉYOLUTIOIC. 

58.  Si  la  surface  de  révolution  est  un  cylindre  droit  à  base 
circulaire,  elle  est  développable,  et  les  lignes  géodésiques  se 
transformeront  sur  le  plan  en  lignes  droites.  Réenveloppées 
sur  le  cylindre,  elles  dessineront  des  hélices  et,  comme  cas 
particulier,  des  génératrices  rectilignes  ou  des  cercles  de  sec- 
tion droite.  Nous  écarterons  ce  cas,  où  la  solution  est  connue 
à  priori. 

Soit 

(1)  a=y(r)=:y(v^F+p) 

l'équation  d'une  surface  de  'révolution  autour  de  Taxe  OZ  ; 
X,  y  y  z  sont  les  coordonnées  d'un  point,  et  r  sa  distance  à 
l'axe  OZ. 

Imaginons  qu'un  point  M  parcoure  celte  surface  sans  frot- 
tement, et  sans  être  soumis  à  aucune  force  autre  que  la  réac- 
tion normale.  Il  décrira  une  ligne  géodésique  (t.  III,  §  80). 

La  normale  à  la  surface  rencontre  l'axe  ;  donc  le  théorème 
des  aires  est  applicable  en  projection  sur  le  plan  XOY.  Appelons 

1.  Voir  à  ce  spjet  une  note  de  notre  Hydraulique  (2*  édition,  page  89.  — 
Paris,  Dunod,  1880),  où  l'on  trouvera  un  beau  théorème  sur  le  mouYement  per- 
manent; dû  à  M.  F.-G.-W.  Baehr,  professeur  à  l'École  polytechnique  de  Delft. 
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0  l'aDgle  ^polaire,  dont  la  tangente  trigonométrique  est  -.  Il 
viendra 

en  désignant  par  Â  la  vitesse  aréolaire  constante. 

De  plus,  comme  il  n'y  a  pas  de  travail,  la  vitesse  du  point 
M  est  constante.  Le  carré  de  la  vitesse  s'exprime,  en  admet- 
tant les  coordonnées  polaires  r  et  0  dans  le  plan  XOT,  et 
la  coordonnée  z  perpendiculaire  à  ce  plan,  par  la  fonction 

-jj .  On  a  donc,  en  appelants  une  nouvelle  con- 
stante, 

(3)  dr^ + r*d$  +  rfs»  =  BV(«. 

Élevant  au  carré  l'équation  (2),  et  divisant  l'équation  (3)  par 
le  carré  de  l'équation  (2),  on  éliminB  dt  et  il  vient 


dr*-^rde*-^dz^     B'— p 

— T~: — =;?-^» 


en  appelant  C  une  constante  positive. 
De  l'équation  (1)  on  tire 

dz  ^  ^'{r]dr, 

valeur  qui,  substituée  dans  l'équation  précédente,  donne,  en 
chassant  le  dénominateur, 


rfr*  +  r»rfÔ»  +  [  9'(r)  )'  rf»^ =1  Cr*d6« 


pour  l'équation  polaire  de  la  trajectoire,  en  projection  sur  le 
plan  XOY. 
Si  on  la  résout  par  rapport  à  dô,  il  vient 


(4)  rfe= 
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et  la  solution  s'achève  par  une  quadrature,  qu'on  pourra  tou- 
jours effectuer  dès  qu'on  connaîtra  la  fonction  9,  c'est-à-dire 
la  forme  de  la  surface. 

On  peut  démontrer  que,  dans  les  surfaces  de  révolution, 
le  produit  du  rayon  r  par  le  sinus  de  l'angle  9  que  fait  la  ligne 
géodésique  avec  le  méridien,  est  constant  en  tous  les  points  de 
la  ligne. 

Imaginons  en  effet  un  point  matériel  qui  suive  la  ligne  géo- 
désique avec  une  vitesse  v  constante.  Le  moment  de  la  vitesse 
par  rapport  à  l'axe  OZest  constant.  Or  nous  pourrons  décom- 
poser la  vitesse  v  en  deux  composantes  rectangulaires,  dont 
l'une  VCOS9  sera  tangente  au  méridien,  et  l'autre  vsiuf  sera 
tangente  au  parallèle.  Le  moment  de  la  première  compo- 
sante est  nul,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  de  l'axe.  Le  moment 
de  la  seconde,  qui  est  normale  à  l'extrémité  du  rayon  r,  est 
r  sîn  9  X  r.  Donc  on  a 

vr  sin  f  =  constante. 

U  en  résulte  que  r  sin  9  est  constant,  puisque  le  facteur  1;  est 
lui-môme  constant. 

39.  Appliquons  ce  théorème  à  la  sphère.  Soient  P  et  P'  les 

pôles,  EE'  l'équateur,  0  le  centre 
de  la  sphère ^  R  =  OM  le  rayon, 
et  X  la  latitude  d'un  point  M,  ou 
le  complément  de  l'angle  POM.  On 
aura  pour  le  rayon  du  parallèle 

r  =  Rcos/, 

et  la  ligne  géodésique  sera  déûnie 
par  la  condition 


ou  bien 


Fig.  44. 

R  cos  X  sin  ^  =  constante, 

cos  X  sin  ^  =r  constante, 

puisque  R  est  constant. 


Cette  équation  définit  un  arc  de  grand  cercle  MN  ;  car  elle 
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revient  à  la  proportion  des  sinus  dans  le  triangle  sphérique 
PMN; 

sinPM  _  sinPN 
sinPNM"'sinPMN' 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

sin  PX  X  sin  PBIN  =  cos  JL  sin  9  =  cos  >o  un  fo* 

en  appelant  X^  la  latitude  PN,  et  9^  Tangle  azimutal  PNM  d'un 
autre  point  de  l'arc  de  grand  cercle  MN. 

40.  Remarques.  —  1^  On  a  démontré  (t.  III,  §  82)  que,  tout  le 
long  d'une  ligne  géodésique,  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
est  normal  à  la  surface.  11  en  résulte  que  tout  méridien  est  une 
ligne  gëodésique,  et  que,  parmi  les  parallèles,  celui  pour 
lequel  le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  à  l'axe  de 
révolution,  est  aussi  une  ligne  géodésique. 

Dans  le  premier  cas,  la  constante  A  est  nulle  et  la  constante 
C  infinie  ;  l'équation  (4)  donne  dô  =  0. 

Dans  le  second  cas,  on  a  (f'(r)  infini,  avec  dr  =  0,  ce  qui 
laisse  dO  indéterminé. 

Dans  le  cas  général,  les  conditions  de  réalité  du  radical  de 
l'équation  (4)  feront  connaître  des  limites  de  r,  et  défini- 
ront les  parallèles  entre  lesquelles  la  ligne  géodésique  est 
comprise.  Comme  dt  est  toujours  positif,  dO  doit  conserver 
toujours  le  même  signe,  et  il  faudra  changer  le  signe  du  ra- 
dical dans  l'équation  (4)  toutes  les  fois  que  r  atteint  une  limite 
au  delà  de  laquelle  dr  change  de  signe. 

^  L'équation  (4)  intégrée  fait  connaître  en  coordonnées  po- 
laires la  projection  de  la  courbe  cherchée  sur  un  plan  XOY  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  révolution.  Mais  il  sera  ordinairement 
plus  commode  de  recourir  pour  le  tracé  de  la  courbe  au  mode 
de  représentation  suivant. 

Nous  supposelrons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  surface  de  ré- 
volution ait  pour  méridienne  une  courbe  PA  qui  rencontre  à 
angle  droit  l'axe  de  révolution  OZ  en  un  point  P,  et  nous  ap- 
pellerons ce  point  le  pôle  de  la  surface. 


88 


r' 


LIGNES  GÉODËSIQUES 

La  méridienne  PA  a  pour  équation  2=9(r),  z  étant  compté 
sur  OZ  à  partir  d*un  point  0  quelconque,  et  r  étant  l'ordonnée 
correspondante.  Si  l'on  mène  par  OZ  un  plan  OPB  faisant  avec 


FIg.  45. 


le  plan  OPA  un  angle  0  quelconque,  on  aura  une  seconde  posi- 
tion PB  de  la  méridienne,  et  un  point  M  aura  pour  coordon- 
nées OH  =2,  HM=r. 

Proposon&-nous  de  faire  sur  le  plan  la  représentation  de  la 
surface,  sous  la  condition  que  les  méridiens  PA,  PB,...  soient 
représentés  par  des  droites  P'A',  P'B',...  émanant  d'un  même 
point  F  pris  pour  représenter  le  pôle,  et  que  tous  les  angles 
soient  conservés  quand  on  passe  de  la  surface  au  plan.  Il 
faudra  d'abord  que  les  angles  autour  du  point  P'  soient  les 
mêmes  que  les  angles  0  des  plans  qui  rayonnent  autour  du 
point  P.  De  plus,  si  l'on  prend  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  N  sur  la  surface  et  leurs  correspondants  m  et  n  sur  le 
plan,  il  faudra  que  l'angle  en  N  soit  égal  à  l'angle  en  n.  Cette 
condition  nous  donnera  la  loi  de  la  représentation  cherchée. 

De  la  relation  z=f(r)  on  peut  déduire  une  relation  entre 
le  rayon  r  du  parallèle  et  l'arc  s=PM  compté  sur  la  méri- 
dienne. Soit  «=(|/(r)  l'équation  qui  lie  entre  elles  ces  deux 
quantités.  Si  l'on  trace  l'élément  MM'  de  parallèle,  on  aura 
MM' =rdO  et  M'N  =  ds.  Donc  l'angle  N  du  triangle  infiniment 
petit  MM'N  a  pour  tangente  trigonométrique 

Pour  définir  les  points  m  du  plan,  nous  emploierons  les 
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angles  polaires  mFA',  égaux  à  0,  et  les  rayons  vecteurs 
Fjn=rA.  On  aura  dans  le  triangle  mm'ny  rectangle  en  m', 

kdB 
taDg«  =  ^. 

L'égalité  des  angles  exige  donc  qu'on  ait  tangN=tangn, 
ce  qui,  revient  à  l'équation 

Comme  s  est  une  fonction  de  r,  on  aura  d8=^^'(r)dry  et  on 
trouvera  h  en  fonction  de  r,  en  intégrant  Téquation 


-T-  =s-2-i-^ — >    ce  qui  donne    h 


rmdr 


Si^  au  lieu  d'exprimer  s  en  fonction  de  r,  on  exprimait  r  en 
fonction  de  s,  au  moyen  d'une  équation  de  la  forme  r=f(8), 
on  aurait  à  intégrer  l'équation 

dh_ds^ 

A -/!*)• 

Supposons  cette  intégration  faite,  sous  une  forme  ou  sous 
l'autre.  Elle  conduira  à  une  équation  qui  exprimera  h  en  fonc- 
tion de  r  ou  de  s^  et  qui  permettra  de  faire  correspondre  les 
points  du  plan  à  ceux  de  la  surface. 

Cela  lait,  il  est  facile  de  tracer  sur  le  plan  la  transformée 
d'une  ligne  géodésique.  En  effet,  l'équation  d'une  ligne  géo- 
désique  est 

rsïnf=  constante. 

Si  Ton  se  donne  la  constante,  la  ligne  géodésique  est  déter- 
minée dés  qu'on  en  fait  connaître  un  point.  Cette  équation 
exprime  l'angle  9  en  fonction  de  r,  et  par  suite  en  fonction  de 
h.  Donc  les  angles  9,  qui  sont  conservés  sur  le  plan,  sont  don- 
nés pour  chaque  distance  h  au  centre  F,  et  par  conséquent  on 
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retombe  sur  le  problème  qui  consiste  à  tracer  une  courbe 
continue  coupant  sous  des  angles  fonctions  des  rayons  une 
série  de  circonférences  concentriques.  C'est  le  problème  in- 
verse des  épicycloïdes  (t.  I,  §  146),  et  c'est  aussi,. comme  on  l'a 
vu,  le  problème  des  trajectoires  décrites  sous  l'action  d'une 
force  cejitrale  (t.  V,  §  17), 

On  reviendra  ensuite  de  la  ligne  tracée  sur  le  plan  à  la  ligne 
qui  lui  correspond  sur  la  surface,  en  passant  des  valeurs  de 
h  en  fonction  de  6  aux  valeurs  correspondantes  de  r  ou  de  s 
en  fonction  du  même  angle  6. 

Cette  solution  s'étendrait  sans  difficulté  au  cas  où  la  courbe 
méridienne  ne  rencontrerait  pas  l'axe  de  révolution,  ou  le  cou- 
perait sous  un  angle  autre  que  Tangle  droit. 

SURFACES  DE  NIVEAU  DANS   UN   CAS   PARTICULIER  d'ÉQUILIBRE  RELATIF. 

41.  Supposons  que  les  molécules  composant  un  fluide 
soient  soumises  à  la  loi  de  l'attraction  mutuelle  proportion- 
nelle aux  distances.   On  sait  que  , 
dans  ce  cas,  l'attraction  totale  exer- 
cée par  un  système  matériel  sur  un 
b»r'    point  matériel  quelconque,  extérieur 
ou  intérieur,  est  la  même  que  si  la 
masse  entière  du  système  attirant 
était  concentrée  en  son  centre  de 
gravité  (t.  II,  §  220). 
„.    ,.  Nous  allons  chercher  les  surfaces 

F]g.  46. 

de  niveau  d'un  système  fluide,  sou- 
mis à  l'attraction  proportionnelle  à  la  distance,  et  animé  au- 
tour d'une  droite  fixe  OZ,  passant  par  son  centre  de  gravité 
0,  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme.  Soit  o)  la  vitesse 
angulaire.  Prenons  pour  axes  l'axe  de  rotation  OZ,  puis  deux 
autres  axes  rectangulaires,  OX,  OY,  mobiles  avec  le  système. 
Un  point  M  quelconque  est  en  équilibre  relatif  sous  l'action 
de  deux  forces,  savoir  :  l'attraction  du  système,  dirigée  sui- 
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iFant  MO  et  proportionnelle  à  la  dislance  MO=r;  et  la  force 
centrifuge,  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  PM 
normal  à  Taxe  OZ,  et  proportionnelle  à  ce  rayon  r.  Rapportées 
à  Tunité  de  masse,  ces  forces  seront  exprimées,  la  première 
par  KV,  la  seconde  par  wV. 

Projetées  sur  les  axes,  elles  donneront  :  la  première,  les 
composantes 

la  seconde,  les  composantes 

L'équation  des  surfaces  de  niveau  est  donc 
équation  intégrable,  et  qui  donne 

(1)  {««  —  K*){x«  +  y«)  —  K«s«= constante. 

Cette  équation  représente  des  surfaces  de  révolution  autour 
de  OZf  dont  la  méridienne  dans  le  plan  ZOX  s*oblient  en  fai- 
sant y  =  0. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation 

(2)  («^ — K»)  «• — K*3»  =  constante 

sont  du  second  ordre,  et  elles  ont  pour  axes  principaux  Taxe 
de  révolution  OZ  et  la  perpendiculaire  OX  menée  par  le 
centre  de  gravité.  Ce  sont  des  hyperboles  si  (i)>K,  des 
ellipses  si  (i)<K;  enfin  l'équation  (2)  représente  une  série  de 
droites,  et  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  normaux 
à  OZ,  lorsque  a)=K.  Dans  ce  cas  particulier,  la  résultante  des 
forces  K*r  et  w'r'  est  parallèle  à  l'axe  OZ. 

Nous  développerons  la  solution  dans  le  second  cas,  celui 
où  Ton  a  0)  <  K.  L'équation  (2)  devient  alors 

(K*  —«»)«»  +  K*s«  e=  constante, 
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ce  qu'on  peut  écrire 

*      1  *  4 

fiTK*  — «*■"   ' 

en  attribuant  à  la  constante  une  valeur  particulière,  ce  qui  ne 
change  pas  la  similitude  de  la  courbe- 
La  méridienne  des  surfaces  de  niveau  est  donc  semblable 
à  une  ellipse  AB,  dont  le  demi-axe  OA  est  égal  à  K  et  le 

demi-axe  OB  égal  à  ^K*— cd*.  Si  du  point  B  comme  centre, 

avec  un  rayon  égal  à  OA,  on  décrit  un 
arc  de  cercle,  il  coupe  la  droite  OA 
au  foyer  F  de  l'ellipse.  On  a  donc 
0¥=îù.  Ainsi  la  demi-excentricité  de 
Tellipse  est  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire, et  le  demi  grand  axe  est  égal  à 
la  racine  carrée  du  coefficient  K*  de 

Fig.  47.  ,  .  1 

l'attraction  totale. 
L'aplatissement  relatif,  commun  à  toutes  les  surfaces  de 
niveau,  est  le  rapport 

-oÂ K — =*-v*"U;  ' 

a 

A      t 

quantité  sensiblement  égale  à  ^  ^>  si  le  rapport  j^  est  sufS- 

samment  petit. 
Le  rayon   de  courbure  de  la  courbe  en  A  est  égal  à 

—g —  =  K— g-;  en  B  il  est  égal  a  --===j  si  g  est  très 

1  (0* 

petit,  ce  dernier  rapport  est  sensiblement  égal  à  K  -i-  ^  g-;  de 

sorte  que  la  somme  du  rayon  de  courbure  au  sommet  A 
et  du  double  du  rayon  de  courbure  au  sommet  B  est  égale 
à3K. 
La  loi  d'attraction  que  nous  avons  admise  dans  ce  problème 
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n'est  pas  celle  qu'on  observe  en  réalité.  L'analyse  qu'on  vient 
de  présenter  s'applique  cependant,  à  titre  d'approximation 
grossière,  au  globe  terrestre.  On  sait  que  l'attraction  à  l'in- 
léricur  du  globe  serait  proportionnelle  à  la  distance  au 
cenlre,  si  le  globe  était  rigoureusement  sphérique  et  formé  de 
couches  sphériques  homogènes.  La  divergence  entre  les  deux 
lois  d'attraction,  pour  un  point  intérieur  au  globe,  résulte 
donc  seulement  du  renflement  équatorial  qui  altère  la  forme 
sphérique,  et  des  variations  de  densité  qui  peuvent  avoir  lieu 
en  divers,  points  d'une  môme  couche.  Si  donc  on  applique  au 
globe  terrestre  le  calcul  fondé  sur  l'hypothèse  d'une  attrac- 
tion proportionnelle  à  la  distance  au  centre,  on  obtiendra  un 
résultat  inexact,  mais  cependant  peu  différent  du  vrai  ré- 
sultat, par  suite  de  la  faible  influence  de  ces  circonstances 
perturbalrices. 

La  vitesse  angulaire  du  globe,  co,  est  égale  à  0,000073.  Pour 
calculer  K',  remarquons  qu'à  l'équateur  l'attraction  du 
globe  sur  un  point  de  masse  égale  à  l'unité  est  égale  à  la 
valeur  ^  de  l'accélération  9,  quand  on  laisse  de  côté  la  force 
centrifuge,  qu'on  doit  ici  compter  à  part.  On  a  donc,  en  appe- 
lant R  le  rayon  équatorial, 

K«R  =  /=:yH-ai«R.l 

Si  l'on  fait  ^  =  9»,815  et  R=6576821«*  (t.  ffl,  §201), 
on  trouve 

K=y|= 0,00124063, 

et  l'aplatissement  relatif  i^]  est  égal  à  ^  =  0,001731, 

1  1 

soit  r==-  L'aplatissement  observé  est  d'environ  ^^*  L'erreur 

relative  est  d'environ  moitié;  mais,  si  l'on  a  en  vue  seu- 
lement la  forme  générale  du  globe  terrestre,  les  deux  ré- 
sultats s'accordent  à  faire  reconnaître  qu'elle  est  très  peu  dif- 
férente de  la  sphère. 
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MOMENTS   DIMERTœ.    —  DISTRDUTION  DES  AXES  PRINCIPAUX 

DANS   LE   PLAN. 


42.  Etant  donné  un  système  de  points  matériels  situés  dans 

un  plan,  on  pourra  toujours  trouver  le 
centre  de  gravité  0  de  ce  système  et  les 
directions  OX,  OY  de  ses  axes  principaux. 
Si  l'on  appelle  x^  y  les  coordonnas  du 
point  de  masse  m,  le  système  d'axes  OX, 
OY  satisfera  aux  trois  conditions 


Y 

Y-Vï' 
0' 

x- 

(a.pi        X' 

0 

I 

►                 1 

Ftg.  tô. 


(1)       ^mx  =  0,    "^my-^O,     ^mTy  =  0, 


les  sommes  indiquées  étant  étendues  h  tous  les  points 
donnés. 

Cherchons  les  directions  des  axes  principaux  pour  un  point 
0'  quelconque,  défini  par  ses  coordonnées  a  et  ^.  Pour  cela, 
nous  commencerons  par  transporter  les  axes  OX,  OY  parallè- 
lement à  eux-mêmes  en  O'X'  et  O'Y';  ensuite  nous  ferons 
tourner  ces  axes  autour  du  point  0'  d'un  angle  9,  tel,  que  la 
somme  analogue  à  Zmort/,  prise  pour  les  nouveaux  axes,  soit 
égale  à  zéro. 

Soient  x'^  y'  les  coordonnées  du  point  (x,  y),  rapportées 
aux  axes  O'X',  O'Y'.  Il  viendra  d'abord 


(2) 


et  par  conséquent 


rc'«  =  ««  —  2«a: -f  a«. 


multipliant  par  m,    et   faisant  la  somme  étendue  à  tous 


w 
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les  points,  on  a,  en  tenant  compte   des  équations  .(  1  ), 

M  représente  la  masse  totale  du  système  de  points. 

Pour  passer  des  axes  O'X',  O'Y'  aux  axes  O'F,  O'Y",  on  ap- 
pellera xfj  xf  les  coordonnées  du  point  x',  j/,  et  on  aura,  en 
exprimant  les  nouvelles  coordonnées  en  fonction  des  an- 
ciennes, 

Donc 

= 5  (y^  -  «'*)  «in  2|)  +  «y  C08  2(p. 

Multiplions  par  m,  et  faisons  la  somme  pour  la  totalité  des 
points.  Il  Tiendra 

Vifuf y  =  ^  sin  2f  f  ^my^  —  VtiM/*  j  -f  cos  2y  y^wx^/. 

On  peut  déterminer  9  de  telle  sorte  que  la  somme  Zmotfy" 
devienne  nulle.  Il  suffit  en  eflet  de  faire 

2^mjty 
tang2f  = 


7  mx^  —  /tny'* 


Remplaçons  Zmx^  par  Mp/,  en  appelant  p^  le  rayon  de 
giration  du  système  matériel  par  rapport  à  Taxe  OY  ;  et  de 
même  £my*  par  Mp/.  Il  vient 

ç PMg^ 2gg 

Cette  équation,  d'où  la  masse  M  a  disparu,  fait  connaître 
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pour  tang  29  une  valeur  unique.  A  cette  valeur  correspondent 
pour  Pangle  2^  une  infinité  de  valeurs  équidifférentes,  et 
dont  la  différence  est  égale  à  x  ;  si  l'on  en  prend  les  moitiés, 

on  aura  pour  9  des  angles  qui  différeront  de  ~,  et  qui  défini- 
ront seulement  deux  directions  rectangulaires.  Ce  seront  les 
directions  des  axes  principaux  au  point  0'. 

On  voit  que  Ton  a  tang  2^  =  0,  c'est-à-dire  9  =  0  et  9  =  5» 

pour  tous  les  points  des  axes  principaux  OX,  OY,  qui  passent 
au  centre  de  gravité.  Car  alors  l'un  des  facteurs  du  pro- 
duit a^  est  nul.  On  sait  en  effet  que  les  axes  principaux 
OX,  OY  qui  passent  au.  centre  de  gravité,  sont  principaux  en 
tous  leurs  points. 

Si  les  rayons  de  giration  p^  et  p,  sont  égaux,  l'ellipse 
centrale  d*inertie  se  réduit  à  une  circonférence,  et  toute  droite 
passant  par  0  est  un  axe  principal.  Dans  ce  cas,  les  droites 
menées  par  le  point  0,  et  les  droites  qui  leur  sont  perpendi- 
culaires, forment  un  système  d'axes  principaux  pour  leur 
intersection. 

On  a  dans  ce  cas 

fang2?  =  ;^,, 

ce  qui  donne  tang9=  -  pour  une  des  racines  et  tang  9=  — - 

pour  l'autre. 

43.  Si  l'on  suit  à  partir  du  point  0'  la  direction  O'X"  de 
l'un  des  axes  principaux  en  ce  point,  puis  qu'on  répète  la 
construction  en  un  point  0"  infiniment  voisin,  et  ainsi  de  suite 
indéfiniment,  on  tracera  sur  le  plan  une  courbe  continue, 
dont  les  tangentes  et  les  normales  seront  en  chaque  point  les 
axes  principaux  correspondants.  On  peut  faire  la  même 
construction  aussi  sur  O^Y"  et  sur  les  normales  à  la  courbe 
déjà  tracée,  de  sorte  qu'on  arrive  à  découper  le  plan  par  deux 
systèmes  de  courbes  orthogonales,  tangentes  aux  axes  prin- 
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cipaux  de  tous  leurs  points  d'intersection.  Dans  celte  hypo- 
thèse on  a 


et  par  conséquent 


2^ 


a  dx  idadA 

*      dx* 

de  sorte  que  les  deux  familles  de  courbes  orthogonales  sont 
définies  par  Téquation  difTérentielle  du  premier  ordre  et  du 

second  degré  en  -r 

En  tous  les  points  de  l'hyperbole  définie  par  l'équation 

tang  2^  est  infinie  :  ce  qui  montre  que  les  axes  principaux 
ont  la  direction  ?=t»  ?=x'  ®^  ^^^^  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  des  axes  OX,  OY.  Celte  hyperbole  coupe  l'un 
ou  l'autre  de  ces  axes,  suivant  le  signe  de  la  différence 
p/ — p,",  en  deux  points  symétriquement  placés  par  rapport 
au  point  0.  En  ces  points,  il  y  a  un  double  système  d'axes 
principaux;  car,  l'un  des  facteurs  a  et  ^  étant  nul,  les  axes 
principaux  sont  parallèles  aux  axes  OX,  OY;  et  le  point  ap- 
partenant à  l'hyperbole,  les  axes  principaux  doivent  être 
aussi,  par  le  principe  de  continuité,  parallèles  aux  bissec- 
trices de  ces  mêmes  axes.  Donc,  en  ces  deux  points  dHnter- 
section^  Vellipse  d'inertie  se  réduit  à  un  cercle.  On  peut  vérifier, 

en  effet,  que  si  Ton  a  par  exemple  ^  =  0,  (i=yjp\ — p\,  les 
deux  moments  d'inertie  ^mx'^j  Zmy^  sont  tous  deux  égaux 
à  Imy*. 

44.  La  même  théorie  peut  être  faite  pour  l'espace.  On 

IV.   —  Hic.   C0LLIGK09.  7 
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commencera  par  transporter  les  axes  naturels  OX,  OY,  OZ, 
menés  par  le  centre  de  gravilé  0,  parallèlement  à  eux-mêmes 
en  un  point  0'  :  ce  qui  altérera  les  trois  sommes  Sma:",  2my'*, 
2ms'*,  et  ce  qui  donnera  des  valeurs  aux  sommes  Zmafy\ 
Imy'z'j  Imz'x'.  Puis  on  fera  tourner  les  axes  (yi'y  CY',  (Yl' 
autour  du  point  0,  en  cherchant  Torientation  qu'il  faut  leur 
donner  pour  réduire  à  zéro  les  sommes  lmaf'y'\  Zmtf^fj 
ZmzV  prises  pour  ces  nouveaux  axes.  Il  faudra  trois  angles 
pour  définir  la  position  de  ces  axes  par  rapport  aux  précé- 
dents, et  par  conséquent  on  aura  trois  équations  qui  feront 
connaître  les  positions  des  axes  principaux  en  fonction  des 
coordonnées  a,  p,  y  de  la  nouvelle  origine. 

Les  axes  naturels  OX,  OY,  OZ  sont  principaux  en  tous  leurs 
points,  et  les  plans  principaux  du  point  0  conservent  leur 
parallélisme  pour  tous  les  points  pris  sur  l'un  de  ces  axes.  Si 
rellipsoîde  central  d'inertie  est  une  sphère,  trois  plans  rectan- 
gulaires conduits  par  le  point  0  forment  un  système  de  plans 
principaux,  et  on  obtient  encore  des  plans  principaux  en  dé- 
plaçant le  trièdre  trirectangle  parallèlement  à  lui-même,  le 
long  d'une  de  ses  arêtes. 

Mais  tandis  que,  dans  le  plan,  il  existe  toujours  deux  points, 
symélriquement  placés  par  rapport  au  centre  de  gravité,  pour 
lesquels  l'ellipse  d'inertie  devient  un  cercle  (quand  l'ellipse 
centrale  n'est  pas  elle-même  une  circonférence),  il  n'existe 
pas  toujours,  pour  un  système  matériel  dans  l'espace,  des 
points  où  l'ellipsoïde  d'inertie  soit  une  sphère. 

En  effet,  soient  a,  p,  y  ^^s  coordonnées  d'un  point  0'  pour 
lequel  rellipsoîde  d'inertie  serait  une  sphère.  Alors  le»  mo- 
ments d'inertie  par  rapport  à  des  axes  quelconques  menés  par 
ce  point  seraient  égaux.  Prenons  les  axes  parallèles  aux  axes 
principaux  de  l'origine.  L'égalité  des  moments  d'inertie  par 
rapport  aux  axes  entraîne  l'égalité  des  moments  d'inertie 
pur  rapport  aux  plans  des  axes  pris  deux  à  deux.  On  aura 
donc 
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OU  bien 


2»w« + M«*= 2«^ + »^*= 2I"«* + ''y'- 


D'un  autre  côlé,  les  nouveaux  plans  coordonnés  étant  prin- 
cipaux, comme  les  anciens,  on  a 

c'est-à-dire 

Ma^  =  0,      lljSy  =  0,       May  =  0. 

Donc  deux  des  trois  coordonnées  a,  ^,  y  ^^"^  nécessairement 
nulles.  Soit  par  exemple  p  =  0,  y  =  0.  Les  premières  équa- 
tions se  réduisent  à 

et  il  faut»  pour  qu'on  trouve  une  valeur  de  a  qui  satisfasse  à 
ces  conditions,  que  l'on  ait  2my'  =  Imz^,  c'est-à-dire  que 
l'ellipsoïde  central  soit  de  révolution  autour  de  Taxe  OX. 


FORME  DE  l'hERPOLODIE  DE  POIMSOT. 


45.  Poinsot,  et,  d'après  lui,  tous  ceux  qui  ont  exposé  la 
théorie  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe 
quand  il  n'y  a  pas  de  force  appliquée  au  corps,  ont  admis 
que  Vherpolodiey  c'est-à-dire  la  courbe  décrite  par  le  pôle 
instantané  sur  le  plan  invariable,  était  une  courbe  ondulée, 
servant  de  base  à  un  cône  à  cannelures.. 

M.  le  comte  de  Sparre,  professeur  à  l'Université  catholique 
de  Lyon,  a  le  premier  reconnu  par  le  calcul  qu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  et  que  Therpolodie  n'a  pas  de  points  d'inflexion;  de 
sorte  que  sa  courbure  est  toujours  de  même  sens,  la  concavité 
de  la  courbe  regardant  toujours  le  pied  de  la  normale  abaissée 
du  point  fixe  sur  le  plan  invariable.  Ce  résultat  est  contenu 
dans  un  mémoire  où  le  savant  auteur  applique  aux  problèmes 
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de  la  rotation  d'un  solide  et  du  pendule  conique  l'analyse 
des  fonctions  elliptiques,  déjà  employée  par  M.  Herinite  pour 
l'étude  de  ces  questions  *. 

M.  Mannheim  a  donné  du  même  théorème  une  démonstra- 
tion géométrique  dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  des 
Sciences  des  6  et  13  avril  1885.  Il  a  reconnu,  par  la  simple 
géométrie,  que  l'herpolodie  de  Poinsot,  obtenue  en  faisant 
rouler  sur  un  plan  un  ellipsoïde  qui  satisfait  aux  inégalités 
A<B-l-C,B<A-i-C,C<B-l-A  (t.  ffl,  §  241),  ne  peut 
avoir  ni  point  de  rebroussement,  ni  point  d'inflexion. 

La  question  a  été  depuis  reprise  par  plusieurs  auteurs  : 
MM.  de  Saint-Germain  *,  Franke»,  etc. 

On  trouvera  des  recherches  très  intéressantes  sur  la  théorie 
de  Poinsot  et  sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  révolu- 
tion fixé  par  un  point  de  son  axe  dans  les  communications 
de  M.  Darboux  à  l'Académie  des  Sciences,  des  29  juin,  6  et 
20  juillet  1885,  et  de  M.  Halphen,  du  20  avril  1885. 

PREUVES  MÉCANIQUES  DE  LA  ROTATION  DE  LA  TERRE. 

46.  Sous  ce  titre,  M.  Ph.  Gilbert,  professeur  à  l'université 
de  Louvain,  a  passé  en  revue  et  discuté  les  divers  modes 
d'expérience  qu'on  a  employés  à  diverses  époques  pour  mettre 
en  évidence  la  rotation  du  globe  terrestre  *. 

Il  a  signalé  de  nombreuses  anomalies  dans  les  résultats 
bruts  observés  par  Reich,  en  1831,  aux  mines  de  Freiberg, 
expériences  qui  ont  consisté  essentiellement  à  laisser  tomber 
dans  un  puits  une  balle  pesante,  et  à  constater  la  déviation 
qu'elle  subit  (t.  III,  §"205).  En  réalité,  l'accord  annoncé  entre 
la  théorie  et  l'observation  n'est  obtenu  qu'en  prenant  des 

1.  Sur  le  mouvement  d'un  solide  autour  d*un  point  fixe  et  sur  le  pendule  co- 
nique,  par  le  comte  de  Sparre,  extrait  des  Annales  de  la  Société  scientiiique  de 
Bruxelles,  9*  année,  1885.  —  Comptes  rendus  de  V Académie  des  sciences,  24  no- 
vembre 1884. 

2.  Comptes  rendus  du  27  avril  1883. 

3.  Comptes  rendus  du  29  juin  1885. 

4.  Revue  des  questions  scientifiques,  avril  1882  (Bruxelles). 
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moyennes  entre  des  résultats  très  discordants,  et  en  élaguant 
un  certain  nombre  d'observations  qui  auraient  altéré  trop 
notablement  la  moyenne,  sans  qu'il  y  eût  d'ailleurs  aucune 
objection  contre  leur  admission  au  même  titre  ^ue  les  autres. 
La  conclusion  de  M.  Gilbert  est  que  ces  expériences  sont  à 
refaire,  mais  qu'elles  supposeiit  des  mesures  si  délicates,  et 
qu'elles  comportent  de  telles  chances  d'erreur,  qu'il  y  a  peu 
d'espoir  d'en  tirer  des  conclusions  valables. 

Le  pendule  de  Foucault,  et  ses  expériences  au  Panthéon, 
en  1851,  bientôt  après  le  gyroscope  du  même  auteur,  puis  le 
pendule  gyroscopique  de  M.  Sire ,  enfin  le  gyrobaroscope  de 
H.  Gilbert,  construit  par  M.  Ducrétet,  sont  des  appareils  qui 
permettent  d'atteindre  une  bien  plus  grande  précision  dans 
les  mesures,  et  de  constater  d'une  manière  de  plu^  en  plus 
exacte  l'accord  de  la  théorie  et  des  faits  observés  en  ce  qui 
concerne  la  rotation  du  globe  terrestre. 

QUELQUES   REMARQUES    SUR   LA   DYNAMIQUE. 

47.  Nous  avons  étudié,  au  Congrès  de  l'Association  fran- 
çaise à  la  Rochelle,  séance  du  28  août  1882,  le  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  une  corde  du  globe  terrestre ^  en  suppo- 
sant le  globe  homogène.  On  reconnaît  facilement  que  ce 
mouvement  est  oscillatoire,  et'que  la  durée  du  parcours^ 


='V^ 


(équation  où  a  désigne  le  rayon  de  la  sphère  terrestre),  est 
indépendante  de  la  corde  considérée  (abstraction  faite  des 
petites  variations  de  g).  Ce  résultat  n'est  pas  altéré  quand  on 
suppose  un  frottement  proportionnel  à  la  pression  normale  : 
le  trajet  est  raccourci,  mais  la  durée  du  trajet  reste  la  même. 
Au  Congrès  de  Grenoble  en  1885,  séance  du  14  août,  nous 
avons  retrouvé  une  expression  semblable. 


=-Vl' 


ft 
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pour  la  durée  du  tour  entier  du  cerde  d'horizon  qu'on 
aperçoit  d'un  point  S,  at>ec  la  viiesie  due  à  la  hauteur  de 
ce  point  S,  de  sorte  que  cette  durée  est  indëpeudanle  de  la 
hauteur  ;  elle  varie  à  peine  d'un  point  a  l'autre  de  la  surface 
du  globe.  La  formule  peut  s'étendre  à  une  hauteur  de  chute 
quiconque,  moyennant  la  substitution  d'un  cercle  équi- 
valent, comme  surface,  à  la  calotte  sphërique  vue  du  point 
de  départ. 

La  quantité  i/-  est  une  vitesse  angulaire,  <#.  Cette  vitesse, 

calculée  en  faisant  usage  de  la  valeur  de  g  qui  correspond 
à  l'attraction^  abstraction  faite  de  la  force  centrifuge  due 
au  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  est  le  moyen  mouve- 
ment d'un  9atellite4imite^  qui  raserait  la  surface  du  globe  en 
décrivant  un  grand  cercle  de  la  sphére«  En  appliquant  à  ce 
satellite  fictif  et  à  la  iune  la  troisième  loi  de  Kepler,  on 
retrouve  la  distance  moyenne  de  la  lune  à  la  t^re,  si  Ton 
suppose  connue  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  notre 
satellite. 

Si  l'on  considère  une  planète  et  le  soleil,  et  qu'on  appelle 
a  le  rayon  de  la  planète,  t  la  durée  du  tour  d'horiion,  A  le 
rayon  du  soleil,  6  la  durée  du  tour  d'horizon  sur  la  surface 
solaire,  Lia  moyenne  distance  de  la  planète  au  soleil,  et  T  la 
durée  de  la  révolution,  on  a  entre  ces  six  quantités  la  relation 

a»     A»     L» 

Enfin  le  produit  de  la  durée  du  tour  d'horizon  pour  une 
planète  quelconque  par  la  racine  carrée  de  la  densité  moyenne 
de  cette  planète  est  constant  pour  toutes  les  planète*. 
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48.  Imaginons  un  point  mobile  M  qui  parcourt  une  cer- 
taine trajectoire  AB.  Soit,  à  un  instant  donné,  v  sa  vitesse, 
dirigée  suivant  la  tangente  HT,  et  j  son  accélération  totale. 
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dirigée  saivant  la  ligne  MS,  qui  est  contenue  dans  le  plan 
osculateur  au  point  M.  Soit  [k  l'angle  SMT  d^  raccélération 
avec  la  vitesse;  soit  enfin  p  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire, MM  la  normale  principale,  et  C  le  centre  de  cour-^ 
bure.  La  composante  normale  de 
l'accélération,  j  sin  {a,  sera  égale  à 

—9  et  par  suite 


P 


La  quantité  -r  peut  être  considé- 
rée comme  la  hauteur  qui  serait 
due  à  la  vitesse  v,  en  supposant  vig.id, 

que  Taccélérationj  reste  constante 

pendant  tout  le  parcours  de  cette  hauteur.  Si  donc  on  pro- 
jette le  point  C  en  H  sur  la  direction  de  l'accélération  totale 
et  qu'on  prenne  le  milieu  L  du  segment  MH,  la  longueur  ML 
est  la  hauteur  duc  à  la  vitesse  i^,  dans  l'hypothèse  où  l'ac- 
célération j  remplacerait  l'accélération  9  de  la  pesanteur. 

Supposons  de  plus  que  le  problème  du  mouvement  du 
point  M  admette  des  surfaces  de  niveau,  ce  qui  exige  que  les 
accéléra  tiens  J  soient  définies  pour  chaque  point  de  l'espace; 
si  Ton  fixe  la  valeur  de  la  vitesse  v  pour  Tune  de  ces  sur- 
faces, il  en  résulte  qu'en  tout  point  M  de  l'espace  on  con- 
naîtra à  la  fois  la  valeur  de  l'accélération  j,  normale  à  la  sur- 
face de  niveau  EF  qui  passe  en  ce  point,  et  la  valeur  de  la 

vitesse  v;  on  connaiira  par  suite  la  quantité -r  =  MH,  qu'on 

pourra  porter  sur  la  direction  de  l'accélération  totale.  Menons 
par  le  point  H  un  plan  normal  à  MH  ;  ce  plan  contiendra  le 
point  C,  centre  de  courbure  au  point  M  de  la  trajectoire  du 
point  mobile,  quelle  qu'elle  soit,  et  l'on  obtient  ce  théorème  : 
Quand  il  y  a  des  surfaces  de  niveau  et  que  la  vitesse  du 
point  mobile  est  connue  en  grandeur  pour  chaque  point  de 
Fespacey  le  centre  de  courbure  de  toute  trajectoire  qui  passe 
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en  un  point  donné  est  contenu  dans  un  plan  qu'on   peut 
construire  à  priori. 

49.  Cette  remarque  trouve  son  application  dans  la  théorie 
du  mouvement  elliptique  des  planètes. 
Soient  0  le  centre  d'attraction,  que  nous  supposerons  fixe; 

M  la  position,  à  une  certaine 
époque,  du  point  mobile,  à  la 
distance  OM  =  r  du  centre 
fixe. 

L'accélération  y  du  point  M 
est,  par  hypothèse,  dirigée  sui- 
vant MO,  et  s'exprime  par  la 

K 

fonction  -^»  K  étant  une  con- 

stante.  Les  surfaces  de  niveau 
Kig.  50.  sont  ici  des  sphères  décrites  de 

0  comme  centre;  et  si  l'on 
donne  la  vitesse  î;  à  la  distance  OM  =  r,  la  vitesse  sera  con- 
nue pour  tout  point  de  Fespacc. 

L'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  du 
point  donne  dans  ces  conditions 


.«-r..=-2KJ;;^^  =  2K(l-i). 


équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


(1) 


'-Hl-h) 


en  déterminant  la  quantité  a  par  la  relation 


(2) 


2a 


= 1 


,  < 


2K 


2K 


2K 


sera 


Suivant  qu'on  aura  »,' <  —, w •  =  ^, « ' >—,  a 
positit,  infini  ou  négatif.  Nous  supposerons  ici  que  le  pre- 
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mier  cas  ait  lieu^  de  sorte  qu'on  obtiendra  une  certaine  lon- 
gueur positive  2a  satisfaisant  à  la  condition  (2). 

S'il  en  est  ainsi,  on  aura  v  =  0  pour  r  =  2a,  et  si  Ton  prend 
0A=2a,  tous  les  points  de  la  sphère  S  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  OA  pour  rayon  correspondent  à  une 
vitesse  nulle  du  point  mobile.  La  vitesse  v  en  un  point  quel- 
conque du  rayon  OA  est  donnée  par  l'équation  (1),  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme 


m  '-«fTir)-ïr- 


en  appelant  r'  la  distance  MA  du  point  M  à  la  surface  de 
niveau  de  vitesse  nulle. 

Formons  la  quantité  -r  ;  il  viendra 


V*      \ar) 


(4)  


'  (^) 


On  voit  que  la  hauteur  due  à  la  vitesse  v,  sous  l'accélé- 
ration Jf  est  proportionnelle  au  produit  des  deux  segments 
OM,  MA,  dans  lesquels  le  point  M  divise  le  rayon  OA.  Le 
maximum  de  ce  produit  a  lieu  pour  r=r',  c'est-à-dire  au 


v' 


milieu  de  OA  ;  on  a  alors  -r-  =  a. 

; 

Construisons  la  parabole  y  =  —  = • ,  qui  passe  par 

les  points  0  et  A,  et  qui  a  pour  ordonnée,  au  milieu  de  OA,  la 
moitié  de  la  distance  OA.  Si  Ton  rabat  MK  en  MH  sur  la 
direction  de  l'accélération,  le  centre  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire au  point  M,  quelle  qu'elle  soit,  sera  situé  sur  la 
droite  HH'  perpendiculaire  à  OA,  en  supposant  que  le  mou- 
vement s'opère  dans  le  plan  de  la  figure. 

On  peut  trouver  cette  quantité  MH  sans  tracer  la  parabole 
OKA. 
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Du  point  A  menons  une  tangente  AS  au  cercLe  décrit  de  0 
comme   centre    avec  OM  =  r  pour   rayon.  Abaissons  SP 

perpendicuiairement    sur  OA.    Il 
viendra 


ou 


Donc 


6S*=0PX0A 


r«=0PX2«- 


Fig.5l.  _„  r»       r(2a  — r)      rr^      v« 


Donc 


MHsx^sSPX. 


Le  cercle  MS  est  la  ligne  de  niveau  qui  passe  au  point  M. 

Il  est  remarquable  que  cette  construction  du  point  P  soit 
celle  que  Ton  fasse  pour  ramener  la  cubature  d'un  solide 
de  révolution  à  la  quadrature  d'une  surface  plane, 

Siy  aux  données  dont  on  a  déjà  fait  usage,  on  joint  la 
direction  MF  (fig.  50)  de  la  vitesse  v,  que  nous  supposions  seu- 
lement connue  en  grandeur^  le  mouvement  est  déterminé* 
On  voit  tout  de  suite  que  le  centre  de  courbure  au  point  M 
sera  le  point  C,  intersection  de  HII'  avec  la  normale  élevée 
dans  le  plan  PMO  perpendiculairement  à  la  vitesse  v. 

50.  Proposons-nous  de  déterminer  la  trajectoire  d'une 
manière  simple  et  sans  recourir  à  aucune  intégra- 
tion. 

Il  faudra  pour  cela  Joindre  à  l'équation  des  forces  vives  (2) 
l'équation  fournie  par  le  théorème  des  aires^  savoir  : 

(5)  pr  =  2A, 

P  étant  la  distance  OP  du  centre  d'aitradion  k  la  vîtease«  et 
A  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le  ray<m  sec- 
teur n 
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Duls  l'équation  (5)  remplaçons  t'  par  sa  raleur  tirée  de 
rëquation  (3).  Il  vient 

(6)  PXV/V?=-^- 

Du  point  A  abaissons  AP'  perpendiculaire  sur  la  tangente, 
et  soit  AF  =  />'.  On  aura  la  proportion 

p  _op 55_^ 

et  par  conséquent  on  peut  remplacer  l'équation  {6)  par  la  sui- 
vante» 


px 


\j\\/h^- 


on  encore,  en  élevant  au  carré, 

(7)  pp'=z^-r-^  quantité  constante. 

Cette  relation  va  nous  servir  à  limiter  la  course  du  point 
mobile  sur  le  rayon  OA.  En  effet,  on  a  à  la  fois 

p=rsînjR     et     |/=r^ein/Bi; 

par  conséquent 

Le  maximum  de  sin'ji.  correspond  donc  au  minimum  de 
rr'y  et  le  minimum  de  sin'  pt.  au  maximum  du  même  produit. 
Or  r+r'=2a,  et  le  maximom  de  rr^  eomespood  à 

Le  minimum  de  sin*  pt.  est  donc  donné  par  la  relation 


4A<a     4A> 
sin»  /A  = 

d'où  l'on  déduit 


'*''''*==k?=k7' 


2A 
Sin/*  =  -7-=r. 
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Quant  au  maximum  de  sin*  ja,  c'est  l'unité,  et  cette  valeur 
définit  le  minimum  de  r^^ .  On  a 


rr  = 


K 


Sur  OA  =  2a  comme  diamètre  décrivons  une  demi-circon-, 

férence  ;  prenons  ensuite  sur  la 
tangente  en  0  à  cette  circonfé- 
rence une  longueur 


B^B* 


0      M' 


0B  =  2AV/~. 


^'*-  ^*-  et  menons  BB"  parallèle  à  0  A.  Les 

points  d'intersection  B'  et  B",  projetés  sur  OA,  donneront  les 
valeurs  extrêmes  OM'  et  OM"  du  rayon  r,  et  feront  connaître 
deux  cercles  entre  lesquels  la  trajectoire  reste  nécessaire- 
ment comprise. 
Il  faut,  pour  que  la  rencontre  en  B'  et  B"  soit  possible,  que 

l'on  ait  2A  t/^  <  a  ou  2A  <  v^Ka;  cette  condition  est  aussi 

nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  valeur  du  minimum  de 
sin  [A  soit  réelle. 

Or  celte  condition  est  toujours  remplie.  En  effet,  2A  est  égal 
au  produit  pr,  lequel  est  au  plus  égal  à  t;  x  r,  c'est-à-dire  à 


v!v/?x,-v1>'-. 


le  maximum  de  vr'  correspond  ^T=ir'^=^a^  puisque  r  et  r'  sont 
deux  longueurs  dont  la  somme  est  constante  et  égale  à  2(i. 

Donc  2 A  est  au  plus  égal  à  ^Ka. 

On  peut  remarquer  que  -r  est  maximum  et  égal  à  a  pour 

j 

r=.r',  et  minimum  pour  rr'  minimum  :  alors -r- est  égal  a 
4A' 
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Ces  préliminaires  posés,  venons  à  la  recherche  de  l'équa- 
tion de  la  trajectoire.  Reprenons  pour  cela  les  deux  équations 


(3) 

j,,_K2o  — i_2K      K 
a     r           r       a 

• 

et 

(5) 

pt;  =  2A; 

éliminons  entre  elles  la  vitesse  v  ;  il  viendra 
(9)  i^'  =  !îi_«, 

f^        r       a 

relation  entre  le  rayon  vecteur  r  =  OM  et  la  distance  p  =  OP 
du  pdle  à  la  tangente. 

51.  Ce  sysième  particulier  de  coordonnées  est  très  com- 
mode pour  la  détermination  des  rayons  de  courbure.  On  a,  en 
efTet,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  p  et  r, 

rdr 

Au  lieu  d'appliquer  cette  formule  à  la  recherche  du  rayon 
de  courburede  la  trajectoire,  nous 
chercherons  d'abord  l'équation, 
dans  le  même  système  de  coor- 
données, du  lieu  du  point  P,  pro- 
jection du  pôle  fixe  0  sur  les  tan- 
gentes à  la  courbe.  Pour  cela, 
commençons   par    rapporter    la  *^' 

courbe  lieu  des  points  M  à  des  coordonnées  podaires,  savoir 
i^angle  XOP  =  a  fait  par  OP  avec  une  direction  fixe  OX,  et  la 
longueur  OP=p.  Si  p=/' (a)  est  V équation  podaire  du  lieu 
de  M,  cette  même  équation  représentera  en  coordonnées 
polaires  le  lieu  du  point  P,  podaire  du  lieu  du  point  M.  On 

aura   de  plus  PiM  =  -r- 

^  d% 
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Qierchons  l'angle  Y  qae  fait  la  tangente  Ht  au  lieu  du 
point  P  a¥ec  le  ra jon  Tecteor  OP.  On  aura 


^     pdgt        p         op     . 


*  (2) 


d'où  résulte  que  Tangle  Y  est  égal  à  l'angle  |a,  et  que,  si  Ton 
abaisse  OR  perpendiculaire  sur  RP,  le  triangle  ORP  sera  sem- 
blable au  triangle  OPM.  Soit  donc  OR  =  9.  Il  viendra 

OR      OP  g     p 

ÔP  =  Ô5    ^    p-r 

et  par  suite  l'équation  9  =^>  dans  laquelle  on  remplacera  r 

par  sa  valeur  tirée  de  (9)  en  fonction  de  p,  sera,  entre  les 
coordonnées  q  et  p,  Téquation  du  lien  du  point  P.  Or  l'équa- 
tion (9)  donne 

et  par  suite 

substituant  dans  l'équation 

^       r 

il  vient 


(10)  ^=;^^_+^j=^4.|_, 


Telle  est  l'équation  du  lieu  de  P,  dont  nous  allons  chercher 
le  rayon  de  courbure  :  il  sera  donné  par  l'équation 

^_pdp 

qui,  appliquée  à  l'équation  (10)  différentiée, 

'        a 

donne 
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le  rayon  de  courbure  est  donc  constante  et  par  suite  la  courbe 
lieu  du  point  ¥fst  un  cerde. 

52.  Ceci  suffirait,  assurément,  pour  qu'on  pût  déterminer 
le  lien  du  point  M,  par  Ten- 
veloppe   de  la  droite  PM;  \ 

mais  on  peut  simplifier  en- 
core la  solution  du  problème 
en  cherchant  d'abord  la  po- 
sition du  centre  de  courbure 
du  lieu  du  point  P,  centre 
qui  sera  nécessairement  un 
point  fixe,  puisque  ce  lieu 
est  une  circonférence. 

Au  point  P  menons  une  ^^'  ^** 

perpendiculaire  PC  à  la  droite  PR  ;  ce  sera  une  normale  à 

la  circonférence  à  laquelle  appartient  le  point  P  ;  si  donc  sur 

i 
cette  droite  PC  nous  prenons  une  longueur  PC = a  =  ^  OA, 

le  point  C  sera  le  centre  de  la  circonférence,  et  par  consé- 
quent ce  point  C  est  un  point  fixe.  Cela  posé, -menons  par  le 
point  M  une  droite  QMF  symétrique  de  OMA  par  rapport  à  la 
tangente  MP  à  la  trajectoire,  et  soit  F  le  point  symétrique  du 
point  A,  Q  le  point  symétrique  du  point  0  par  rapport  à  MP.  Les 
points  P  et  I  seront  les  milieux  des  droites  QO,  AF.  L'égalité 
des  angles  OPC,  OQF  montre  que  PC  et  QF  sont  parallèles.  La 
droite  FQ  est  égale  à  2a,  puisqu'elle  est  égale  à  OA ,  et  l'on  a 

PC  =  a=  ^QP.  Donc  le  point  C  appartient  à  la  droite  OF, 

dont  il  est  le  milieu.  Donc  enfin  le  point  F,  symétrique  du 
point  A  par  rapport  à  la  tangente  MP,  est  un  point  fixe. 

On  a  d'ailleurs  0M-hMF=0M-f-MA=2a,  de  sorte  que 
r-H-  /  =  2a  est  Téquation  de  la  trajectoire,  rapportée  aux  deux 
pôles  fixes  0  et  F.  La  trajectoire  est  en  définitive  une  ellipse, 
dont  le  centre  d'attraction  et  le  point  F  sont  les  deux  foyers, 
et  qui  a  pour  grand  axe  la  quantité  2a,  rayon  du  cercle  qui 
correspond  à  la  vitesse  nulle,  quantité  indépendante  de  la  di- 
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rection  dans  laquelle  le  point  mobile  est  lancé  à  partir  du  point 
M,  et  dépendante  seulement  des  valeurs  simultanées  de  r  et  v 

au  point  de  départ. 

1 
53.  La  même  construction  montre  que  CI  =  5  OA  =  CP,  de 

sorte  que  le  cercle  lieu  du  point  H  est  aussi  le  lieu  du  point  1, 
projection  du  second  foyer  F  sur  la  tangente.  Considéré  à  ce 
point  de  vue,  la  trajectoire  du  point  M  est  Venveloppe  du  côté 
PI  d*un  rectangle  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  PC,  et  dont 
deux  côtés  opposés  passent  constamment  par  deux  points  fixes 
0  et  F,  placés  symétriquement  par  rapport  au  centre.  Sous 
cette  forme,  on  reconnaît  aisément  que  le  produit  OPxFl 
est  constant. 

La  distance  OC,  qui  est  la  demi-dislance  focale  de  Tellipse, 
s'obtient  aisément  au  moyen  du  triangle  OPC,  dans  lequel  on 

aOP=p,  PC  =  a,  étrangle  OPC  =  |  — jx.  Si  Ton  appelle  c 

la  distance  OC,  on  aura 

c>  s  a' + p' —  2a/>  sin /x, 

mais  ;>=r  sin  (jl;  il  vient  donc 

c'  =  a'  H-  »^  sic*  ft  —  2ar  sin*  /*  =  a*  —  r  (2tf  —  r)  sin'  /a 

4V*a 


=  a'  —  rr^  sin'  /i  =  o*  — 


K 


ce  qui  confirme  la  conclusion  que  la  distance  OC  est  constante. 

4A'a 
On  voit  de  plus  que  -^  représente  le  carré  6'  de  la  moitié  du 

petit  axe  de  l'ellipse. 

L'équation  v*  =  —  montre  que  -  est  le  carré  d'une  vitesse 
^  ar  ^     a 

linéaire.  La  constante  K,  divisée  par  r%  donne  l'accélération 

j,  qui  est  homogène  à  une  longueur/  divisée  par  le  carré  d'un 

K        Z  /r* 

temps  t.  On  a  donc  -  =  -  et  par  suite  K  =  — . 

/  V  V 
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K  r^ 

Si  Ton  divise  par  a,  -  devient  homogène  à  -,,  ou  au  carré 


d'une  vitesse 


(0- 


On  a  i;'  =  -  lorsque  r=7'',  c'est-à-dite  quand  le  mobile 

passe  à  la  distance  a  du  point  0,  c'est-à-dire  enGn  quand  le 
mobile  occupe  l'un  des  sommets  du  petit  axe.  La  vitesse 


v" 


bile  ;  c'est  la  vitesse  uniforme  qu'il  aurait  s'il  décrivait  autour 

du  point  0  le  cercle  de  rayon  a.  On  voit  que  -y-  =  2A  i/^ 

représente  la  distance  du  foyer  0  à  la  tangente  au  sommet 
du  petit  axe,  distance  égale  au  demi  petit  axe,  6. 

Les  équations  obtenues  conduisent  très  rapidement  au  rayon 
de  courbure  de  la  trajectoire.  On  a  en  effet  à  la  fois 

'^      '^     j       a  '^        K 

4A*      6* 
Multiplions  ces  deux  équations.  Il  vient  p  sin' (a  = -j^  =  — , 

relation  connue  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse. 

La  hauteur -r- varie ,  avons-nous  vu,  entre  a  pour  r  =  r^f 
3 

4A* 

et  —  pour  rr^  minimum,  ou  pour  sin  jjl=1.  On  voit  que 

—  =  —  est  le  rayon  de  courbure  au  sommet  du  grand 

axe  de  Tellipse.  C'est  évident  d'après  la  construction. 

La  durée  T  de  la  révolution  est  indépendante  de  A.  On  a 

PO  effet  T  =  ^,  en  divisant  Taire  de  l'ellipse  par  la  vitesse 

réolaire;  mais  6=2Al/^.Donc  T=  -^^-:^,  expression  qui 
ne  renferme  plus  A. 

▼.   —  H<C.  COLLICaOR.  8 
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Le  moyen  mouvement  j^  esl  égal  à  y»  ou  à  \/"5'  On  re- 
trouve la  relation  nV = K,  conforme  à  la  troisième  loi  de  Kepler. 

/K 
Si  Ton  remplace  i/-  par  V,  vitesse  uniforme  sur  le  cercle 

moyen,  on  a 

relation  évidente,  puisqu'elle  exprime  qu'à  cette  vitesse  V 
le  mobile  mettrait  le  temps  T  à  parcourir  la  circonférence  en- 
tière 2ica. 

La  constante  K,  lorsqu'on  admet  la  fixité  du  centre  d'attrac- 
tion 0,  est  le  produit  du  coefficient  f  de  l'attraction  de  deux 
masses  égales  à  l'unité,  situées  à  l'unité  de  distance,  par  la 
masse  M  du  point  attirant.  Si  ce  point  matériel  est  une  sphère 
de  rayon  R  et  de  masse  spécifique  p,  on  a 

et  par  suite 

Si  on  désigne  par  g  l'accélération  due  à  l'attraction  de  cette 
sphère  sur  un  point  placé  à  sa  surface,  on  aura 


par  suite 


K  4 


K  = />R  X  jirR*  =  j^  X  5  irR»^  ^R«, 


et  enfin 


n^à^ 


On  retrouve  le  facteur  \/->  vitesse  angulaire  d'un  point 

qui  parcourrait  avec  la  vitesse  V  la  circonférence  d'un  grand 
cercle  de  la  sphère  attractive. 
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£4.  Soit  P  un  système  matériel,  composé  de  points  A  dont  les  positions 
et  les  masses  sont  données; 

Soit  M  un  point  inatériel  de  masse  (a,  dont  la  position  est  définie  par 
ses  coordonnées  a,  fi,  -f,  rapportées 
à  trois  axes  rectangulaires,  OX,  OY, 
OZ. 

Appelons  X,  y,  z  les  coordonnées  d*un 
point  A  quelconque,  et  p  la  masse  spé~ 
âfiçMe  du  système  en  ce  point. 

Nous  supposerons  que  le  point  M  su- 
bisse de  la  part  de  chaque  point  A  du 
système  P  une  attraction  dirigée  sui- 
vant MA,  proportionnelle  au  produit  des 
masses  des  points  M  et  A,  et  à  une 
fonetion  F  (r)  de  la  dbtance  HA  =  r. 
L'attraction  exercée  par  le  point  A  sur  le  point  M  sera  exprimée  par  le 

produit 

/m/iF(r), 

m  étant  la  masse  du  point  A,  et  ses  composantes  suivant  les  axes  seront , 

X  —  a 


Fig.  55. 


parallèlement  à  Taxe  des  x,       fin/i¥{r) 

—  à  l'axe  des  y,        finft.¥{r) 

—  à  Taxe  des  s,    •  /î«/*F(r) 


r 

r 
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Ces  composantes  portent  leurs  signes  aTec  elles,  comme  il  est  facile  de  le 
vérifier. 

Pour  trouver  la  résultante  des  actions  exercées  par  tout  le  système  P  sur 
le  point  M,  on  devra  faire  la  somme  de  ces  composantes  pour  toutes  les 
masses  m  dont  la  réunion  forme  le  système  P.  Décomposons  ce  système  eu 
volumes  élémentaires,  dxdydz,  nous  aurons 

m  =  pdxdydz 

pour  la  masse  de  Tun  de  ces  éléments,  et  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la 
résultante  cherchée  seront  données  par  les  intégrales  triples  : 

[\]  j     \=f^fffef{r]y:zl  dxdydz. 

Les  intégrales  sont  supposées  étendues  à  tous  les  éléments  du  système  P. 
La  distance  r  s'exprime  en  fonction  des  coordonnées  par  Téqualion 

(2)  r  =  V(«-«)»  +  (y~p)«+l»-y)S 

en  prenant  la  détermination  positive  du  radical. 

Les  équations  (1)  conduiraient  à  faire  trois  intégrales  triples,  distinctes 
les  unes  des  autres;  on  peut  simplifier  le  problème  et  ramener  ces  trois 
opérations  à  une  seule,  en  introduisant  une  fonction  auxiliaire,  savoir 

P)  f[r]=^fF{r)dr. 

Posons  en  effet 
(*)  JJff^ip{r)dxdydz^\J, 

rintégrale  triple  s'étendant  à  tout  le  système  P. 

I  U  sera  une  fonction  des  coordonnées  a,  p,  -f  du  point  H,  et  on  aura,  en 
prenant  successivement  les  dérivées  de  U  par  rapport  à  ces  trois  quan- 
tités, 


EXERCÉE  SUR  UN  POINT.  il? 

Or  réquation  (2),  différentiée  en  faisant  varier  seulement  a,  p,  7,  nous 

donne 

dr —  (g  —  g) X  —  a, 

^"■^(af-«)»4-ly-p)«-h(»-y)«~  r 

d^"  r    ' 

dr 


ar 3  —  V 

ay  r 


Par  saifâ 


etenfln 


<fU 

Une  fois  donc  qu'on  aura  déterminé  la  fonction  U  au  moyen  de  l'équa- 
tion (4),  on  en  déduira  les  composantes  X,  Y,  Z,  par  de  simples  dériva- 
tions. 

55.  L^équation  U= constante,  dans  laquelle  U  représente  une  fonction 
de  «,  p,  7,  déflnit,  quand  on  donne  à  la  constante  une  série  de  valeurs,  une 
famille  de  surfaces,  en  chaque  point  desquelles  la  résultante  des  trois 
forces  X,  T,  Z  correspondantes  est  normale.  En  effet,  de  celle  équation  on 
déduit  par  la  différentiation 

ou  bien,  en  multipliant  par  —  /)a, 

ce  qui  montre  que  la  direction  dont  les  composantes  sontX,  T,  Z,  est  nor- 
male à  la  surface.  L'équation  U= constante  représente  donc  des  surfaces 
de  nheau,  coupant  à  angle  droit  les  directions  de  Tattraction  qui  serait 
exercée  sur  chacun  de  leurs  points  par  le  système  F,  si  le  point  matériel  M 
était  placé  en  ce  point. 
On  remarquera  aussi  que,  si  le  point  M  reçoit  un  déplacement  MM'  inO- 
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niment  petit,  dont  les  composantes  soient  da,  d^,  d^,  le  trayail  élémen- 
taire de  Tattraction  du  système  P  sera  - 

Xrf«  +  Xd^  +  Idy  =  —  ffudU, 

de  sorte  que  le  travail  total  de  rattraction  subie  par  le  point  M  est  mesuré 
par  la  différence  —  /[«.(Uj  —  Uo))  ou  par  /[«.(Uq  —  U|),  pour  un  déplacement 
uni  quelconque  qui  fait  passer  le  point  M  de  la  surface  de  niveau  U=Uo 
à  une  autre  surface  U  =  Ui. 


ATTBACnON  PROPORTIOHHSLLI  A  LA  DISTAHGB. 

56.  La  loi  la  plus  simple  qu'on  puisse  imaginer  consiste  à  poser  F  {r)z=r. 
Alors  les  équations  (1)  deviennent 


Ti  =  ffi  I  I  I  p[x^a)dxdydXf 
Y=rp.fffp{y^^)dxdtjdz. 


Abstraction  faîte  du  facteur  constant  /fi,  X  est  la  somme  des  moments 
des  masses  ^dxdydz  par  rapport  à  un  plan  condiut  par  le  point  M  parallèle- 
ment au  plan  des  yz. 

Si  donc  l  est  Tabscisse  du  centre  de  gravité  du  système  P,  et  que  H  soit 
sa  masse  totale,  on  aura 

et  de  même,  en  appelant  n  et  C  les  autres  coordonnées  du  centre  de  gravité, 

c'est-à-dire  que  tout  se  passe  comme  si  la  masse  entière  du  système  P  était 
concentrée  en  son  centre  de  gravité.  La  fonction  U  s'obtient  dans  ce  cas  en 
faisant  l'intégration  de  Xdx-^-Yd^  +  Zd^,  ou  de 

e/U  =  />iH[(Ç-«)d«  +  {,-^)rfp  +  (;  — y)rfyl 
=  />U  [Çd«  +  yid^  -f  Çrfy  -  (fltrfa  -f-  pd^  +  ydy )]. 

On  obtient 

U  =  />n[aç  +  /8i,+Çy-|(«»  +  /8«  +  y*)]» 

et  les  surfaces  de  niveau  U  =  constante  représentent  les  sphères  décrites 
du  point  (l,  %,  K)  comme  centre  (Cf.  !!,§§  167  et  220). 


EXERGËB  SUR  UN  POINT. 


m 


ATnAGnOH  KBWTORIBHHS. 


57.  La  loi  de  Newton  (II,  §  157)  s'exprime  par  régalité 
Substituant  dans  Féquation  (3)  et  intégrant,  il  vient 


Appelons  Y  ce  que  devient  la  fonction  U  dans  le  cas  où  F  (r)  est  égal  à 


-ri  nous  aurons 


(6) 
et  par  suite 


*pflx(hfdz 


m 


JJ 

J        r 

X 

f  ^ 

Y 

z 

La  fonction  Y  a  reçu  de  Gauss  le  nom  de  potentiel  (lY,  §  i  27).  Elle  a  des 
propriétés  très  remarquables,  qui  en  faci- 
litent la  détermination  dans  chaque  cas 
particulier. 

Observons  d^abord  que  les  équations  (6) 
et  (7)  ne  sont  pas  en  défaut  lorsque  r 
devient  nul,  ce  qui  arrive  quand  le  point  M 
fait  partie  du  système  P.  Alors  le  fac- 


teur -  prend  une  valeur  inOnie;  mais 


lintégrale  elle-même  reste  finie.  Pour 
nous  en  assurer, -prenons  le  point  M  pour 
origine  (fig.  56),  et  évaluons  l'intégrale  Y 
pour  une  sphère  décrite  du  point  M  comme 


Fig.  56. 

centre  avec  un  rayon  r'  aussi  petit  qu*on  voudra.  L'élément  matériel  A  de 
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celte  sphère  sera,  en  adoptant  les  coordonnées  polaires  r=MA,  {^z^XUB, 
6  =  ZMA, 

p  X  r  sin  Od^  X  rfr  x  rrfô, 

et  Ton  aura 

les  limites  de  l'intégrale  triple  sont  0  et  r'  poor  le  rayon  HA,  0  et  ir  pour 
Tangle  6,  0  et  2ir  pour  Tangle  ^,  Sous  cette  forme  ou  voit  clairement 
que,  quelle  que  soit  la  distribution  des  densités  dans  Tintérieur  de  la 
spbèro,  la  fonction  Y  ne  devient  pas  infinie  pour  les  valeurs  infiniment 
petites  de  r'. 

La  formule  (6)  et  par  suite  les  équations  (7)  subsbtent  donc  toiyours, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  r. 


COaPOSJLIITB  DB  L*ATTBACnOII  TOTALE  PBOJBTéB  8UB  CRB  DIBBCnON  bOK.^éB. 


58.  La  fonction  Y  ne  dépend  que  des  distances  du  point  M  aux  divers 
points  matériels  dont  la  réunion  forme  le  système  P,  et  des  masses  de  ces 
points  ;  elle  ne  varie  donc  pas  quand  on  opère  un  cliangement  quelconque 
de  coordonnées. 

Soit  proposé  de  trouver  la  composante  de  rattraction  totale  R  qu*exerce 
le  système  P  sur  le  point  M,  estimée  suivant  une  direction  donnée;  il 
suffira  de  prendre  des  axes  coordonnés  rectangulaires  dont  Tun  soit  paral- 
lèle à  la  direction  donnée,  et  d*exprimer  V 
en   fonction   des   nouvelles  coordonnées 

«'9  P'>  y»  le  produit  fiuip  sera  la  compo- 
sante cherchée  parallèle  à  Taxe  des  %'. 

Si  Ton  veut,  par  exemple,  projeter  Tat- 
traction  totale  R  sur  le  rayon  OM  qui  va  de 
Torigine  au  point  H,  on  peut,  d'après  celte 
méthode,  prendre  pour  axes  coordonnés  la 
droite  OM,  et  deux  autres  droites  rectangu- 
laires, ON,  OH,  normales  à  OM.  Mais  il  est  plus  simple  d'employer  les  coor- 
données polaires,  savoir  le  rayon  vecteur  r=:  OH,  Tangle  6  =  ZOM  et  Tangle  i 
du  plan  ZOM  avec  le  plan  ZOX.  On  a  en  effet  alors 

«  =  rsiD0costp, 
^=-rsin9sin^, 
y  =  rcosO. 

Appelons  «  Tangle  que  fait  la  résultante  R  avec  le  rayon  OM. 


Fig.  57. 
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m 


Les  composantes  de  Tattraclion  totale  suivant  les  axes  OX,  OY,  OZ, 
étant  X,  Y,  Z,  la  projection,  R  cos«»,  de  la  résultante  sur  le  rayon  OM  est  la 
somme  des  projections  de  X,  Y,  Z  sur  ce  même  rayon,  et  Ton  a 


Rcos«  =  X=  +  Yc-|-z^. 
r  r         r 

Hais  la  différentiation  relative  à  r  des  équations  de  transformation 
donne 

dct         .    ^        .        a 
-=-=  sinecosJ»  =  -, 
dr  ^       r 


dr  ^      r 

dr  r 

Donc 

»  v^«    .  V<'?^^<'V        ^/dSdct,dYd^_.d^dy\        .   rf? 

Si  la  fonction  V  ea  exprimée  en  fonction  des  coordonnées  polaires ,  r,  6,  4», 
le  produit  f^j-  représente  la  composante  de  F  attraction  totale  suivant  ht 

rayon  mené  de  V origine  au  point  11. 

On  prouverait  de  même  que,  lorsque  la  fonc- 
tion Y  est  exprimée  en  fonction  des  coordonnées 

MP  =  y. 

MQ  =  OP  =  f, 

angle  PCX  =d, 

U  produit  f^T^est  la  composante  de  rattraC"    /{ 

lion  totale  suivant  le  rayon  MQ,  abaissé  du  pjg.  5g 

point  M  perpendiculairement  à  Taxe  OZ. 

En  général,  tt  Y  e(  Y  -f-  dV  représentent  les  valeurs  du  potentiel  d'un 
même  système  par  rapport  à  deux  points  A  et  A',  infiniment  voisins,  distants 

jy 

fioi  de  Vautre  de  t,  le  produit  /jt  —  est  la  composante  de  Vatlraction 
totale  projetée  sur  la  direction  AA^ 


iOOATIOH  AUX  DÉBIvisS  PARTIELLES  A  UQCf  LLB  SATISFAIT  LA  FORCnOR  Y. 


"    59*  Commençons  par  établir  une  propriété  générale  de  la  fonction 
d^      rf«Y      d^ 


m  PROPRIÉTÉS 

Qttelle  que  tait  la  fonction  Y  dei  trois  variahlei  a,  ^,  7,  ces  variahla 
reprétentant  trois  coordonnées  rectangulaires^  la  somme 

d«y      d«Y      d«y 

rMf6  constante  quand  on  substitue  aux  coordonnées  a,,  p,  if,  froù  autres 
coordonnées  rectangulaires  a.',  p%  y. 

Les  anciennes  coordonnées  a,  p,  7  sont  en  effet  liées  aux  nouyellcs 
a',  p%  t'  par  des  relations  linéaires  : 

a  =  A  H-  m»'  -h  n^  -4-  p/, 
^  —  B  4- m'«' 4- «'^ -i- p'-/, 
y  =  C  -H  m'a'  -f  n'^  -h  />*>'. 

dans  lesquelles  À,  B,  G  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rap- 
port aux  anciens  axes,  et  m^n^p,  ...  les  cosinus  des  angles  des  nouveaux 
axes  par  rapport  aux  anciens.  Il  résulte  de  ces  définitions  qu'où  a  à  la  fois 
les  six  équations 

m*'\-m'*'i'  m**  =  1,  mm'  -h  mm"  -f  mfm'  =  0, 

n*  H-  fi'*  H-  n'*  =  1 ,  nw  -f-  nn"  -H  n'n'  =  0, 

On  a  d'ailleurs,  quelle  que  soit  la  fonction  Y,  les  identités 

rf«'~"  l/a  rfa'  "^  rf;3  da'  "^  i/y  d/  ^  "* rf«  "^  "*  3^  "^  "*    dy 

et 

4-  2mm'  :^  +  Swim"  -^  +  Sm'm"  :^. 
deui^  dxd'i  d(M-i 

d^y    d^Y 
On  trouTerait  deux  équations  semblables  pour  ^g^,  3-^;  ajoutant,  et 

tenant  compte  des  relations  qui  lient  entre  eux  les  cosinus,  il  >ient  rideniiié 

Gela  posé,  cherchons  à  quoi  cette  fonction  est  égale  quand  on  prend 
pour  Y  un  potentiel,  c'est-à-dire  quand  on  fait 

*pdxdydz 


m         '-///'^ 
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n  rient,  en  difTérentiaut  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  «, 

rfV         .    f  r  Cfdxdudi  dr  (*  C  redxdiidi  x  —  a 

T>=+J  J  J^^^^di  =  -J  J  J  —' F- 

Ue  mCine 


«»? 


fi 


Faisons  la  somme  des  trois  dérivées  secondes  ;  il  Tient 

d*V      d^      d^ 

Le  faclenr  entre  parenthèses  est  identiquement  nul  ;  n  donc  r  ne  reçoit 
pa$  la  valeur  xéro,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  triple  sont  séparément 
égaux  à  zéro,  et  par  conséquent 

Kais  cette  conclusion  est  en  défaut  si  Ton  peut  avoir  r=0,  ou  lorsque 
le  point  attiré  fait  partie  du  système  attirant.  Dans  ce  cas,  Téquation  (9) 
n'est  vraie  qu'à  la  condition  d'exclure  de  l'intégrale  V  la  matière  située 
à  une  distance  infiniment  petite  du  point  M.  Nous  verrons  tout  à  Theure 
comment  ceUe  équation  doit  être  modifiée  quand  on  ne  fait  pas  cette 
exclusion.  Il  convient  auparavant  de  résoudre  la  question  pour  la  sphère. 


ATTBACnOR  d'uKB  SPBàRB. 

60.  Supposons  que  le  système  P  soit  une  sphère  creuse,  ayant  son  centre 
au  point  0,  terminée  à  deux  surfaces  sphériques  de  rayon  R*  et  R»,  et 
Tormée  de  couches  concentriques  homogènes,  de  telle  sorte  que  la  densité 
f  d  une  couche  soit  une  fonction  du  rayon  de  cette  couche. 

Soit  R|  <  Rf  Kous  supposerons  d'abord  le  point  H  en  dehors  de  la 
sphère  de  rayon  R^;  ensuite,  nous  le  supposerons  au  dedans  de  la  sphère 
de  rayon  R|  ;  dans  ces  deux  situations  il  ne  fera  pas  partie  du  système  alti- 
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rant,  et  l'équation  (9)  sera  applicable  sans  restriction.  Enfin  nous  aurons  à 
examiner  ce  qui  a  lieu  quand  le  point  H  est  compris  dans  Tépaisseur  de  la 
sphère  creuse,  et  nous  en  déduirons  la  modification  générale  à  faire  subir 
à  Téquation  (9),  lorsque  la  distance  r  peut  recoToir  la  valeur  zéro. 

La  couche  sphérique  qui  vient  d*ètre  définie  étant  symétrique,  comme 
forme  et  comme  distribution  des  masses,  par  rapport  à  tout  plan  conduit 
par  le  point  0,  la  fonction  Y  ne  dépend  que  de  la  distance  r  du  point  N 
à  Torigine  0  des  coordonnées.  \ 

Changeons  donc  de  variables,  et  au  lieu  des  coordonnées  «,  P,  f ,  intro- 
duisons les  coordonnées  polaires  r,  6  et  <|>.  Nous  aurons 

r«  =  ««  +  ^«  +  y«, 


i 


et  par  conséquent 

dr        ce 

dr  |3 
d}  ""  f' 

• 

dr  y 
dy  ""r' 

relalions  déjà  trouvées  plus  haut. 
Y  étant  fonction  de  r  seul,  on  a 


du       dr  doc. 


et 


dot*"  dr*  \dot)   "^dr  du*' 


Mais 


et  par  suite 


dr  ^a 
dot  "~  r* 

d*r 

dot*" 

i 

r 

a  dr 
r*dot" 

r  " 

On  a  donc 

dx*  ""  dr»  r«  ■*■  dr  \r       r*) 

On  trouverait  de  même 

d*V_  ^^      rfV/1      p*\ 
dp"  dt*  r*  '^  dr\r~'  r^J' 

d^_dnV       rfV/l       y*\ 
dy*  —  dr»  r«  "^  dr  \r  ""  f«/ 
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Faisant  la  somme  de  ces  trois  fonctions,  et  observant  que  a*  +  p*+  '^zz.  r', 
il  vient  pour  réqoation  (9) 

équation  dilTérentielIe  dont  Fintégration  fera  connaître  V.  Elle  s'intègre  en 
multipliant  par  r*.  D  Tient  en  effet 

Donc 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 
On  en  déduit 

rfV  __  C 
dr  ~  r** 

et  par  suite  Tattraction  exercée  par  le  système  proposé  sur  le  point  M, 
attraction  évidemment  dirigée  suivant  la  droite  HO  à  cause  de  la  symétrie, 

a  pour  valeur  ^-.  Reste  à  déterminer  la  constante  G.  Deux  cas  sont  ici  à 

distinguer. 

1*  Si  le  point  M  est  dans  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  Rj,  faisons 
r  =  0,  c'est-à-dire  plaçons  le  point  M  au  centre  de  cette  sphère.  Il  est 
évident  que  l'attraction  esl  nulle  à  cause  de  la  symétrie  ;  or  la  formule  la 
ferait  infinie,  sauf  le  cas  où  G  serait  égal  à  zéro.  On  a  donc  G  =  0,  et 
rattrtction  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  r  depuis  r==0  jusqu'à 
r=R.  (II,§161). 

S*  Soit  r  >  Ra,  ce  qui  revient  à  supposer  le  point  M  en  dehors  de  la 
sphère  de  rayon  Rf  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  G,  nous  sup- 
poserons r  très  grand  par  rapport  au  rayon  R,.  Alors  toutes  les  distances 
deviennent  sensiblement  égales,  et  les  attractions  élémentaires  parallèles  et 
proportionnelles  aux  masses.  Tout  se  passe  donc  comme  si  la  masse  entière, 
H,  du  système  P  était  concentrée  au  point  0.  L'attraction  serait  égale  dans 
ce  casa 

Donc  G  =  — D;  en  d'autres  termes,  la  constante  G  est  la  masse  du 
système  attirant  prise  avec  le  signe  — .  On  en  conclut  que  Valtraclion 
exercée  par  les  couches  sphériques  homogènes  sur  un  point  extérieur  est  iden- 
tique à  ce  qu'elle  serait  si  la  masse  entière  était  réunie  au  centre  commun 
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de  toutes  cet  cùuches  (II,  §§  155  à  160).  La  même  r^le  s^applique  en  yerta 
de  la  continuité  au  cas  où  l'on  aurait  r  =  R«. 
La  constante  G  est  donc  égale  à  0  si  r  est  <  Ri,  et  égale  à  la  masse 

du  corps  attirant  prise  négativement  si  r  est  >  R,. 
U  reste  à  examiner  ce  qui  arrive  quand  r  est 
compris  entre  R|  et  Rg.  Ce  cas  rentre  dans  les 
deux  premiers. 

En  effet,  le  point  H  est  alors  à  Textérieur  de 
toutes  les  couches  dont  les  r«;ons  sont  compris 
entre  R|  et  r,  et  à  Tintérîeur  d«  toutes  les  cou- 
ches dont  les  rayons  varient  de  r  à  Rf  Ces  der- 
nières n'agissent  pas  sur  le  point  M;  les  premières 
agissent  seules  et  exercent  sur  lui  une  attraction  égale  à 

en  appelant  H'  la  masse  du  système  compris  entre  les  rayons  R|  et  r.  Cette 
masse  est  donnée  par  Fintégrale 


Fi«.    59. 


On  en  déduit 


dr 


Différentiant  de  nouveau  par  rapport  à  la  lettre  r  qui  figure  comme 
limite  supérieure  de  l'intégrale  et  qui  figure  aussi  en  dénominateur,  il 
vient 


rfr* 


Donc 


dt^'^r  dr 
On  a  donc  aussi 

p  étant  la  masse  spécifique  du  système  attirant  au  point  M,  lorsque  ce 
point  fait  partie  du  système  P.  Nous  allons  vérifier  que  cette  équation  est 
générale. 
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BITEICSIO!!  DE  L^EQUinON  AUX  DÉRIvisS  PARTIELLES  AU  CAS  05  LE  POUfl 
ATTIRÉ  PAIT  PARTIE  DU  STSTÈMB  ATTIRANT. 


61.  Lorsque  le  point  H  fait  partie  du  système  attirant  P,  on  peut  toujours 
décomposer  le  système  P  en  deux  portions  :  Tune»  formée  d'une  sphère  de 
rayon  aussi  petit  qu'on  Toudra  et  comprenant  le  point  M  ;  Tautre,  formée 
de  tout  le  reste  du  système.  La  fonction  V  sera  la  somme  de  deux  parties 
correspondantes.  Tune  Y',  relative  à  la  sphère  infiniment  petite,  et  l'autre 
V',  relative  à  la  seconde  portion  du  système  P.  On  aura  V  =  V  +  Y",  et 
par  suite 

d«V       d«V       d«V  _  /d*V      d*r      ^\      (^      d*Y*      d«V*\ 

à  l'égard  de  la  seconde  portion,  le  point  M  étant  étranger  au  système 
attirant,  on  a  identiquement 

dx*  ^  d^*  *^  rfy*  ~  "• 

A  regard  de  la  première,  le  point  U  est  situé  dans  l'épaisseur  d'une 
sphère  infiniment  petite,  qu'on  peut  regarder  comme  homogène  et  comme 
ayant  partout  la  densité  p  du  point  M  lui-même  ;  la  somme  des  trois  déri- 
vées secondes  de  Y'  est  égale  à  —  A-k^  (§  60).  Donc  il  en  est  de  même  de 
la  somme  des  trois  dérivées  secondes  étendues  au  système  entier. 

Nous  pouvons  donc  compléter  renoncé  du  §  59,  et  poser  l'équation 
générale 

rf*V  ,  rf«V  ,  J*V       _  . 

savoir,  xéro,  si  le  point  attiré  est  étranger  au  système  attirant;  —  4irp,  si 
le  point  attiré  fait  partie  de  ce  système. 

OBSERVAnON  SUR  LE  CAS  od  LE  PODIT  ATTIRÉ  FAIT  PARTIE        * 

DU  STSTÈME  ATTIRANT. 

03.  La  méthode  suivie  pour  établir  l'équation 
dans  le  cas  où  le  point  attiré  fait  partie  du  système  attirant,  suppose  le 
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point  attiré  englobe  dans  une  sphère  homogène  de  rayon  infiniment 
petit.  Cette  supposition  n'est  pas  d'accord  avec  Thypothèse  de  la  discon- 
tinuité de  la  matière.  Le  résultat  n'en  est  pas  moins  admissible,  et  Ton 
peut  s'en  rendre  compte  par  le  raisonnement  suivant. 
La  loi  d'attraction  entre  deux  points  de  masse  m  et  {i,  résumée  dans 

la  formule  '^—^  peut  être  étendue  fictivement  à  des  motces  négalirfcs 

—  m,  en  convenant  de  regarder  l'attraction  comme  changée  en  répulsion 
lorsque  la  formule  change  de  signe.  Avec  cette  convention,  on  pourra 
regarder  un  point  géométrique  de  l'espace  vide  compris  entre  les  molé- 
cules d'un  groupe,  comme  exerçant  sur  le  point  attiré  {i.  une  attraction 

égale  à  '—^f  et  une  répulsion  égale  aussi  à  '—^,  qui  détruit  l'attraction. 

Gela  revient  à  supposer  en  un  point  du  vide,  la  coexistence  de  deux 
masses  m  et  —  m,  qui  prises  ensemble  équivalent  à  zéro. 

S'il  en  est  ainsi,  rien  n'empêche  d'imaginer  dans  les  vides  intra-molé- 
culaires  situés  autour  de  la  molécule  attirée  M,  dont  la  densité  est  p,  une 
quantité  de  matière  ayant  en  tous  points  cette  même  densité,  moyennant 
qu'on  y  superpose  par  la  pensée  une  quantité  de  matière  négative,  c'est-à- 
dire  dont  la  densité  sera  —  p.  Les  molécules  réellement  comprises  dans 
l'intérieur  de  la  sphère  considérée,  qui  n'auraient  pas  la  densité  p,  pour- 
raient y  être  ramenées,  en  partageant  leur  masse  en  deux  parties,  l'une 
qui  corresponde  à  la  densité  p,  et  l'autre  qui  complète  la  première  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative.  Gela  posé,  si  Ton  calcule  la  fonction  Y 
pour  le  système  ainsi  fictivement  composé,  et  qu'on  forme  la  somme 

rf»V      rf*V      rf*V 

T-j  -h  Tgî  "^5^  ^^^  dtirivces  du  second  ordre,  on  trouvera,  comme  on 

l'a  vu, 

—  4irp  pour  la  sphère  homogène  dont  le  point  M  fait  partie, 
et  0  pour  l'ensemble  des  autres  masses,  positives  ou  négatives,  auquel  le 
point  M  est  étranger.  En  définitive,  on  parvient  à  l'équation  qu'il  s'agit 
de  démontrer. 

M.  Boussinesq  a  présenté  d'une  autre  manière  la  théorie  du  potentiel 
dans  l'hypothèse  de  la  discontinuité  de  la  matière  :  on  en  trouvera 
le  résumé  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  du 
5  avril  1880. 

63.  Il  ne  faut  pas  croire  du  reste  que  la  loi  d'attraction  newtonienne 
donne  des  forces  infinies  lorsque  la  distance  est  infiniment  petite,  car 
cette  distance  ne  peut  être  infiniment  petite  qu'à  la  condition  de  rendre 
infiniment  petits  eux-mêmes  les  diamètres  des  molécules  qui  arrivent  à 
se  toucher,  ce  qui  réduit  à  l'infîniment  petit  les  deux  termes  du  rapport 

^—p.  Supposons  pour  fixer  les  idées  que  les  molécules  soient  sphériques, 
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et  de  rayons  r  et  r';  que  p  et  p'  soient  leurs  densités  respectiyes;  on 
aura  pour  l'attraction  mutuelle 


fX  (^nr^Xp)x(lf^r^Xp') 


quantité  qui  ne  grandit  pas  indéfiniment,  mais  qui  tend  au  contraire 

vers  0,  lorsqu'on  réduit  indéfiniment  r  et  r^.  Si  Ton  suppose,  par 

exemple,  r=zr'f  l'attraction  a  pour  mesure,  lorsque  les  molécules  sont 

en  contact, 

4 

U  est  probable  d'ailleurs  que  la  loi  newtonienne,  reconnue  Traie  pour 
les  distances  mutuelles  du  soleil  et  des  planètes,  ne  s'applique  plus  à 
des  distances  infiniment  petites,  et  qu'alors  l'attraclion  se  change  en 

répulsion.  On  a  proposé  la  loi  F=/m{t  —,  où  «  représente  la  limite  de 

distance  à  laquelle  l'action  mutuelle  change  de  signe.  Pour  r  très  petit, 
F  devient  négatif  et  très  grand  en  valeur  absolue  ;  il  y  a  répulsion  de 
plus  en  plus  énergique  à  mesure  que  la  distance  diminue.  Pour  r  très 
grand,  a  est  négligeable,  et  on  retombe  sur  la  loi  d'attraction  de  Newton. 
Cette  loi  a  été  proposée  récemment  par  H.  Berlhot  *. 

L'extension  de  la  loi  de  Newton  aux  distances  très  petites  est  donc 
entièrement  fictive,  et  les  résultats  qu'on  en  déduit  sont  analytiquement 
▼rais,  mais  n'ont  aucune  réalité. 

64.  Les  masses  négatives,  que  nous  avons  employées  tout  à  l'heure, 
interviennent,  au  même  titre  algébrique,  dans  certaines  questions  de 
mécanique.  Si  l'on  demande,  par  exemple,  quelles  massée  il  faut  placer 
aux  sommets  d'un  triangle  pour  que  le  centre  de  gravité  de  ces  masses 
edtnàde  avec  le  point  de  concours  des  trois  hauteurs,  on  reconnaît  immé- 
diatement qu'il  faut  placer  au  sommet  de  chaque  angle  une  masse  pro- 
portionnelle à  la  tangente  trigonométrique  de  cet  angle.  Or  cette  solu- 
tion donne  une  masse  infinie  au  sommet  d'un  angle  droit,  et  une  masse 
négative  au  sommet  d'un  angle  obtus.  Rien  n'est  plus  simple  que  d'in- 
terpréter ces  résultats. 

APPUCAnOR  AU  CnniDAS  CRSUX  INDEFINI  A  BASK  CUtCULAIRB. 

65.  Le  système  attirant  est  formé  de  couches  cylindriques  homogènes 
à  base  circulaire,  de  longueur  indéfinie,  ayant  pour  axe  commun  l'axe 
des  ji. 

Le  point  attiré.  M,  est  défini  de  position  par  ses  coordonnées,  a,  P,  7  ; 

1.  T.  Comptes  rendus  de  P Académie  des  sciences^  30  juin  1884, 20  avril  1885. 

V.  —  m£C,  COUKIOR.  9 
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mais  l'ittraclion  ne  dépend  évidemment  que  de  la  distance  r^HP  da  point 
à  l'aie  OZ,  et  cette  distance  est  donnée 
par  l'équation 

H  =  «•  +  ?». 
La  fonction  Y  est  une  fonction  de  cette 
dîslance.  On  le  démont reiait  comme  il 
suit.  Les  composantes  de  l'attraction  sui- 
vant les  aies  sont  en  général 

-fi'T»'    -frrf^'    -/>*57' 
ici  la  résultante  est  dirigée  suivant  HP; 
F%.M.  donc  2^=0  et 

équation  linéaire  aui  dilTérences  partielles  qu'on  sait  intégrer,  et  qui  donne 
pour  V  une  fonction  de  >■  4-  ?*>  ou  enfin  one  fonction  de  r  seul. 
On  a  donc,  en  changeant  de  variablei, 
dï      dV  dr 

dV  _  dV  dr 
d|3  "■  3r  (/>  ' 
d'y       d^/^\»      dTd«r 

d»ï_d^/^\«      d?  d*r 
d^*~  dr*\dp)  +dr  S^' 

Sais  l'équation  r*  =:  ■*  -|-  ^  diiïérentiée  conduit  aui  relations  ; 


On  a  d'ailleurs  ^=0. 
DoncenOn      ^ 

dV       1 
d?  =  f- 

dwf  ,  d'Y 

5^  +  3^» 

*  ^  r«  T^  dr  \r       r>^  ^  </.■»  ^  r*  ^  dr  ^r        r»/  ~  di"  ^  r  dr 


DTN  CYLINDRE  INDÉFINI.  i3i 

Si  le  point  U  est  à  Fintérieur  ou  à  Textérieur  du  cylindre  creux,  mais 
non  dans  Tépaisseur  de  ce  cylindre,  on  aura  pour  déterminer  Y  Téqua- 
lion  différentielle 

dr*^r  dr  """* 

On  en  déduit,  en  multipliant  par  r  et  en  intégrant, 

dr 

L*atlraction  totale  étant  dirigée  suiyant  IIP  a  pour  composante  suirant 
Taxe  OX 


a 
r 


et  suivant  Taxe  OY 


-r^Ta=''f^dfX^^ 


dy  ^ 


Or  -  et  -  sont  les  cosinus  des  angles  de  PM  avec  ces  axes;  Fattraclion  a 

donc  pour  valeur  —  fr  -j^»  ou  bien  —  — . 

66.  Pour  déterminer  la  constante  G  nous  distinguerons  deux  cas  :  celui 
où  le  point  M  est  à  Tintérieur,  et  celui  où  le  point  est  à  Textérieur  du 
cylindre. 

1*  Si  le  point  M  est  intérieur,  il  est  évidemment  en  équilibre  sur  Taxe 
du  cylindre;  l'attraction  résultante  étant  nulle  pour  r=:0,  on  a  G  =  0, 
et  Tattraction  est  nulle  pour  toutes  les  positions  du 
point  M  à  rintérieur  du  cylindre. 

2*  Si  le  point  est  extérieur,  attribuons  à  r  une 
très  grande  valeur,  vis-à-vis  de  laquelle  le  diamètre 
du  cylindre  soit  négligeable.  Tout  se  passera  comme 
si,  dans  chaque  section  transversale,  la  masse  du  cy« 
lindre  était  concentrée  sur  son  axe,  et  au  lieu  d'un 
cylindre  nous  aurons  une  droite  attirante.  Nous  pou- 
rrons traiter  cette  question  directement. 

Soit  m  la  masse  par  unité  de  longueur  d'une  droite 
îndéûnie  BB';  H  le  point  attiré,  à  la  distance  0M= r. 
Prenons  pour  variable  Tangle  0,  compté  à  partir  du 
rayon  MO,  positivement  dans  un  sens,  négativement 
dans  l'autre,  et  considérons  Tattraction  exercée  par  un  élément  GG'  sur  le 
point  M.  EQe  est  dirigée  suivant  MG,  et  a  pour  valeur 

/>xmxCC^ 


Pig.  61 
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Or 

CM=— . 
cosO 

CC'= d.OC  =  <i(rlang9)  s=  -^. 

L'allraclion  de  rélémenl  est  égale  à    fr*»X''^    ou  à  /fim  -. 

cos*6 
Multiplions  par  cos6  pour  avoir  la  composante  de  cette  attraction  sui- 
vant HO;  il  vient 

■  * 

r 

expression  qu*il  suffira  dMntégrer  en  faisant  varier  9  de  — s  à  +5. 

pour  obtenir  la  résultante  des  actions  de  tous  les  éléments  de  la  droite 
indéfinie  BB'  :  il  vient 

OU ^^ ,  en  tenant  compte  du  signe  que  nous  devons  attribuer  à  la 

résultante  cherchée. 

f  r 
Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  cette  résultante  est  égale  à  —  — • 

Donc  G  =  2m,  m  étant  la  masse  de  la  droite  par  unité  de  longueur,  c'est- 
à-dire,  en  revenant  à  la  première  question,  la  masse  du  cylindre  par  unité 
de  longueur.  Si  la  densité  p  des  couches  concentriques  était  variable  de 
Tune  à  Tautre,  on  aurait  ' 

27cIldR  X  p, 

Kl 

équation  où  p  représente  la  densité  de  la  couche  à  la  distance  R  de  Taxe, 
et  Ri  et  R,  les  rayons  de  la  surface  interne  et  de  la  surface  externe  du 
cylindre. 
On  en  déduirait 


/•Ri 
G=:4itJ     /:RJB. 


Le  troisième  cas  &  examiner  est  celui  où  le  point  U  est  à  une  distance  » 
de  l'axe  comprise  entre  R|  et  R^.  Alors  les  couches  dont  les  rayons  sont 
compris  entre  r  et  R^  sont  sans  action  sur  le  point  M,  et  tout  se  passe 
comme  si  ce  point  éiait  à  la  suiTace  d'un  cylindre  indéfini  de  rayon  r,  ce 
qui  donne 

•/Al 
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On  férifîerail  aisément  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  somme  ^  +  .... 
est  égale  à  —  4icp. 

ATTBACnOV  D'un    CTLIRORE  DROIT  À    BASE    CIRCOUnS,    HOMOGÈm,   SUR   UN    POIST 

SITUÉ   SUR  SON  AU  DB   FJGURB. 

67.  Lorsque  le  point  attiré  M  est  suflisamment  éloigné  du  cylindre 
attirant  AB,  les  actions  exercées  sur  lui  par  les  divers  points  du  cylindre 
sont  sensiblement  pa- 
rallèles et  s*ajoutent  . 


A B 

ensemble.  Si  donc  on      ■ — t--  ■         n         »- 


prend  pour  origine  le  o        p  p'  u 

milieu  0  du  cylindre,  ^'«'  ^' 

et  qu'on  appelle  2a  sa  longueur,  R  son  rayon,  p  sa  masse  spécifique,  /  la 
distance  OM  de  Torigine  au  point  attirant,  l'action  exercée  par  le  cylindre 
AB  sur  le  point  M  sera  proportionnelle  à  l'intégrale 


où  %K*dx  représente  le  volume  d'un  l'élément  PF  situé  à  la  distance  x,  et 
/—  X,  la  distance  de  cet  élément  au  point  M. 
On  aura,  en  faisant  l'intégration, 

expression  dans  laquelle  le  numérateur  est  la  masse  totale  de  la  barre, 
et  le  dénominateur  /*  —  a*  contient  seul  la  distance  /.  La  formule  n'est 
vraie  que  par  les  valeurs  /  qui  sont  suffisamment  grandes  par  rapport  à  a. 
Si  l'on  Toulait  appliquer  cette  formule  à  toutes  les  valeurs  de  /,  on 
arriverait  à  des  conclusions 
inexactes.  Prenons  le  point  M 

dans  Tintérieur  du  cylindre,  à      '  \       '    ' 

une  distance  MB  de  l'extrémité 
B.  Si  l'on  prend  MC  =  MB,  on  ''^-  ^* 

pourra  supprimer  la  portion  GB  du  cylindre  sans  changer  l'action  exer- 
cée sur  le  point  M.  Car  les  points  matériels  contenus  dans  cette  por- 
tion sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  au  point  H,  et  l'homogé- 
néité de  la  barre  entraînant  l'égalité  des  masses,  les  actions  exercées 
par  la  portion  GB  se  détruisent  deux  à  deux.  Si  donc  MB  =  b,  la  barre 
pourra  être  considérée  comme  réduite  à  la  longueur  2a— 2^,  son  mi- 
lieu O'  sera  à  la  distance  a  du  point  attiré  M,  car  O'M  est  la  somme  des 


A  c  B 
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moitiés  des  deux  tronçons  AC,  CB  qui  composent  la  barre.  La  formule 
donne  donc 

a«— (a  — 6)«  2a&  — ^*      ~     6(2a  — 6)     ' 

fonction  qui  deWent  inGnie  pour  ft=0,  résultat  éTidemmenl  inadmissible. 
L'erreur  du  raisonnement  consiste  à  appliquer  la  formule,  qui  admet 
pour  /  une  grande  yaleur,  à  une  Yaleur  de  /  comparable  à  a;  dans  ce 

cas  les  actions  de  cer- 
tains points  de  la  barre 
sur  le  point  M  ont  une 
obliquité  qui  n*est  plus 
négligeable,  et  le  calcul 
approximatif  qui  ne  te- 
nait pas  comptedecette 
obliquité  doit  être  re- 
,    ,  ,.   ,  .  jeté.  Partageons  encore 

la  barre  cylmdrique  en  tranches  NN'dont  les  abscisses  soient  OP=x, 
OP^  a;4-  dx.  Puis  décomposons  ces  tranches  par  des  cylindres  de  môme 
axe  que  le  cylindre  donné,  et  dont  les  rayons  PS  et  PS'  soient  éiraux  à 
r  et  à  r  -h  rfr.  ^ 

La  masse  d'un  anneau  SS'  sera  égale  à  ^^rdr  x  rfx  x  p  ;  elle  exerce  sur 
le  pomt  M  une  attraction  qui  fait  avec  Taxe  OX  un  angle  SMP,doDt  le 

cosmus  est  ^^^  __.^,  et  qui,  estimée  suivant  Taxe  OX,est  propor- 
tionnelle  au  produit 

V/(/-a:)«-fr-x({/-^;«4-^)"     •((/-x)t  +  HJ^    " 

Pour  avoir  l'attraction  totale  de  la  tranche  NN',  il  faudra  intégrer  cette 
expression  sans  faire  varier  x,  entre  les  limites  r  =  0  et  r  =  R.  Pour  y 
arriver,  posons  (/— x)*  -f-  r«  ==  a». 

On  en  déduit,  en  différentiant  sans  faire  varier  x, 

2rdr=z2ttdu, 

ce  qui  transforme  la  fonction  à  intégrer  en 

^it^XdxXp{l^x)=z^np{l^x)dxX^. 

vr 

L'intégrale  généralede  ~  est  -  -,  qu'on  devra  prendre  entre  les  limites 

r  =  0  et  r  =  R,  c'est-à-dire  entre  tt=  (/—  «)  et  u^y/H—x)*-^  R«.  Il 
vient  pour  la  première  intégrale,qui  donne  l'acUon  totale  delà  tranche  NT, 
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Cette  fonction  devra  être  intégrée  de  nouveau  entre  les  deux  sections 
extr&nes  A  et  B  du  cylindre,  c'est-à-dire  de  «  =  — aàa;=  +  a.  0 
vient  pour  l'intégrale  générale 

2«p(«+\/(/- «)•  +  «•)» 
et,  entre  les  limites  «=  —  a,  a;  =  +  «, 

formule  qui  donne  l'attraction  exercée  par  la  barre  sur  le  point  M  (au 
facteur  /|a  prés),  lorsque  ce  point  est  situé  sur  le  prolongement  de  Taxe. 
L'attraction  ne  devient  plus  infinie  pour  /  =  a.  Si  Ton  veut  l'attraction 
exercée  par  la  barre  sur  un  point  de  son  axe  de  figure,  on  pourra  sup- 
primer une  longueur  de  barre  égale  à  25,  et  appliquer  la  formule  précé- 
dente en  y  remplaçant  a  par  a^b,  et  l  par  a,  ce  qui  donne 

H'=  2jrp  (î{a  -  6)  +  \/FT^*  —  \/(2a  -  6)«  +  R«)  • 

k  Textrémité  de  la  barre,  les  deux  formules  donnent 

H  =  2ir/9  (2a  H- R  +  V^IÔM^?) . 

Si  Ton  suppose  R  très  petit  par  rapport  à  /  — •  a,  il  sera  à  fortiori  très 
petit  par  rapport  à  /  +  a  ;  on  pourra  développer  les  radicaux  en  série 
et  ne  conserver  que  les  premiers  termes.  U  viendra 

c*est  à-dire  la  valeur  trouvée  d'abord  par  la  méthode  approximative. 

SOUDB  DB  PLUS  ORÂNDB  ATTBÂCTIOH. 


68.  On  donne  un  corps  homogène,  de  densité  p  et  de  volume  V  connus, 
et  on  demande  quelle  forme  il  faut  attribuer  à  ce  corps  pour  que  l'attrac- 
tion qu'il  exerce  sur  un  point  donné,  p,  soit  la  plus  grande  possible. 
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Fiff.  Cî. 


1*  Par  le  point  (&  menons  une  droite  quelconque  rencontrant  le  corps 

attirant.  Il  faut  d*abord»  pour  que  Tattraction 
soit  la  plus  grande  possible,  que  les  points  ma- 
tériels rencontrés  soient  tous  d'un  même  c6tô 
de  (ik,  pour  que  leurs  actions  s'ajoutent  au  lieu 
de  se  retrancher;  ensuite,  que  leurs  distances 
à  {«.  soient  les  moindres  possibles. 

Le  résultat  de  ces  deux  conditions,  c'est  de 
placer  [kk  la  surface  même  du  corps  attirant. 
2*  Deux  molécules  m,  m',  de  même  masse, 
placées  à  la  surface  du  corps  attirant,  exercent 
sur  le  point  p.  des  actions  dont  les  compo- 
santes, estimées  suivant  la  direction  de  l'attraction  totale,  doivent  être 
égales. 
Soient  en  effet  r  et  r'  les  distances  m{A,  m'i^^  et  0,  (K  les  angles  de  ces  droites 

avec  la  direction  de  l'attraction  totale  ;  si  on  avait  —^ —  <  - — ^ — . 

r*  K* 

on  pourrait  accroître  l'attraction  totale  en  réunissant  la  molécule  m  à  la 

molécule  m'. 

Donc  l'équation  de  la  surface  terminale  est  — ^  =  const.,  ou  bien 

r>  =  A'  cos  0,  en  appelant  À  la  constante.  Elle  définit  une  surface  de  révo- 
lution dont  l'axe  est  la  direction  de  l'attraction  totale. 

Soit  OX  cette  direction,  0  la  position  du  point  (i.  L'équation  de  la  méri- 
dienne en  coordonnées  rectangles  sera 

ou 

OU  enfin 

(*•  +  y  V  =  A}xK 

Pour  achever  la  solution,  il  reste  à  chercher  le  volume  de  ce  solide  de 
révolution,  et  à  l'égaler  au  volume  donné  V. 

Faisant  y  =  0,  il  vient  pour  déterminer  la  longueur  OB  de  Taxe  jc'=A*j:; 
cette  équation  donne  a;  =  0  (point  0)  et  a;  ==  A. 

Le  volume  du  solide  est  exprimé  par  l'intégrale 

ny^dx. 
Or  y«  =  (A«a;)*  —  a^.  Donc 

V=jr    ir  [(A«ar)t-«*]  dx=  itf^l\/T?Adx^x*dx]. 
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Oo  a  pour  int^ale  générale 


[■>^i-?]=-iiv^.'-f]' 


et  entre  les  limites  x=zO,  x  =  ky 

DoncÀ  =  y~ 

Reste  à  trouver  Taction  totale  exercée  sur  le  point  0.  On  y  parviendra  de 
la  manière  suivante.  Observons  qu'une  molécule  m  placée  en  M  sur  la  sur- 
face du  corps  donne  lieu  à  la  même  composante  suivant  OX  que  si  elle 
était  placée  en  B,  de  sorte  qu'on  peut,  sans  changer  l'attraction  totale,  réo- 
nir  au  point  B  toutes  les  molécules  appartenant  à  la  couche  extérieure. 

Observons  de  plus  que  la  courbe  OMB  ne  dépend  que  d'un  seul  paramétre 
A  =  OB;  de  sorte  qu'en  faisant  varier  A,  on  obtient  une  série  de  courbes 
toutes  semblables  entre  elles,  et  semblablement  placées  par  rapport  au 
point  0.  Les  volumes  des  solides  de  révolution  correspondants  à  ces  courbes 
successives  sont  proportionnels  à  A'. 

Considérons  les  molécules  comprises  entre  la  surface  A  et  la  surface 
k  +  d\;\e  Tolume  compris  entre  ces  deux  courbes  est  la  différentielle  de 

V=  i;.A.; 

c'est  donc  </V  =  ^  n\*dX. 

o 

La  masse  correspondante  est  ?  icpA'dA;  cette  masse  réunie  au  sommet  G 

de  la  couche  exerce  sur  le  point  0  l'attraction 

ffiX^itpdkt 
et  par  conséquent  l'attraction  totale  est  la  somme 

r^       4  4 

Cest  la  plus  grande  action  que  la  masse  pY,  distribuée  d'une  manière 
homogène,  puisse  exercer  sur  le  pomt  {t. 


GDÂPITRE  II 


ATTRACTION   DES  ELLIPSOÏDES. 


1 


69.  Nous  supposerons  que  le  système  attirant  P  soit  formé  de  cou- 
ches homogènes,  comprises  entre  des  surfaces  ellipsoïdales  concentriques, 
semblables  et  semblablement  placées,  de  telle  sorte  que,  Téquation  de  1  une 
de cessurfaces  étant 


z*        »*        2* 


réquation  de  Tautre  soit 


Hi  +  Éi  +  Ï5-/*' 


{A  étant  un  nombre  infiniment  peu  diflerent  de  l'unité.  Nous  traiterons 
d'abord  la  question  pour  un  point  M  situé  à  l'intérieur  d*un  ellipsoïde  creux, 
compris  entre  deux  surfaces  semblables.  Puis  nous  exposerons  la  méthode 

de  M.  Ghasles,  qui  simplifie  par  des  considéra- 
tions géométriques  la  redierche  des  compo- 
santes de  Tat traction. 

Avant  d'exposer  cette  théorie,  il  convient  de 
rappeler  quelques  lemmes  préliminaires. 

Lexkb  I*'.  —  Étant  données  deux  êurfa" 
ces  du  second  degré,  semblables,  umblable- 
ment  placées,  et  ayant  même  centre  0,  si  l'on 
mène  une  droite  ÂBCD  qui  rencontre  ces  deux 
surfaces,  les  segments  ÂB,  CD  interceptés  sur  la 
droite  par  les  deux  surfaces  seront  égaux. 
En  effet,  menons  par  la  droite  un  plan  quel- 
conque; il  coupera  les  deux  surfaces  suivant  deux  courbes  du  second  ordre 
semblables,  semblablement  placées,  et  concentriques;  ces  deux  courbes  ont 
respectivement  les  mêmes  systèmes  de  diamètres  conjugués,  et  par  suite 


Fig.    63. 
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les  deux  cordes  AD,  BG,  ont  le  même  point  milieu  I.  Donc  les  longueurs 
AB,  CD  sont  égales. 

70.  Définition.  —  Deux  ellipsoïdes  concentriques  et  ayant  les  mêmes 
plans  principaux  sont  homofocaux  quand  la  différence  des  carrés  des 
demi-^xes  de  même  direction  est  constante. 

Soit  par  exemple 

réquation  do  Tun  des  ellipsoïdes,  et 

«.t  •A  si 

réquation  de  Tautre  surface.  Ces  deux  surfaces  seront  homofocales  si  Ton 
a  les  égalités 

o^ -a*  =  6'«  — 6«  =  c^  — c>. 
On  en  déduit 

ce  qui  montre  que  les  ellipses  principales  obtenues  en  coupant  les  deux 
surfaces  par  le  plan  des  xy  ont  les  mêmes  foyers.  Il  en  est  de  même  des 
sections  faites  dans  les  deux  surfaces  par  les  autres  plans  principaux. 

Étant  donnés  un  ellipsoïde  et  un  point  (a,  p,  1)  extérieur  à  la  surface,  on 
peut  toujours  faire  passer  par  ce  point  une  surface  ellipsoïdale  homofocale 
à  Tellipsolde  donné.  Appelons  a,  h,  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  donné, 
et  af,  b'^  (/  ceux  de  l'ellipsoïde  cherché;  on  aura  pour  déterminer  a', 
b'^  (f  les  trois  équations  : 

o^  — a«  =  6^  — 6*  =  c^  — c«, 


a*         ô»        v* 

nit  ^  hfX  T^  wi  —  *• 


Prenons  pour  inconnue  la  ditîérence  commune 

fi  =  a'«  — fl«  =  6'«  — 6«=:c'*  — cS 
On  en  déduit 

«^  =  a«-fu,       6^  =  6*4-11,       c^  =  c*-f-tt» 

« 

et 


a' 


+ 


^"       4-       y'      ~1 


a'-Htf       6*4-tf      i^-^-u 
Cela  posé,  le  point  (a,  p,  •^  étant  en  dehors  de  Tellipsoïde  (a,  ^,  c),  on  a 

a*        B'        t' 

-  +  p  +  ^  >  1  ;  si  donc  on  donne  à  ti  des  valeurs  positives  graduelle- 


i40  ATTRACTION 

a* 

ment  croissantes,  les  fractions  -z ,  ...  décroitroni  d'une  manière  con- 

tinue,  et  on  rencontrera  nécessairement  une  valeur  de  «  qui  rendra  leur 

a*  6*  i^ 

somme  -z— h  ,-r-, H  -r-* —  égale  à  Tunité;  et  il  n*y  aura  que  cette 

racine  positive»  car,  à  partir  de  celte  valeur  particulière»  Taugmentation 
de  tt  entraine  la  diminution  des  valeurs  de  chaque  fraction,  et  rend  leur 
somme  inférieure  à  T unité. 

On  en  déduira  pour  a,  h,  c,  des  valeurs  réelles,  puisque  u  est  positif.  Les 
axes  a',  l/,  d  seront  respectivement  plus  grands  que  les  axes  a,  (,  c,  de 
sorte  que  le  nouvel  ellipsoïde  enveloppera  entièrement  le  premier. 

71.  Définition.  —  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  (a,  b,  c)  et  {af,  b',  c^, 
concentriques  et  ayant  les  mêmes  plans  principaux,  on  appelle  points  car- 
respondanU  deux  points  M  et  H',  le  premier  ayant  pour  coordonnées  JC,  y^ 
z,  le  second  ayant  pour  coordonnées  af,  yS  s',  lorsqu^on  a  entre  ces  coor- 
données les  proportions  suivantes  : 

œ'  _  a'     y^^^     *'  «-  ff 

X  ""  â'     y  ^  b*     %       c* 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  point  (x,  y,  z)  appartient  à  Tellipsoîdc 
(a,  b,  c),  le  point  [af,  y'  s')  appartient  à  Tellipsoîde  (a',  b\  c'). 

xf   y'   ^ 
En  effet  les  rapports  ~7  «  p  •  p  étant  respectivement  égaux  aux  rapports 

-,  r  9  -,  la  somme  des  carrés  des  trois  premiers  rapports  est  égale  è  Tunitô 

en  même  temps  que  la  somme  des  carrés  des  trois  autres. 

Ëtant  donné  le  point  M,  on  en  déduit  sans  ambiguïté  le  point  U%  corres- 
pondant du  point  U. 

Les  sommets  des  axes  de  même  nom  sont  des  points  correspondants. 

Si  des  points  H  sont  en  ligne  droite,  les  points  correspondants  M'  seront 
aussi  en  ligne  droite,  et  si  la  première  droite  est  parallèle  à  Tun  des  axes 
principaux,  la  seconde  sera  aussi  parallèle  à  cet  axe.  

72.  Lemme  IL  —  La  différence  des  carrés  des  distances,  OV  —  ÔJPi 
du  centre  commun  des  ellipsoïdes  à  deux  points  correspondants  H'  et  11, 
situés  respectivement  sur  deux  ellipsoïdes  homofocauz»  est  constante. 

On  a  en  effet 

(«^  +  !/'«  +  »'«)-(««-f  y»  +  »*) 

=(:^-')-+(S-')»--^(?-')- 
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en  obsenrant  qu*on  a  à  la  fois 

6'»  — ^  =  0^  — fl«  =  C^  — c«, 

puisque  les  ellipsoïdes  sont  homofocaux,  et 

puisque  le  point  {x,  y,  z)  appartient  au  premier  ellipsoïde. 

75.  Lemme  III.  —  Soient  H  et  N  deux  points  pris  sur  la  surface  de  Tel-' 
lipsoide  {a,  b,  c)  ;  H'  et  K'  les  deux  points  respectivement  correspondants, 
pris  sur  l'ellipsoïde  homofocal  {a\  h'yCf),  On  aura  Tégalité 

OM  X  ON'  X  ces  MOV  =  OM'  X  ON  x  ces  M'ON. 

La  direction  OM  fait  avec  les  axes  coordonnés  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  respectivement 

X  y  z 

OM'     ÔM'     Ôïi' 


Xt  3f,  X  désignant  les  coordonnées  du  point  M. 

U 
sont 


La  direction  ON  fait  de  même  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 


*i      Mi.      1* 

ON  '    ON  '    on' 

^19  Vif  ^1  ^^31^1  les  coordonnées  du  point  N. 

af      1/      ^ 
Les  coordonnées  de  M%  correspondant  de  M,  seront  -x,  r-y,  -  s,  et  les 

cosinus  des  angles  de  OM'  avec  les  axes  seront  par  conséquent 

a'x  b^y  c'z 

ÔXOM''     dxOlP'     cxOM'* 

de  même  les  cosinus  des  angles  de  la  direction  ON'  avec  les  axes  seront 

a'x^  b^y^  ifz^ 

axON'*     6X0N''     ex  ON'* 

Nous  aurons  donc  à  la  fois 

cosMON'  =  ~  X     '''^'     4-  -^  X     ^y*     4-  -L  X     <^^t     , 
^■"''        OM  ^  aXON'  ^  OM  ^  6X ON'  ^  OM  ^  CX  ON'' 

cosM'ON  -  ^  X      ^"^     4.  I?l  X      ^'y     4-  ^  ^      ^^ 
*^*""  ■"  ON  ^  ax  OM'  ^  ON  ^  6xOM'  ^  ON  ^  cx  OM' 

Donc 

OM  X  OH'cosMOK'  =:  î^  +  ^^  +  î^  =  ON  x  OM'cosM'ON , 

m 

et  rétcalité  est  démontrée. 
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74.   Lemme  IV,  —  Les  disUnces  MN',  M'N  sont  égales.  En  effet  on  a,  en 
Terl'u  du  lemme  II, 

ÔM'»  —  ()ÎP=  ON'*  —  5S*, 

puisque  M' et  M,  N'  et  N  sont  des  points  respectivement  correspondants. 

Donc  ÔH'4-Ôy'  =  ÔïP4-ÔîP. 
On  a  de  plus,  en  vertu  du  lemme  m, 

20M  X  ON' CCS  MON'  =  20M'  X  ON  X  cosM'ON. 

Retranchons  cette  égalité  de  la  précédente,  il  vient 

Où»  ^.  ^  —  20M  X  OM'cosMON'  =  OM^  -f  ON*  —  20M'  X  OMcosM'ON, 

ou  bien 

Sn"'*  =  M\ 

ou  enOn 

HN'  =  M'N. 
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75.  Supposons  que  le  système  attirant  soit  un  solide  homogène,  compris 
entre  deux  surfaces  ellipsoïdales  semblables  et  concentriques  S  et  S%  éL  que 
le  point  attiré  H  soit  situé  à  Tintérieur  de  la  surface  S'. 
La  résultante  de  toutes  les  actions  exercées  sur  le  point  M  est  nulle.  II 

suffit  pour  le  démontrer  de  montrer  que  deux 
cônes  infiniment  petits,  opposés  par  le  sommet 
au  point  M,  interceptent  dans  Têpaisseur  du 
solide  des  masses  ÂBCD,  A'B'G'D',  dont  les  attrac- 
tions sur  le  point  M  sont  égales. 

Appelons  e*  la  mesure  de  Tangle  solide  com- 
mun à  ces  deux  c6nes;  «»  est  Taire  de  la 
surface  interceptée  par  le  cône  sur  la  sphère 
décrite  du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  Tunité.  Coupons  le  volume  ABGD  en  tran- 
ches infiniment  minces  pq ,  par  des  surfaces 
sphériques  décrites  du  point  H  comme  centre 
avec  des  rayons  r  =  Mp.  La  base  pq  de  Tune  de  ces  tranches  sera  «r*,  et 
son  volume  «>r'(/r;  sa  masse  enfin  sera  otùi^dr,  p  étant  la  densité  de  Tellip- 
solde  ou  la  masse  de  Tunité  de  volume.  L'attraction  exercée  par  cette  tranche 
sur  le  point  M  a  pour  valeur 


Fig.  64. 
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Pmir  avoir  l*aclion  totale  subie  par  le  point  H  de  la  part  du  système 
ABCD»  il  suffît  de  faire  la  somme  de  ces  diflërentielies  en  faisant  varier 
r  de  r=MÂ  à  r  =  1IB;  ce  qui  donne  pour  résultat 

L'action  subie  par  le  point  M  de  la  part  du  système  A'B'C'iy ,  action  opposée 
à  la  précédente,  a  de  même  pour  valeur 

Elle  est  donc  ^ale  à  la  première,  car  AB  =  A'B'  (lemme  I),  et  le  point  M 
est  en  équilibre. 

Cùrollaire  /.  —  Cette  conclusion  étant  indépendante  des  grandeurs  abso- 
lues AB,  A'B%  et  supposant  seulement  ces  deux  grandeurs  égales,  subsiste 
encore  quand  le  système  attiré  se  réduit  à  une  couche  homogène  infiniment 
mince,  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  concentriques  semblables  inOniment 
voisins. 

Corollaire  II.  —  Elle  subsiste  par  conséquent  encore  quand  le  système 
attirant,  compris  entre  les  surfaces  S  et  S^  est  formé  de  couches  infini- 
ment minces,  séparées  les  unes  des  autres  par  des  surfaces  ellipsoïdales 
concentriques  et  semblables,  la  densité  étant  la  même  dans  toute  l*étendue 
d'une  même  couche,  et  pouvant  varier  de  l'une  à  Tautre. 

Corollaire  III.— hà  fonction  V  est  constante  pour  tous  les  points  H 

situés  à  rintérieur  de  Tellipsoide  S'.  Car  les  trois  dérivées  partielles  x-  • 

^,  ^,  qui  mesurent  les  composantes  de  Tattraction,  sont  séparément 

nulles. 

IJ  en  est  de  même  tout  le  long  de  la  surface  interne  d'une  couche  ellip- 
soïdale infiniment  mince. 


AcnoH  B'miB  Goccns  elupsoïdalb  noMOG&ns  sua  wx  poirt  bxtérieuh. 

76.  La  couche  homogène  attirante  est  com- 
prise entre  une  surface  ellipsoïdale  S,  et  une  sur- 
face S|  concentrique,  semblable  et  infiniment 
voisine.  Appelons  p  la  masse  spécifique  du  solide 
ainsi  limité. 

Par  le  point  M  extérieur  à  la  surface  S,  faisons 
passer  (§  70)  une  surface  S'  homofocale  à  S; 
nous  imaginerons  une  couche  ellipsoïdale  de  den- 
sîlé  /,  comprise  entre  la  surface  S' et  une  sur«  ^'^'  ^ 

lace  8/  concentrique»  semblable  à  la  surface  S',  et  ayant  avec  celle-ci  la 
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même  rapport  de  similitude  qui  existe  entre  les  surfaces  S  et  S|.  Je  dis 
que  la  surface  S/  sera  homofocale  à  la  surface  S|. 

Soient  en  effet  a,  b^  c  les  demi-axes  principaux  de  l*ellipsoide  S,  et  x  le 
rapport  de  similitude  de  S|  à  S;  les  demi-axes  de  Tellipsoîde  S|  seront 
Xa,  ih,  xc  ;  appelons  de  même  a',  ^^  c'  et  >a%  xfr',  ïxf  les  demi-axes  des 
ellipsoïdes  S' et  S/.  Nous  aurons 

Or  a**  —  a*  =  5'»  —  ft»  =  {/*  —  c«,  puisque  S' est  homofocale  à  S;  donc 
aussi 

et  S/  est  homofocal  à  S|. 

On  passe  ainsi  d*un  point  quelconque  M  pris  dans  la  couche  SS|  a:i 
point  M'  qui  lui  correspond  dans  la  couche  S'S^',  en  remplaçant  les  cooi- 

donnces  «,  y,  x  du  point  U  par  les  produits  — »  ~i,  »  —  i  c*  P*****  suite,  :> 

un  volume  quelconque  pris  dans  la  première  couche  correspond  dans  h 

seconde  un  volume  que  l'on  déduira  du  premier  en  multipliant  par  -  les 

h' 
dimensions  parallèles  à  Taxe  des  x,  par  -r  les  dimensions  parallèles  aux  y, 

par  -  les  dimensions  parallèles  aux  2;  le  volume  sera  multiplié  lui-même 

par  le  produit  — r— • 

Gela  posé,  imaginons  qu'on  décompose  la  couche  SS|  en  éléments  de 
volume  A,  que  nous  représenterons  généralement  par  la  différentielle  (/<»; 
la  masse  de  l'élément  sera  fc/u,  et  pour  former  la  fonction  Y  relative  au 
point  M,  il  faudra  faire  la  somme 

pdfa 
*  MA* 

étendue  à  tous  les  éléments  de  la  couche  SS|.  Nous  poserons  donc 

UA 

Prenons  sur  U  surface  S  le  point  M'  correspondant  k  H  ;  puis  détermi- 
nons dans  la  couche  S'S/  les  éléments  de  volume  A'  qui  correspondent  aux 
éléments  A  de  la  couche  SS|.  Les  points  M,  M' et  A,  \\  étant  respecliyement 


SUR  UN  POINT  EXTÉMEUR. 
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cormpondants,  on  aura  MA  =  M'A'  (lemme  lY)  ;  de  plus  nous  venons  de 
proarec  qu*en  appelant  d»'  le  volume  élémentaire  A%  on  a 


d»  a=  dû»  X 


a'b'i 


abc  ' 


Appelons  Y'  la  valeur  de  la  fonction  Y  relative  au  point  M' attiré  par  la 
couche  S'S/;  nous  aurons,  en  étendant  les  sommes  à  la  totalité  des  élé- 
ments  des  deux  couches, 

/      .        a'b'c' 
v'  —  T^***  —  t1 ÎÎL 

=  e:  X  ?^  X2^— = '^^^^ X Y. 
p*        abc  UA  fiobc 

Il  y  a  donc  un  rapport  constant  entre  la  valeur  de  la  fonction  Y,  relative 
ao  système  (M,  SS|)»  et  la  valeur  Y'  de  la  même  fonction  relative  au  système 
correspondant  (M',  S'S/).  Or  (§  75,  Cor.  111)  la  fonction  V'  est  constante 
lorsque  le  point  M'  parcourt  la  surface  S  ;  donc  la  fonction  Y  est  aussi  con- 
stante lorsque  le  point  M  parcourt  la  surface  S',  homofocale  de  S. 

Donc  (§  55  )  /a  surface  S'  est  une  surface  de  niveau,  et  par  conséquent 

raUracUon  totale  exercée  par  le  système  SS^  sur  le  point  M  est  normale  à 

la  surface  S^. 

V'       oafl/c' 
77.    L*éga]ité  tt  t=  !---r--  conduit  à  une  autre  conclusion.  Soit  S  une 

v         ^aoc 

couche  ellîpséidale  homogène,  S' la  couche  ho- 
mofocale passant  par  M.  Soit  S'  une  seconde 
couche  homogène,  homofocale  à  la  couche  S',  et 
par  suite  homofocale  à  la  couche  S.  Prenons  les 
points  H'  et  M',  correspondants  au  point  M  sur 
les  couches  S  et  S'. 

Appelons  Y  le  potentiel  de  M  par  rapport  au 
système  S,  Y'  le  potentiel  de  M' par  rapport  à  S'; 
▼4  et  Y/  les  potentiels  respectifs*  de  M  par  rap- 
port à  S*  et  de  M'  par  rapport  à  S';  soient  a^ 
^i,  Ci  les  demi-sxes  de  la  surface  S'.  Nous  aurons  les  égalités 


l'ig.ea 


Y' 
Y 

Y, 


l/a'b'c' 
ptibc   * 

Piafi^e^ 


De  plus  V/=Y;  car  les  deux  points  M  et  M'  sont  à  rintérienr  de  la 
couche  S'. 


T.  —  vfc.  oruiivos* 
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Doue 

Ziet  poienitelt  du  point  M  par  rappprt  aux  deux  cùuchei  S,  S'  ioni  pro- 
portionnels aux  produits  des  axes  de  ces  couches  par  leur  denzité.  Il 
en  est  de  même  des  dérivées  partielles  des  fonctions  Y  et  V^  par  rapport 
aux  coordonnées  a,  p,  7  du  point  H.  Donc  les  composantes  des  attractions 
exercées  par  les  couches  S  et  S'  sont  entre  elles  dans  ce  même  rapport  : 
propriété  qui  subsiste  encore  à  la  limite  lorsque  le  point  M  touche  extérieu- 
rement la  couche  S*. 


AcnoR  D'um  coucBB  MLUKùlMiA  mPomERT  MmcB  suit  CH  vom  II  HACi 

fUR  ta  8I«FACB  BXTiRUOBB. 


78.  Cherchons  l'action  exercée  sur  on  point  matériel  M,  de  masse  (i, 
placé  sur  la  surface  extérieure  S  de  la  couche  homogène  comprise  entre 
deux  surfaces  ellipsoïdales  S  et  S',  concentriques,  homothétîques  et  infini- 
ment voisines  Tune  de  l'autre. 
La  résultante  cherchée  MN  est  normale  à  la  surface  S  (§  76). 
Menons  du  point  M  le  cône  des  tangentes  à  la  surface  intérieure  S';  ce 
cône  touche  Tellipsoide  S'  suivant  une  courbe  plane  PQ,  et  prolongé, 

détache  de  la  couche  matérielle  toute  la 
>  masse  comprise  entre  ce  oôoe  et  la  sur- 
face S\  masse  profilée  sur  la  figure  sui- 
vant les  segments  elliptiques  Mpj/,  V99'. 
L'intervalle  des  deux  suifaces  étant  in- 
finiment petit,  les  tangentes  HP,  IIQ  sont 
sensiblement  normales  à  la  drMte  MN, 
et  par  conséquent  les  masses  retranchées 
par  le  c6ne  des  tangentes  eiercent  sut 
le  point  M  des  attractions  perpendicu- 
laires à  la  résultante  cherâfaée.  Il  est 
donc  inutile  d'en  tenir  compte  pour  la 
recherche  de  cette  résultante. 
Nous  décomposerons  la  couche  en  éléments  coniques,  infiniment  petits, 
ayant  leur  sommet  commun  au  point  M,  et  compris  dans  le  cône  tangent 
Mp,  Hq.  Soit  dtt»  la  mesure  de  l'ouverture  de  l'un  quelconque  HCC'  de  ces 
cônes  élémentaires,  c*est-À-dire  la  mesure  de  Taire  du  polygone  mtercepté 
par  ce  cône  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  décrite  du  pointN  comme 
centre.  Appliquons  la  méthode  suivie  §  75.  L'action  exercée  sur  le  point  M 


Fig.  67. 
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par  ane  tranche  élémeataire,  d'épaisseur  dr,  située  à  ta  distance  r  du  point 

altirè,  a  pour  mesure 

ffiftdidr; 

il  faut  intégrer  cette  quantité  par  rapport  à  r  entre  les  limites  r  =  0  et 
r = MA,  puis  entre  les  limites  r  =  MB,  r  =  MC.  lie  résultat  est 

ffiipd^iUk  +  SC)  =  ^ffifdo»  X  MA, 

en  observant  que  MA= BG  (§  69  ).  Telle  est  la  mesure  de  Tattraction  exercée 
dans  la  direction  MG  par  la  matière  comprise  dans  le  cène  élémentaire.  Pour 
âTOir  la  projection  de  cette  force  sur  la  normale,  il  faut  multiplier  par  le 
cosinus  de  Tangle  AMN  =  a  ;  et  indiquant  la  sommation  de  toutes  les  com* 
posantes  semblables  prises  à  Tintérieur  du  cône  PMO,  on  aura  pour  la  résul^ 
tante  cherchée 

Lorsque  Tangle  «  est  très  petit,  MAcosa  est  sensiblement  égal  k 
répaisseur  UD  de  la  couche  au  point  H,  ce  qui  permet  de  remplacer 
sdié  X  UXcosflt  par  ND  x  z^c»,  et  en  observant  que  la  somme  des  éléments 
sphériques  d»  à  Tintérieur  du  cône  PMQ  est  sensiblement  égale  à  la  moitié 
de  la  surface  sphérique,  ou  à  2^,  puisque  les  angles  PMN,  QMN  sont  droits 
k  la  limite,  il  vient  en  définitive, 

R  =  4a/>pXMD. 

79.  Cette  démonstration,  dont  on  s*est  longtemps  contenté,  n'est  pas 
rigoureuse,  car  elle  suppose  «  très  petit,  tandis  que  a  doit  varier  de  0  aux 
angles  PMN,  OMN,  qui  sont  voisins  de  Tan- 
gle  droit.  Le  résultat  est  cependant  exact, 
grâce  à  une  compensation  d'erreurs,  ainsi 
que  nous  allons  le  démontrer.  ^ 

Par  la  normale  MN  faisons  passer  une 
série  de  plans  infiniment  voisins,  se  cou- 
pant sous  Tangle  dO;  Télément  sphé- 
rique  dw  peut  être  déterminé  par  la  ren- 
contre  de  la  sphère  avec  deux  de  ces  ^'     ' 

plans,  correspondants  aux  angles  6  et  0  +  dO,  et  avec  deux  cônes  droits  de 
révolution  autour  de  MN,  déllnis  par  les  angles  x  et  a  4-  dx.  Appelons  u 
la  longueur  MA,  correspondante  aux  angles  «  et  0.  Nous  aurons 

tU$r=d0X.dO%ingct 
et 


R=2/*^o  /    /  t(COSaSin«dad0 
=^yfip  j  tlO  l  NCOSfltsinada. 
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La  première  intégration  portera  sur  la  variable  a,  qui  sera  prise  entre 
K'S  limites  %  =  0  et  a  =  IMP,  dans  un  azimut  déûni  par  une  valeur  deft 
quelconque  ;  ensuite  on  fera  varier  6  de  0  à  Sir,  pour  faire  la  sommation 
dans  toute  retendue  du  cône. 

Le  point  M  étant  inûniment  voisin  de  la  couri)e  S',  Tare  PD  est  iiiGuimenl 
petit,  et  peut  par  conséquent  être  confondu,  aux  infiniment  petits  du  troi- 
sième ordre  près»  avec  un  arc  de  parabole  qui  aurait  son  sommet  nu 
()oint  D,  qui  aurait  pour  axe  la  droite  HN,  et  qui  toucherait  la  droite  IIP 
au  point  P. 

Le  point  D  est  le  milieu  de  la  distance  NI,  projection  de  MP  sur  la  nor- 
male UN.  Appelons  p  Fangle  PMI,  limite  de  Tangte  a,  et  i  la  distance  MD. 

L'équation  de  la  parabole  DP,  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  est  de  la  forme 

ici 

y=:uih\u.      x=7tfC08a  —  c. 

Donc 

tt*5iii*a  =  2/)  (ucosa  —  e). 

On  en  déduit,  en  résolvant  par  rapport  à  ti,  et  en  prenant  la  moindre 
racine,  celle  qui  correspond  à  la  valeur  négative  du  radical. 


„^        P P       4/1      2«tang^« 

siiioctanga       sinectanga  y  P 

Hais  au  point  P  on  a  x  =  1,  a  =  p,  et  par  conséquent 


tisin^  =  V^2/i<9 
tico»^  =  2<, 


d'où  Ton  déduit  togP  =  \/^- 


Remplaçons  —  sous  le  radicalpar  - — -^;  il  viendra 


«= P- 


('  -  v/ï^^) 


sinatangflc 
Multiplions  les  deux  menDl>re$  par  cosasinacix  : 

tanga       \  Y  tang*^/ 

expression  qu*il  faut  intégrer  dea  =  Oàa  =  p.  Le  radical  peut  être 
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dérekippé  en  série  par  la  formule  de  binôme,  puisque  le  second  terme 
f  *        j   est  au  plus  ^al  à  Tunité;  il  rient  alors 


V._^  Ung'g  _  /j  _  tang^flcX  •  __  4  _  i  tang^g      1  tang*a 

série  dont  les  termes  successifs  sont  de  plus  en  plus  petits  en  Taleur  ab- 
solue. 
L*eipressîon  à  intégrer  prend  la  forme 


i  psineda   ,    1  psin«tang*grfae 
2   tang»^  "*"  »        tang*^ 


•  •  • 


Remplaçons  tang*p  par  --,  puis  supprimons  les  facteurs  communs;  il 
vient»  en  bornant  la  série  à  ses  deux  premiers  termes, 

csinoJa  +  5 2 —  sînacfg. 

2        p 

Intégrons  dea  =  Oàa  =  P;  nous  aurons  pour  le  premier 

«{1  —  cos^); 

quant  au  second»  observons  que  t  est  infiniment  petit»  tandis  que  p  est  une 
quantité  finie;  de  sorte  que  le  facteur  constant  ?-  est  un  infiniment  petit 

du  second  ordre.  L'autre  facteur  est  l  tang^asinada.  Sans  faire  entière- 
ment celte  intégrale,  nous  pouvons  en  déterminer  une  limite  supérieure. 
Le  facteur  sina  étant  toiyours  compris  entre  0  et  1»  noua  avons  Tihé^ 
gatité 

I  Uaig* a  sin  «dot  <  j    tang^oeia» 
Or 

Jtang««d«  =  /^^  da  =  tang  «  - 

quantité  i  prendre  entre  les  limites  0  et  p.  L'intégrale  cherchée  est  moindre 
que  tangP  —  P,  et  a  fortiori  moindre  que  tangP  ou  que  \/|-«  Le  prochiit 

est  donc  phia  petit  que  ^  x  i/^  ou  que  ^  i/^ ,  infiniment  petit  de 

3 
TcHrdre  5 .  Dans  un  calcul  où  Ton  doit  négliger  les  infiniment  petits  d'un 


a« 
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ordre  supérieur  au  premier,  on  doit  eiïacer  le  second  terme  de  la  série,  et 
à  plus  forte  raison  les  suivants,  qui  sont  d'un  ordre  plus  élevé  de  petitesse. 
II  reste  alors  pour  l'intégrale 

€(1— cosp), 

OU  à  la  limite,  pour  p  égal  à  ^^  l'épaisseur  t  de  la  couche  comme  le  calcul 

£Qmmaijre  nous  Tavait  appris. 
On  a  donc  en  définitive 

f  =  UD  étant  Tépaisseur  de  la  couche  au  point  M. 

80.  On  peut  transformer  cette  expression.  Soit  0  (fig.  67)  le  centre 
commun  des  deux  surfaces.  Joignons  OM  ;  cette  droite  coupe  en  E  la  sur- 
face S';  abaissons  du  point  0  la  perpendiculaire  OF  sur  le  plan  tangent  à 
l'eUipsoîde  en  U;  les  triangles  MDE,  OPM  seront  semblables,  et  si  on  ap- 
pelle P  la  distance  OF  du  centre  au  plan  tangent,  on  aura  la  proportion 


IID      OP       p 

UB       OU      OM' 

On  en  déduit 

"'>  =  ï^xS' 

«t  comme  les  ellipsoïdes  S  et  S'  sont  semblables,  si  a  est  le  demi-axe  de 
l'un»  et  a  —  da  le  demi-axe  de  Tautre,  ^  sera  égal  k  — •  Donc  enfin 


K^Ânffip  — • 


Pour  avoir  tes  composantes  de  R  parallâemeni  aux  trois  axes  principaux, 
il  suffit  de  muhiplier  R  par  les  cosinus  des  angles  cpie  fait  la  normale  MN 
avec  ces  trois  axes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  les  cosinus  des  angles 
que  le  plan  tangent  fait  avec  les  trois  plans  (coordonnés. 

«1  Ri  «ft 

Soit  "i  +  ri  +    ,  =  ^  l'équation  de  l'ellipsoïde. 
fiO  plan  tangent  au  point  (a,  p,  i)  a  pour  équation 

tfi^  b^  ^  c» 
La  distance  P  de  l'origine  au  plan  tangent  est  donnée  par  Téquaf  îoa 

i 


P  = 


ou  le  radical  doit  être  pris  positivement. 


SUR  UN  POINT  D£  81  SUBFACE.  i5t 

Les  éqoalioDS  de  la  normale  sont 

et  les  cosinus  des  angles  que  cette  droite  fait  avec  les  axes  sont  égaux  rcs- 
pectiYeroent  i 

«^  y  f' 

on  bien  & 


y 


c 


.1 


v/(5)-H&r+(jr 


^ÎV 


e« 


Ixî  signe  +,  attribué  aux  radicaux,  correspond  à  la  normale  extérieure; 
comme  Tattraction  totale  est  dirigée  suivant  MN,  c'est-à-dire  suivant  la 
normale  intérieure,  il  faut  prendre  les  radicaux  avec  le  signe  —,  de  sorte 

Pa         PB         Py    ' 

que  les  cosinus  à  employer  sont  — j-  »  —  e^  »  ~~  «•  * 

Appebnt  X,  T,  Z  les  composantes  de  R  suivant  les  axes  des  ellipsoïdes, 
nous  aurons  donc 

Y  =  -  4,r/>^P«^  ^^^  =  -  4,/>,P«/i  J. 
Z  =  -  4,r/)*pPty  g  =  -  4,r/MpP»y  J. 

On  peut  vérifier  sur  ces  formules  que  la  fonction  V  est  constante  tout  le 
long  de  la  surface  S.  On  a  en  effet 

g-==-4«/>P»«JJ.. 

g^=:-4*pP«^j5-, 

5-  =  -4^/,P^^-, 
formules  vraies  pour  tous  les  points  de  Tellipsolde. 
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Od  a  donc,  arec  cette  restriction, 


quantité  identiquement  nulle  en  tous  les  points  de  l'ellipsoïde,  poisqu^on 
a  réquation 

a*       ^«        >'•  __ 
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81.  La  méthode  que  nous  suiTrons  consiste  à  décomposer  i'eliipsoide  en 
une  série  de  couches  infiniment  minces  par  des  surfaces  ellipsoïdales  sem- 
blables. Supposons  que  les  demi -axes  de  TeUipsoîde  donné  soient  Â,  B,  C, 
et  qu  on  ait  A  <  B  <  G,  le  signe  <  n*excluant  pas  Tégalilé.  Appelons 
encore  a,  p,  7  les  coordonnées  du  point  M,  auqud  nous  attribuerons  une 
masse  fi,  et  soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  Tattraction  totale  estimée 
parallèlement  aux  axes. 

Cherchons  d'abord  les  composantes  de  l'attraction  correspondante  à  une 
couche  ellipsoïdale  définie  par  les  demi-axes  a  ei  a-—da,  b  eib-^  di\ 
cet  c^  de;  nous  aurons  entre  ces  quantités  et  les  demi-axes  de  la  surface 
extérieure  les  relations 

a b  e 

A  ■"  B  ""  C' 

abc 

Nous  saTons  (§  76  et  77)  que  la  couche  ellipsoïdale  {a,  a—da)  exerce 
sur  le  point  M  une  action  de  même  direction  que  la  couche  homofocalc 
(af,  af  —  da')  passant  par  ce  point  M,  et  que  ces  actions  sont  entre  elles 
comme  les  produits  abc  et  a*b  {/,  en  supposant  que  ces  couches  aient  la 
même  densité  p.  Les  demi-axes  de  la  couche  homofocale,  a',  b*,  </,  af — r/u', 
b'  —  db',  if  —  dfff  seront  donnés  par  les  relations 


(2) 


fl/*  . 

-a«  = 

fe'«  — 

b* 

=  c^ 

-c*, 

da' 
a' 

da 
"a' 

db' 
b' 

= 

db 
6' 

de 

de 

e 
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Pour  que  la  surface  extérieure  passe  par  le  point  M,  il  faut  de  plus  qu*ou  ait 


,«         |5«        ..« 


p)  U-^h-^h^'' 


Soit  enfin  F  la  distance  de  l^origine  au  plan  tangent  mené  à  1  ellipsoïde 
(a',  1/y  &)  au  point  M;  les  composantes  de  Fattraction  de  la  couche 
(a',  af  —  da')  sur  le  point  M  seront  (§  80). 

,    .    -.,    da* 

En  les  multipliant  par  le  rapport  -tuz^  ^^  ^^^  1^  composantes  de  la 
couche  (a,  a  —  da),  savoir  : 

<a  =  -4.frpP'^^. 

,  da'      da 

en  observant  que  — 7  =  — . 
^      a'        a 

82.  Nous  allons  exprimer  toutes  les  variables  a,  b,  c,  a',  l/,  cf,  et  F'  en 
fonction  d*une  même  quantité  »,  définie  par  Téquation 

(5)  :<  =  «: 

A. 
le  nombre  «  sera  compris  entre  0  et  le  rapport  p  du  demi-axe  de  la 

surface  de  l'ellipsoïde  au  demi-axe  de  la  surface  homofocale  passant  par  le 
point  M. 

Onendéduito'ziz-. 

Il 

Mais  des  équations  (2)  combinées  avec  les  équations  (i)  on  tire 
et  par  suite 
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Nous  ferons,  pour  abréger,  p  —  i  =  >.*,  et  nous  aurons 


=«\/î+^- 


Cl 
Faisant  de  même  ^  —  i  =  x'*,  il  viendra 


"Vi 


4-V^- 


Remplaçant  a^^l/  eltf  par  leurs  valeurs  dans  Téquation  (5),  on  obtient, 
pour  déterminer  a  en  fonction  de  ti,  l'équation 

(0)  7^  +  — T^ï^^ r-^—r^ x=i. 


qui  donne 


On  exprimera  ensuite  a',  6^  et  c'  en  fonction  de  u. 
Pour  exprimer  P,  on  emploiera  la  formule 


ï>^= 


fi!  +  ê!  +  2!     ^^1^  1       ^'       I       ^ 


{'-^iy  (-+i)' 


Enfin,  il  faut  exprimer  da  en  fonction  de  du;  on  tirera  da  de  Téquation  (G) 
en  la  différentiant.  Il  vient 


("-i)-  F^pJ 


llts  = r  -  du 


du 


6U&  m  POINT  EXTÉRIEUIU  f55 


Substitaons  P^da  dans  les  équations  (4)  ;  nous  aurons 

<n  =  —  4:r//.p^  X  j^  du. 

Remplaçant  oufin  a',  ^^^  c^,  d  et  c  par  leurs  valeurs  en  ti,  il  vient  successive- 
ment 

be  ^   A«  DC 


BCu* 


v/J+^»v^5+^  A'v^*v^î+^ 


a» 

y^6c  _  M*  6c^  _  DC 


••(i+>-)  '".Vi+^-v/ï^-li +>•)«' 


BCtf* 


(r'c«  —  C't  ><  p?  —        "  V   X      ■ 


fli/i^+i/s)        A«V^(H-Â«u«)tl-i-i'*u'«i 


BCt|S 


Doue 


«A  =  —  *Tt ffàfia  X  75» 


A*  v^^i +;.«««)  (i -h  ji«M«j* 


«"  =  — WA*/>^X-rT 


^*  v/(l  4- /*«»)* (i+^'»«*)* 
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Si  l'on  observe  que  la  masse  totale  M   de  Fellipsoîde  est  égale  h 

^  ffABG  X  p,  ou  pourra  écrire  plus  simplement 

u*du 


4 

3 


3M 


17) 


dï^-^^xM 


u*da 


A'  V(l+/.«ii*)(H-i'«ll«)5 


Il  n*y  a  plus  qu*à  intégrer  ces  fonctions  entre  les  limites  «  =  0  et 
=  T>;  ce  qui  donne,  en  indiquant  seulement  Topération  à  eiécuter. 


(8) 


u*du 


V(»H- 

.'•a'*) 

v/(i  + 

U*<ftf 

aV) 

Vt1-|-x*u«){l  4-a'«M*)» 


83.  La  première  quantité  à  intégrer  contient  en  dénominateur  un  radical 
carré  qui  porte  sur  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  ti.  L'intégrale 
rentre  dans  la  classe  des  fonctions  elliptiques.  Les  deux  autres  peuvent 
se  déduire  de  la  première  par  une  dérivation  partielle.  En  effet,  multi- 
plions  X  par  X,  puis  prenons  la  dérivée  du  produit  par  rapport  à  X;  il 
viendra 

dx 


j^(AX)  =  x-i->:y^. 


Or 


Donc 


£ 


__3M        j      r^'  /  u^du A«ti*rftf 


OT  =  -Tf 


À'«««(v/l-hA«««) 


-S  — 5H/"«   r^n^tf  (1  H-  X*u*  —  AV)  _       3M  r^  iiVi# 
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Donc  enfln 

De  même  Z  =  ï  -^tt-* 

a     aV 

84.    /{emarçuef.  —  i*  Supposons  que  le  point  M  soit  placé  sur  la  sur- 

A 
face  extérieure  de  l'ellipsoïde.  Alors  on  a  t;  =  i  t  et  les  limites  des  inté- 
grales qui  figurent  dans  les  équations  (8)  sont  les  nombres  0  et  i.  Ces  inté- 
grales prennent  des  valeurs  numériques  complètement  déterminées  dés  qu*on 

i    Y    Z 
connaît  les  nombres  x  et  X';  les  rapports  ~«  ô  «  -  ^oni  donc  indépendants 

de  la  potUUm  du  point  \ià  la  surface  de  Vellipsàide. 

S*  Si  le  point  U  était  à  Tintérieur  de  Tellipsoîde,  tout  se  passerait  comme 
si  Ton  retranchait  du  système  attirant  toute  la  matière  comprise  entre  s**) 
surface  extérieure  et  une  surface  semblable  menée  par  le  point  M;  on  aura't 

donc  encore  la  limite  ^  =  i,  et  les  intégrales  définies  conserveraient  leurs 

M 
valeurs.  D  en  est  de  même  aussi  du  rapport  rj«  qui  correspond  à  Tel- 

lipsoide  semblable;  car  les  masses  des  ellipsoïdes  semblables  sont  entre 

Y 

dies  comme  les  cubes  des  demi-axes  homologues.  Donc  les  rapports  - , 

Y   Z 

T-*  -  Monl  constatds^  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré  à  Vintérieitr 

P    7 

cuàla  surface  d^un  ellipsoïde  homogène, 

5*  Les  intégrales  peuvent  être  obtenues  sous  forme  finie  quand  la  sur- 
face est  de  révolution  :  mais  alors  deux  cas  sont  à  distinguer.  Nous  avons  ad- 
mis que  Â  était  <  B,  et  que  B  <  C  ;  ces  inégalités  sont  nécessaires  pour  que 
les  rapports  Xet  x'  soient  réek.  L^ellipsolde  peut  être  de  révolution  de  deux 
manières  : 

Si  B  =  C,  Taxe  A  est  Taxe  de  révolution  et  Tellipsoîde  est  aplati  vers 
les  pèles  ;  dans  ce  cas  x  =  x^ 

Si  Ar=B,  Fellipsoîde  est  de  révolution  autour  du  plus  grand  axe^  et 
il  est  allongé  vers  les  pôles  ;  dans  ce  cas  x=:  0. 

Lorsque  >.  =  x%  les  formules  deviennent 


A» 

4 

J^    i  +  i*u«~         AV    V 

531/À.? 

A 

A* 

1      ii+kW*-       2.kV 

(„»,a  _  _^) 
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A 

^ i^ J       (l  +  ;«iiV  "        «An»  [ ""^^"^  A'        A**  +  i»AV* 

Dans  ces  formules»  arctang  n*  représente  Tare  positif  et  <  ^  qui  corres- 
pond à  la  tangente  donnée  p* 
Si  >  =  0,  ou  si  Tellipsoîde  est  allongé  vers  les  pôles,  on  trouvera 

TOiOlàlIBS  DB  MAG-LAURIR  ET  d'iTORT. 

85.  Les  théorèmes  de  Mac-^Lawrin  et  d'/vory  ont  pour  objet  de  comparer 
les  attractions  de  deux  ellipsoïdes  homogènes  et  homofocaux  sur  un  point 
matériel  ;  ils  consistent  dans  les  énoncés  suivants  : 

i*  Deux  ellipsoïdes  homofocaux  homogènes  exercent  sur  un  même  point 
extérieur  quelconque  des  attractions  qui  ont  la  même  direction,  et  qui  sont 
proportionnelles  aux  masses  de  ces  ellipsoïdes. 

S*  Étant  donnés  deux  ellipsoïdes  homofocaux  homogènes  S  et  S',  et  deux 
points  correspondants  M  et  H',  placés  le  premier  sur  la  surface  de  Tellip- 
soïde  S',  le  second  sur  la  surface  de  Tellipsoïde  S,  les  composantes  paral- 
lèles à  un  axe  principal  des  attractions  do  S  sur  M,  et  de  S'  sur  M'  sont 
entre  elles  conmie  les  produits  des  deux  autres  axes  principaux  dans  chaque 
ellipsoïde. 

86.  Le  premier  théorème,  qui  est  celui  de  Mac-Laurin,  peut  se  démon- 
trer géométriquement,  en  décomposant  les  deux  ellipsoïdes  donnés  en  cou- 
ches respectivement  homofocales,  semblables  entre  elles  dans  chacun 
d'eux,  et  en  appliquant  à  ces  couches  la  remarque  contenue  dans  les  ^  76 
et  77.  On  le  déduit  également  de  Texamen  des  formules  générales.  Il 
sufQt  de  démontrer  la  proposition  pour  deux  ellipsoïdes  homofocaux  de 
même  densité  dont  Tun  passe  par  le  point  donné. 

Soient  A,  B,  G  les  demi-axes  du  premier  ellipsoïde,  ^  sa  densité;  A',  1^, 
C  les  demi-axes  du  second,  qui  passe  par  le  point  N. 
Mous  aurons  pour  Tun,  en  n'écrivant  que  la  composante  X, 


\/(i  +  J.*U*)  (1  +  i»^») 


TSÈOBÈME  M  1UG4AUBIN.  if» 

et  pour  la  second» 

Mais,  puisque  les  ellipsoïdes  sont  homofocaux,  on  a 

A'*  — A*  =  B^  — B«  =  C'«  — (?. 
Donc 


,^      B^  — A^_D«  —  A«_A>        B«  — A*_A« 
^i  —       A'«       —      A'»      ""A'»^      A»      ""A'=*^' 


demétne 


et  d  Ton  pose 


d*où  résulte 


il  Tient  en  défmitiTe 


i./t  —  ^  i/« 


A' 


^0  =s  -.  du. 


A**  A' 

3M'  _     I  F"*><r''" 


X'  =  -p-X/M« 


V/(i  ■+Si*x^»«)(i  +  ^a'.x^%«) 


"~~  'irî'  ^» 


À«tt»)ll  +  À'*l««)         J^ 


On  prouTerait  de  même  que  y-  =  =-  =  g-. 

87.  Le  second  théorème,  celui  dlvory,  est  remarquable  en  ce  qu'il  a 
Heu,  quelle  que  soit  la  loi  d'attraction. 

Soit  ABC  (fig.  69)  le  premier  ellipsoïde,  Â'B'G'  le  second,  M  un  point 
pris  sur  la  surface  du  second,  M' le  point  correspondant  à  M  sur  la  sur- 
face, du  premier. 

lÀ  composante  X  de  Fattraction  exercée  par  rellipsoide  ABC  sur  le  point 
M  est  donnée  par  la  formule  générale 


X^-fPH^fffyw'-^dxdydz, 


où  f  est  la  distance  du  point  M  à  l'élément  de  volume  dxdydz^  a  l'abscisse 
da  point  M,  et  F(r)  la  loi  de  Tatlraction  en  fonction  de  la  distance. 


1A0  TntonËKE 

ParUgeons  rellîpMIde  en  èlémenls  prismatiques  parallèles  i  l'axe  01  ; 
soit  FQ  l'Dn  de  ces  éléments,  qui  a  pour  base  dans  le  plan  ZOT  le  rectanglu 
mapq  =  dydx;  TaisonB  rinlégrâlion  par  rapport  à  x  tout  le  long  de  ce 
prisme. 

Nous  «irons  dr  =  ^ '- —  le  long  de  li  droite  PQ  parallèle  fc  l'isc 


01,  de  lorta  qu'en  posant  rF(r)rfr  =  7(r),  on  tort  tC!^ 

Prenons  cette  intégrale  enlre  les  points  P  et  Q;  soient  r,  et  r,  les  distances 
limites  HP,  Mit  ;  la  première  intégrale  sera 

Passons  au  point  H'  et  k  l'autre  ellipsoïde  qu'on  décomposera  en  éléments 
correspondants;  on  aura  pour  Tolume  correspondant  au  prisme  FO  un 
autre  prisme  P^,  dont  la  base  dans  le  plan  ZOV  sera  dg'd^,  et  pour  lequel 
les  deux  distances  limites  Ml",  M^  seront  respectiToment  égales  i  HP, 
HQ.(§  74}. 

On  aura  donc,  en  attribuant  la  même  dendté  aux  deux  ellipsoldos  et  U 
même  masse  aux  points  H  et  M', 


etpsr  soita 


DonceDÛn 


BIVOET. 


dyfd^  =  -g^  d^%. 


X  ""  BC* 
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égalité  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  d^ailleurs  déduire  le  théorème  dlvory  de  celui  de  Mac-Lanrin,  ett 
réciproquement. 

88.  Aemarçti^.  ~  Le  théorème  d'Ivory,  étant  établi  indépendamment 
de  la  loi  de  Tattraction  en  fonction  de  la  distance,  permet  de  démontrer 
la  proposition  suiyante  : 

hoL  ieule  loi  d'atiraction  pour  laquelle  une  couche  tphérique  homogène 
m*€xerce  aucune  action  tur  un  point  intérieur  eet  celle  qui  cet  exprimée  par 
Féquation 

F(r)  =  y. 

Soient  en  efTet  deux  sphères  concentriques  homogènes  OM,  OM';  prenons 
on  point  M  sur  la  surface  de  la  première,  et  un  point  M' de  masse  égale  sur 
la  surface  de  la  seconde.  Appliquons  le  théorème 
dlvory;  nous  aurons,  en  appelant  R  et  W  les  attrac-  ^         "\m' 

lions  de  la  sphère  OM'  sur  H  et  de  la  sphère  OM  sur  M', 


R 


CM' 
5ÎF* 


Fig.    70. 


Or,  s  Faction  d*une  couche  sphérique  homogène 
sur  un  point  intérieur  est  nulle,  Faction  R  de  la 
sphère  OM'  sur  M  doit  être  indépendante  de  OW, 
car  les  couches  situées  au  delà  de  la  sphère  M  n*ont  pas  d'influence  sur  cette 
attraction.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  le  produit  R  x  OM* 
soit  constant.  Faisant  donc  R  x  ÔÂP  =  G,  on  aura 


R'  = 


OM'*' 


en  désignant  par  G  une  constante.  L'attraction  est  donc  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  du  point  attiré  au  centre  0  de  la  sphère  attirante. 
Cette  égalité,  ayant  lieu  quelque  petit  que  soit  le  rayon  OM,  a  lieu  encore 
h  la  limite  pour  un  point  matériel  unique,  ce  qui  Ikit  retrouver  la  loi  de 
Newton, 


▼.  —  UtC.  COLUGXOII. 
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Cette  propriété,  particulière  à  la  loi  newtonnienne,  et  la  propriété  d'im- 
poser aux  points  mobiles  des  tngectoires  fermées  (III,  §  S33),  montrent  le 
caractère  tout  spécial  de  cette  loi. 

89.  Nous  allons  démontrer  directement  la  même  proposition. 
Soit  AA'  une  couche  sphérique  homogène,  dont  la  densité  soit  égale  à 

P  par  unité  de  surface.  Soit  a  =  OÂ  son  rayon. 
Formons  la  fonction  U  (§  54  )  pour  un  point 
intérieur  M  défini  par  sa  distance  au  centre 
OM  =  r.  Cette  fonction  deyra  être  constante 
par  hypothèse.  La  surface  d'une  fone  infini- 
ment mince  PP  est  égale  à  Tare  PF  =  ad» 
multiplié  par  la  circonférence  décrite  par  le 
milieu  de  Tare  PF',  ou  par  Sir  x  IP;  ce  qui 
donne  Sica'sinftdft,  en  appelant  •  Tangle  PÔà. 
Soit  HP  =  tt  la  distance  commune  des  points  de  la  zone  au  point  M.  Noos 
aurons 

lI=:2r.flV  f  ~* 9[u)sin$d9, 

9(«)  désignant  Fintégrale  Ç¥(u)duy  dans  laquelle  F(if)  représente  Fat- 
traction  en  fonction  de  la  distance. 
Or  le  triangle  OMP  établit  une  relation  entre  «,  •  et  r  ;  on  a  enefiet 


Fig.  71. 


Différentiant,  il  vient 


M*  =  a«  -h  r»  —  2ar cos9. 


udu=arûïiBâ9» 


Remplaçons  dntteitt  par  -^  : 

ou  bien»  en  observant  que  0  =  0  donne  »  =  a  —  r,  et  6 

U=  -—£  uf[u)du. 

Nous  poserons  ftt^  (u)  du  =  ^  [u)  ;  et  Téquation  deviendra 


=  »,  u=^a'\-r. 


La  fonction  U  doit  être  constante  quelle  que  soit  la  position  du  point  II 
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snr  le  rayon  OA,  c*est-è-dire  doit  être  indépendante  de  r  ;  donc  le  rapport 

^ -^^ — ^^^  doit  ne  plus  contenir  la  Tariable  r.  Admettons  que 

la  fonction  «{'(o  +  r)  soit  développable  par  la  série  de  Taylor  pour  toute 
Taleor  de  r  comprise  entre  —  a  et  +  a  ;  nous  aurons 

série  où  n*entrent  que  les  dériyées  d*ordre  impair. 

Divisant  par  r,  on  voit  que  la  condition  cherchée  est  que  ^"  (a)  =  0, 
^v(a)  =  0,  ...,  quel  que  soit  a.  La  première  condition  renferme  toutes 
les  suivantes,  et  montre  que  ^(a)  est  un  polynôme  entier  du  secûnd 
degré  en  a. 

On  aura  donc 

#(tt)=Att«H-DuH-C, 

A,  B  et  G  étant  des  constantes. 
Donc 

et  par  suite 


f{u)=U-^l=f¥{u)di:. 


Mérentiant  de  nouveau,  il  vient 


à  savoir  la  loi  de  Newton. 

90.  Mais,  pour  le  démontrer,  nous  avons  admis  que  la  fonction  ^  était 
développable  en  série  convergente  par  la  for- 
mule de  Taylor  On  peut  éviter  cette  suppo- 
sition. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  OX,  OT, 
et  construisons  la  courbe  y=:^(u);  sur  Taxe 
des  X  nous  porterons  des  longueurs 

OA  =r  a,        OC  =  a  —  r,        OP  =  a  +  r. 

Le  point  A  sera  le  milieu  de  la  distance  Fig.  72. 

CF.  Élevons  aux  points  G,  A,  F  des  ordonnées 

CD=f(a  — r),       AB  =  ^(a),        FB  =  <f»(a  +  r). 

Noos  <d>tiendroDs  ainsi  les  points  D,  B,  fi,  et,  en  taisant  varier  r,  nous 
aurons  une  suite  de  points  qui  dessineront  une  courbe  Bifi,  icpiésayaiit 
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l'équation  y  =  4^(11).  Le  rapport  — ^--^ est  donné  sur  la 


2r 


B& 


figure  par  le  rapport  |^»  ou  par  Tinclinaison  de  la  corde  DE.  Le  premier 

rapport  étant  constant,  les  dWerses  cordes  DE,  dont  les  milieux  I  sont  tous 
situés  sur  Pordonnée  BA,  sont  toutes  parallèles  entre  elles,  et  parallèles 
aussi  à  leur  position  limite»  c'est-à-dire  à  la  tangente  BH  à  la  courbe  au 
point  B  :  propriété  qui  caractérise  une  parabole  à  axe  parallèle  à  OY.  On  a 
en  elTet 


équation  qui  doit  être  vraie  pour  toutes  valeurs  fmies  de  a  et  de  r.  On  en 
déduit 

Prenons  successivement  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  r, 
puis  par  rapport  à  a  ;  il  viendra 


Donc 


^{a  +  r)  +  f  (a  —  r)  =  2'|r'(c), 
^'(a-h  r)  —  ^(a  —  r)  =  2r^''(fl). 


Cette  équation,  étant  vraie  pour  toutes  valeurs  de  r  et  de  a,  montre  que 
la  fonction  ^  (a+r)  est  une  fonction  linéaire  de  r,  et  comme  elle  ne  change 
pas  quand  on  y  permute  r  en  a,  elle  doit  être  aussi  une  fonction  linéaire  de 
a.  Donc  ^{a)  est  une  constante,  ^*(a)  une  fonction  de  la  forme  Ba  +  C, 

i  (tt)  un  trinôme  du  second  degré  Au*  +  Bu  +  C,  et  enfin  P(tt)  = ^* 


Fig.  75. 

91.  Qierchons  aussi  quelle  forme  il  faut  donner  à  la  fonction  F(ti)  pour 
que  Fattraction  d*une  couche  sphérique  homogène  AA'  sur  un  point  exté- 
rieur M  soit  la  même  que  si  la  masse  attirante  était  concentrée  au  cen- 
tre 0  de  la  couche. 
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Roas  aurons  toiù^un,  en  faisant  varier  Ide  0  à  ir» 


U  =  2itrtV  jf(u)siTï9dO» 


et 

tt*  =  a*  -f  f*  —  SorcosO. 
Od  en  déduit  encore 


"^^X^w-- 


Vais  pour  6=0,  on  a  ti  =  r  — a;  pour  6  =  w,  on  a  «  =  r-|-c;  de 
sorte  que 

Gela  étant,  faisons  varier  infiniment  peu  le  rayon  a  de  la  couche  sphé- 
rique,  et,  en  même  temps,  faisons  varier  la  densité  9  de  cette  coudïe  de 
feue  sorte  que  la  masse  totale  resf  e  la  même  ;  cette  masse  s'exprime  par 
le  produit  4ira*p  ;  nous  ferons  4irp  x  a*  =  !2K,  quantité  constante,  ce  qui 
donnera 

Si  l'attraction  de  la  couche  est  la  même  que  celle  d*une  masse  égale  con- 
centrée au  point  0,  la  fonction  U  ainsi  exprimée  doit  être  telle  que  ^ 

loit  indépendant  de  a,  et  par  suite  la  condition  donnée  s'exprimera  en 
posant 

^=0 

équation  qui  sMntégre  aisément,  et  qui  montre  que  U  est  la  somme  d'une 
bnclion  de  r  et  d'une  fonction  de  a* 

99.  Cherchons  à  déterminer  sous  cette  condition  la  forme  générale 
de  la  fonction  4>. 

Remarquons  d'abord  que,  si  nous  connaissons  deux  solutions  t|»,  et  t|>|  du 
problème^  la  somme  4*0  +  ^i  ^^  ^^  une  troisième  solution.  En  effet,  si  Ton 
aà  Ufois 


ar 


et 


la  somme 


ar 

=  IP0W+ fiWJ  +  (/o(«) + A(«M 
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peut  s'écrire 


or 


et  par  suite  la  fonction  4>t  =  4*0+11  satisfait  aux  conditions  imposées  à  la 
fonction  4*. 

Plus  généralement,  F  et  Q  étant  des  constantes  art)itiwes,  on  aura  une 
solution  en  prenant  pour  la  fonction  ^  la  somme  V^q  +  Q^i. 

Nous  examinerons  successivement  divers  cas  particuliers. 

1*  Supposons  d*abord  que  a  soit  inflniment  petit  par  rapport  à  r;  nous 
pourrons  remplacer 

^{r4-«)    par    ^(r)  4-a<f»'(r), 
f(r— tf)    par    ^[r)^a^[r), 

et 

ar  ^  r 

Donc        « 

quantité  indépendante  de  o*  On  en  déduit  pour  Tattraction 

résultat  évident  a  priori,  et  qui  montre  qu*à  la  limite  la  propriété  indiquée 
appartient  à  une  fionction  quelconque  :  Tattraction  d^une  couche  spbériqoe 
de  rayon  infiniment  petit  est  toiigours  la  même  que  si  la  masse  était  con- 
centrée en  son  centre. 

S*  Il  en  sera  de  même  aussi  toutes  les  fois  que  la  fonction  U  sera  indé- 
pendante de  a.  Nous  sommes  conduits  par  là  à  chercher  la  forme  de  la 

fonction  ^  qui  rend  le  rapport  -^ ^ '  indépendant  de  a. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  nous  avons  cherché  la  forme  de  la  fonction 

^  qui  rend  le  rapport  ^      '  ^  ""  ^^^  ""'''  indépendant  de  r,  et  nous 

avons  trouvé  que  ^  devait  être  une  fonction  entière  du  second  degré.  La 
nouvelle  question  qu'il  s'agit  de  résoudre  ne  diffère  de  la  première  que  par 
la  permutation  des  lettres  a  et  r,  et  la  conclusion  sur  la  forme  de  la  fonc- 
tion 4>  est  la  même. 
On  aura  donc  une  solution  en  posant 

On  voit  du  même  coup  que  de  ces  deux  propriétés  de  la  couche  sphériqne 
homogène,  d'attirer  un  point  extérieur  comme  si  la  masse  était  concentrée 
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en  son  centre  et  d*exercer  une  attraction  nulle  sur  un  point  quelconque 
intérieur»  la  première  est  un  corollaire  de  la  seconde. 

3*  Pour  obtenir  d'autres  solution^  nous  poserons  d'une  manière  géné- 
rale 

♦(»)  =  «*• 

et  nous  chercherons  qudle  valeur  il  convient  d'attribuer  à  l'exposant  m.  Si 
m,,  m,,  m,, ...  sont  des  valeurs  admissibles»  nous  aurons  une  solution  plus 
gâiénde  en  posant 

Al»  A,,  • . .,  étant  des  constantes  arbitraires. 
De  réqualkm 

on  tire  successifement 

=  r"-j-»ir        a-i-m — - — r        a'  +  M — 5 —  — = — r        <r-f-..., 


^(r  —  a)  =  (r  —  a)* 

-a  •—1  Ht— i      ■— I    «  fW  —  i    Ht  ^  2     ■..s    .    , 

s=r».iiir»    *aH-m— — 1"    '««  — m— ^ 5^ '^        a»-f..., 

développements  qui  seront  toujours  convergents  pour  une  valeur  numé* 
rique  du  rapport  -  inférieure  à  Tunité  ;  enfin 

i H""^ =  2/iir         -}-2«i — - —  — - — r         a*+     • 

Tous  les  termes  de  celte  série  à  partir  du  second  contiennent  les 
puissances  successives  de  a*  avec  les  coefficients  m,  m  —  1  et  m  —  3.  On 
voit  tout  de  suite  que  le  défeloppement  sera  indépendant  de  a  si  Ton  a 
soit  m=0,  soit  m=  1»  soit  m  =2,  ce  qui  correspond  aux  différents 
termes  de  la  solution  déjà  indiquée,  ^  (u)  =  Au*  +  Bu  +  C  Mais  cette  solu« 
tion  n*est  pas  la  seule. 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  r  »  il  viendra 

dr  ra 

=  2m(m-2)r*-»  +  2m^^^^(i»i-4)r"-V+... 

et  tous  les  termes  suivants  contiendront  en  facteur  a^^cfi,  ...  avec  le  coef- 
ficient numérique  m  —  4.  Pour  que  le  développement  ne  contienne  plus  a. 
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il  faut  donc  et  il  suffit  que  Ton  ait  m  =  4.  Nous  trouTons  ainsi  une  nou- 
velle solution  qui  consiste  à  poser 

et  nous  sommes  certains  qu'il  n'existe  pas,  parmi  les  expressions  de  la 
forme  «*,  d'autres  solutions  que  celles  que  nous  avons  d^à  trouvées,  et 
qui  correspondent  à  m  =  0,  =1,  =  2  ou  =4. 
On  peut  vérifier  que 

c'est-à-dire  la  somme  d'une  fonction  de  r  et  d'une  fonction  de  a. 

Réunissant  par  voie  d'addition  algébrique  les  diverses  solutions  trou- 
vées, on  aura  la  solution  générale 

4;  (u)  =  Am«  -#-  Dm  -♦-  C  +  IIm*. 

La  forme  la  plus  générale  de  la  fonction  ^  est  un  polynôme  entier  da 
quatrième  degré,  sans  terme  du  troisième. 
Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  ;  nous  aurons 

f'{u)  =  uf  {u)  =  2Ati  +  B  +  421»'. 
Donc 

y(ii)  =  2A  +  J  +  2U««» 

et  en  prenant  une  seconde  fois  la  dérivée. 

Le  premier  terme  exprime  la  loi  newtonienne;  le  second,  la  loi  de  Tat- 
traction  proportionnelle  à  la  distance.  Nous  savons  en  effet  (§  56)  que,  si 
on  admet  cette  dernière  loi,  Tat  traction  d  un  système  sur  un  point  quel* 
conque  est  la  même  que  si  le  système  était  concentré  en  son  centre  de 
gravité. 


CHAPITRE  III 

rORME  D^éQUILIBRE  RELATIF  D^UNE  MASSE  FLUIDE  HOUOOÉNB 

ANIMÉE  irUN  MOUVEMENT  DE  ROTATION  UNIFORME  AUTOUR  D'UN  AXE  FIXE, 

ET  tOUMISB  AUX  ATTRACTIONS  MUTUELLES  DE  SES  PARTIES. 


93.  Le  problème  de  la  détermination  de  la  forme  d^équilibre  d'mie 
masse  ûdde  homogène,  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d*un  axe  flxe,  ne  peut  être  résolu  dans  toute  sa  généralité.  On  peut 
seulement  Térifier  que  certaines  formes  satisfont  aux  conditions  d'équilibre. 
ffoos  commencerons  par  faire  cette  vériOcation  pour  Tellipsolde  de  révolu- 
tion aplati  vers  les  pôles. 

Nous  prendrons  Taxe  de  révolution  pour  axe  des  â?»  la  surface  terminale 
de  la  masse  aura  pour  équation 

Noos  allons  exprimer  que  cette  surface  est  une  surface  de  niveau  {Mir 
rapport  aux  forces  qui  sollicitent  chacun  de  ses  points.  Ces  forces  sont  la 
force  centrifuge,  dont  les  composantes  seront  représentées  par  X',  Y',  Z', 
6t  Tattniction  de  la  masse  dont  les  composantes  X,  Y,  Z,  sont  données  par 
les  équations  de  la  page  157-8  pour  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati,  Taxe 
OX  étant  Taxe  de  révolution.  Faisons  p^  =  1  ;  remplaçons  a  par  âc,  p  par  y^ 

7  par  *;  faisons  ^  =  1»  puisque  la  surface  de  l'ellipsoïde  passe  par  le 

point  attiré;  enfin  remplaçons  M  par  ?  itpa' (I  +  ^*)>  p  étant  la  densité  de 
k  masse  fluide.  Il  viendra 

X  =  ^^  (1  +  if)  (arcUngA  -  x), 

Y  =  ?^  (A  —  (1  +  A«)arctangA|, 

Z=?^[ji-(l  +  i«}arctangA) 
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pour  les  composantes  de  TaUraction.  et 

X'  =  0. 

pour  les  composantes  de  la  force  centrifuge. 

Ces  deux  forces  rencontrent  Taxe  de  rotation,  car  Ts  —  ^a:0  et 
\'%  —  Z'y  =  0.  Il  suffit  qu'elles  soient  normales  à  la  méridienne  pour 
être  normales  à  la  sudace.  Considérons  donc  un  point  da  plan  méridien 
ZOX,  ce  qui  revient  à  faire  jf  =  0.  L*angle  de  la  résultante  et  de  la  sur&ce 
sera  droit  si  Ton  a 

(X  +  XO<fc  -H  (Z  +  V\dx^% 
ouJnen 

^(1  +  >«)  (arctmgX  —  »  «2» 

+  /«t+  ?^(;-  (1  +i«)arctangij)  wix  sO. 

Hais  réquation  de  la  méridienne  différenliée  donne 

(1 -H  À*,  «te  4- 3^3  =  0. 

'  Éliminons  entre  ces  deux  équations  le  rapport  ^-,  et  il  Tiendra  pour 
équation  finale 

(«•  +  ^  {A  -  (1  -H  a«)  arc  tong JiJ  j  (1  +  A«)  =  ^(i  +  i«)  (arclangl  -  «. 

relation  entre  la  vitesse  angulaire  »  et  la  quantité  X  qui  définit  l'aplatisse- 
ment  de  Tellipsoide. 
-  Ré8d?ant  cette  équation  par  rapport  à  «**,  il  vient 

€ette  équation  peut  s'écrire 

»i»  _  arctengl      _^i— tretangi 
•       ï^ ï '*^ 1* 
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«*> 


Pour  la  discuter,  posons  z — :.=  n,  et  construisons  une  courbe  ayant 
pour  abscisse  X  et  pour  ordonnée  n.  L'équation  de  la  courbe  sera 


o        arctangi      .  ;.-^arc 
2»=— J-5--0 ^ 


rctangA 


Pour  les  petites  valeurs  de  X,  on  pourra  employer  le  développement  de 
arc  lang  X  en  série,  savoir 

00  en  déduit 

15        35  ■*■••• '*"(4i  —  l)(4i+l)  ^  (44  +  l)(4iH-5)  ^    "^••* 

Sous  cette  formé,  on  voit  que  n  est  nul  pour  x=0,  et  que  -  a  pour 

limite  0  quand  X  diminue  indéfiniment.  Le  changement  de  Xen  —  X  ne 

change  pas   la  valeur  de  n,  de  sorte  que  la  courbe  est  symétrique  par 

rapport  à  l'axe  des  n.  Elle  est  tout  entière  au-dessus  de  Taxe  des  x, 

n  étant  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  X.  La  série  qui  donne  n  est  con- 

Tergente  tant  que  X  n'excède  pas  Tunité,  et  comme  ses  termes  sont 

décroissants  en  valeur  absolue  et  alternalivemeni  positifs  et  négatifs,  la 

2x* 
somme  a  le  signe  du  premier  terme,  -jr--  Donc  n  est  positif  pour  toute  va- 

jg 5 

leur  de  X  comprise  entre  0  et  1.  Pour  x  =  1,  on  a  n= — ^ — •  Enfin  pour 

x  infini,  on  a  it=0;  la  courbe  est  donc  asymptote  à  Taxe  des  X,  et  par  con- 
séquent n  passe  par  un  maximum  au  moins  entre  x=:0  et  x=:oo.  Pour 
déterminer  ce  maximum,  nous  construirons  la  courbe  par  points,  en  don- 
nant à  X  certaines  valeurs.  Si  l'on  voulait  calculer  n  par  la  formule 

i /arctangX       ^      À  —  arctang^X 
n=i[—r ox 75 )' 

il  faudrait  observer  que  la  fonction  arctangx  n*est  donnée  dans  les  tables 
Irigonoroétriques  qu'avec  une  certaine  erreur;  appelons  i  l'erreur  commise 
dans  cette  première  détermination.  L'erreur  résultante  sur  ii  sera -donnée 
par  réquation 


-u?+if)=i><a+^). 


17i  ellipsoïde 

en  supposant  que  les  divisions  se  fassent  avec  une  parTaite  exacUti.jde.  Or 
dbtte  quantité  A  décroît  à  mesure  que  X  augmente.  F^  exemple, 

i 

pour  4  =  T*     on  a     à  =  0Z3, 

i=î,  A  =  13^, 

Pour  une  certaine  Taleur  de  x  comprise  entre  1  et  S,  le  rapport  x  est  égal 

à  Tunité,  et  si  X  continue  à  croître,  ce  rapport  devient  inférieur  à  Tunilé. 

Si  donc  on  évalue  arctangx  avec  une  approximation  définie,  i  une 
minute  prés,  par  exemple,  on  aura  i  <  Tare  d'une  minute  ou  <  0,000391, 
et  pour  les  valeurs  de  X  supérieures  à  Tunité,  Terreur  commise  sur  n  sera 
certainement  moindre  qu'une  demi-unilé  décimale  du  quatrième  ordre.  Les 
trois  premières  décimales  données  par  le  calcul  appartiendront  donc  à  la 
valeur  exacte  de  n.  Ou  voit  du  même  coup  que  le  calcul  direct  pour  les 
petites  valeurs  de  X  n'aurait  aucune  précision,  à  moins  qu'on  n'évaluât 
arctangx  avec  une  exactitude  beaucoup  plus  grande.  Il  faut  alors  avoir  re- 
cours à  la  série 

^2  X  /*       2x2/*       3X3.„        2X4  ., 
3x5  5X7    "^TXO'         Ôxil'' 


Faisons  successivement 


Pour  >  =  5,  on  a 


A  ==  -     et     A  =  n« 


1)4*  7x9  ^  Ci""  7x3x52  "~  672* 

.e-±,  gx4  1    _  1  1 

*  ""aôtt  9xii       25U""9x11x52"~3108" 

n  suffira  par  conséquent,  pour  avoir  l'approximation  du  millième,  de 
prendre  trois  termes  de  la  série  lorsque  x=ô.  On  terme  suffit  lorsque 


On  trouvera  ainsi 


pour  X^y    n  s=  0,008» 
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Pour  x=i,  la  formule  donne  n=z  —^r—  =  0,0101%,  Au  delà,  nous 


2 


remplirons  le  tableau  suÎTant. 


arctang^L 

* 

arcUng;i 

i» 

À  — arctarg/. 

u  —  Zv 

A 

■T 

sa  PARTIES 

un 

"           X 

X— arctangA 

'^-          i» 

"-       2 

i 

imniTb 

BATOH 

63-27' 

1,107412 

0,553706 

0,892588 

8 

0,111575 

0,100494 

3 

71*  Si' 

1 ,249075 

0.  il  6358 

1.750925 

'27 

0,064849 

0,110906 

4 

"iS»  57' 

1,525578 

0,331394 

2,674422 

64 

0.01788 

0,103005 

5 

78»  42' 

1.373575 

0.274715 

3,626425 

125 

0,029311 

0.093841 

6 

80»  32' 

1,405573 

0,^234262 

4,594427 

21 G 

0.021270 

0,084226 

7 

81*  52' 

1,428823 

0,204118 

5.571177 

343 

0,015951 

0,078133 

8 

82'53' 

1,446587 

0,180823 

6,555413 

512 

0,0 :  2800 

0,071211 

9 

fS-iC 

1,465260 

0,162584 

7,53î)740 

729 

0,010338 

0,005785 

1(^ 

84*17' 

1,471022 

0,147102 

8,528978 

1000 

0,008529 

0,060758 

1 

89*25' 

l,r)60616 

0,015606 

08,439384 

1000000 

0.000o98 

0,007656 

Le  maximun  de  n  correspond  à  environ  x=:  3,  et  donne  pour  n  une  valeur 
voisine  de  0,111.  Une  interpolation  parabolique  par  les  point»  GD£  fait 
connaître  plus  exactement  TabscisseCÂ,  et  la  valeur  ÂB  de  l'ordonnée  maxi- 
mum. Il  suffit  d*exprimer  Tordonnée  n  par  la  fonction  du  second  degré, 

n  =  0,109404  +  0,000412  x  (X  —  2)  —  0,003656  X  (A  —  2)  X  {;l  —  3), 

qui  donne,  en  effet, 

n  =  0,109194  pour  i  =  2, 

ft  =  0,109494  +  0,000412  =  0,109906  pour  A  =  3, 

n  =  0,109404  +  0,000412  X  2  —  0,003656  x  2  =  0,103006  pour  >  =  4. 


On  en  déduit 
^  s  0,000412  -  0,003656(A  —  S  + 1  -  2)  =  0,000412  ^  0,003050  X  (2A  -  5). 


17»  ellipsoïde  de  RÉVOLimOR. 

n       rf«  .        1  ^      5  ,  0.000206      o-^^^     ^    ,         ,  - 

Donc  ^  s  annule  pour  x= 5  + g-^ig^T=:  2,5565,  et   la  Taleiir  ^n 

maximum  sera 

1  /arc  tang  2,5563      -      2,5563  —  arc  tang  2,5563  \ 
"=2^       2,5563 ^^  (2:55«3)5 J  =0,1123. 

Bien  que  la  position  du  maximum  ait  été  déterminée  peu  rigoureusement, 
puisqu^on  a  substitué  un  arc  de  parabole  à  la  courbe  proposée,  la  valeur  du 
maximum  est  obtenue  avec  une  exactitude  suffisante,  parce  que  la  fonc- 
tioa  n  varie  très  peu  pour  des  valeurs  de  X  voisines  de  celles  qui  la  rendent 
la  plus  grande  possible. 

En  rémuné,  la  forme  de  Tellipsoide  de  révolution  aplati  aux  pôles  convient 


»• 


à  l'équilibn»  tant  que  le  rapport  -t —   est  inférieur  à  une  valeur  limite, 

égale  à  0,1123  environ.  A  une  même  valeur  de  ce  rapport  correspondent  deux 
valeurs  du  nombre  x,  l'une  plus  grande,  Tautre  plus  petite  que  Tabscisse 
du  maximum  ;  les  limites  de  ces  deux  valeurs  sont  x  =  0  et  x=  oo  ;  la  pre- 
mière détermination  correspond  à  la  sphère,  la  seconde  à  un  plan  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  révolution,  solution  évidemment  fictive. 

KLLOaOÎDB  A  ÂXBS  nféGÂUX. 

É 

94.  Jacobi  a  montré  le  premier  qu'un  ellipsoïde  à  trois  axes  in^ux  peut 
aussi  être  une  forme  d^équilibre  pour  une  masse  fluide  animée  d'un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  d^n  axe  fixe. 

Prenons  cet  axe  pour  axe  des  x,  et  soit 

l'équation  de  la  surface  ;  «*  étant  la  vitesse  angulaire^  on  aura  pour  la  force 
centrifuge 

Les  composantes  de  l'attraction  exercée  par  la  masse  fluide  sur  le  point 
X,  y,  s,  de  la  surface  sont  données  page  156,  formule  (8),  D  vient,  en  y  faisa^i 

A  =  A'=:fl, 

V^(l  +  A*u«)(l+>'«ii*) 


5BI   ^  r^       tiMtt  ^ 


»  3M    ^.    f  u*du  „ 


P,  Q,  R  étant  des  coefficients  constants. 


BLLIPSOlDE  A  AIES  INÉGAUX.  17^ 

On  exprimen  qoe  la  suiilBtoe  terminale  est  une  sarfiice  de  nivean  en  p<H 
saut 

(X  +  XOda:  H- (Y  +  Ylrf// ^  (Z  +  Z')rf«  =  flt 
OU  bien 

PoMix -f  (Q  —  «•)  j(rfy  +  (R  —  «•)  »di  =  0, 

et  en  identifiant  avec  Téquation  de  la  surface  proposée. 
L*éqaation  de  la  sor&ce  diflérentiée  donne 

«fa  +  yqjji  yrfy  +  j-;:pjr,  3rfs  ==  0. 

Ces  deux  équations  seront  identiques  si  Ton  a  les  équations  de  condition 

0— 6>»_    1  Lus!  — -J_ 

Ëliminant  «»*  entre  ces  deux  équations,  il  Tient  la  condition  définitiTe 

Q  — R_      1 i  À^  — >« 

HP  r^T?      1  -H  À**  ""  (1  -f- A«)(i  4.A'i;' 

3)1/ 
Or  en  faisant  abstraction  dans  V,  Q,  R  du  facteur  commun  — /,  qui  dî^a- 

railrait  dans  le  premier  membre,  on  a 


+  a»u«)li  +i'»«»)» 


-X 


(3L^  — jL«)tf*rfll 


et  par  conséquent 


équation  qii*on  peut  écrire 


[3L^  —  A»)         /^*M»(/ii  X  (tf*  —  i)  (i  —  x^y^u*)  _  ^ 
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On  peut  y  satisfaire  de  deux  manières  :  d*abord  en  posant  x=x',  ce  ipii 
correspond  à  Tellipsoide  de  révolution  aplati  ;  ensuite  en  satisfoisant  à  la 
condition 


/ 


{l  +  /««*)î(l  4- ;'«««)» 


La  somme  de  tous  les  éléments  indiqués  étant  nulle»  il  faut  que  la  diiïé- 
rentielle  change  de  signe  quand  on  fait  varier  u  de  0  à  i,  ce  qui  ne  peut 
arriver  qu*au  facteur  i—\*X'Hfi.  Pour  que  ce  facteur  devienne  négatif,  ii 
faut  que  X*  et  X'*  soient  tous  deux  positifs,  ce  qui  revient  à  dire  que  Taxe  a, 
autour  duquel  l*ellipsolde  tourne,  est  le  plus  petit  axe  de  la  surface.  De  plus 
il  faut  que  x'x'*  soit  plus  grand  que  l'unité,  sans  quoi  le  produit  x^ïfhfi  serait 
<  i ,  et  le  facteur  resterait  positif.  Donc  Tun  des  facteurs  au  moins  est 
>  i ,  et  le  demi-axe  correspondant  surpasse  par  conséquent  le  produit- a  ^ 
Ainsi  la  forme  ellipsoïdale  à  axes  inégaux  diffère  sensiblement  de  la  sphère 
et  de  rellipsolde  de  révolution,  et  on  est  sâr  par  conséquent  qu*aucuiie 
planète  du  système  solaire  ne  rentre  dans  ce  type. 

TniOEàMK  DB  M.   LIOOTILLB. 

95..  La  pnanUur  en  un  point  de  la  turface  de  Vellipttflde  de  révolution, 
ou  de  Vellipsoîde  à  axée  inégaux^  est  inversement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance du  centre  de  VelUpeMe  au  plan  tangent  à  la  eurface  en  ce  point  *. 

Nous  appelons  ici  pesanteur ,  par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  pour  le 
globe  terrestre,  la  résultante  de  l'attraction  de  Tellipsoide  et  de  la  force 
centrifuge,  ou  la  résultante  des  deux  forces  (X,  Y,  Z)  et  (X%  Y',  V).  hes 
composantes  de  la  pesanteur  ainsi  déQnie  sont 

X  +  X'=-P«,      Y  +  Y'  =  -(Q-««)y.      Z4-Z'  =  -(R-««)a, 
quantités  respectivement  proportionnelles  à 

y  » 


«> 


l+À*'        14- 


y. 


Leur  résultante,  c'est-à-dire  la  pesanteur,  est  donc  prq[K>rtionnelle  à 


v/ 


Or  le  plan  tangent  à  Tellipsoide  au  point  (x,  y,  %)  a  pour  équation 

"5^  ■»■  a*(l  +  A«)  "*■  a«(l  4-  X'«)  ""   * 
^iowmal  de  V École  polytechnique,  1834,  p.  S89-S96. 
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et  sa  distance  à  l*origme  est  égale  à 

i 
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Vii*  "^  fl*lH-i»)*  ■*■  a*(i  +  i")*        V  **  +  (i  4- À*)*  "^  (1  +  a'*)« 

œ  qui  démontre  le  théorème. 

On  pairiendrait  au  même  résultat  en  observant  que  les  surfaces  de  niveau 
correspondantes  à  la  résultante  de  Tattraction  et  de  la  force  centrifuge, 
dans  le  voisinage  de  la  surfiaice  terminale  de  la  masse  attirante,  sont  des 
surfaces  ellipsoïdales  semblables  à  la  surface  donnée;  la  force  est  inverse- 
ment proportionnelle  à  i'iulervalle  iutiniment  peut  compris  entre  deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  (III,  §  50);  or  cet  intervalle  est 
proportionnel  à  la  distance  du  centre  au  plan  tangent. 


▼ABUTIOIIS  DE  LA  PBSAIITBUR  A  LA  SURFACB  D*0!f  BLUPSOlOB  DB  BÉVOLUnOR  APLAH* 


96.   Soit  XI'  Taxe  de  révolution, 

OA-  le  demi-axe  ou  rayon  polaire  =  g, 
0(i  le  rayon  éqtiatorial  =  a  y/i  -♦->.*  • 

La  pesanteur  g  en  un  point  H  quelconque  de  la 

1 
méridienne  est  proportionnelle  à  ^,  OP  étant  la 

perpendiculaire  abaissée  du  centre  0  sur  la  tan- 
gente  HP. 

L'angle  GOP,  égal  à  Tangle  CNM  que  fait  la  nor- 
niale  avec  réqualeur,  est  la  latitude  7  du  point  M. 
L'équation  de  Tellipse  AG  est 


5« 


=  1. 


On  en  déduit  en  différentiant 


xàx  -\- 


zd: 


1  + 


-=0. 


dz 


et  omnie  ~  =:; — tang  7,  il  en  résulte 


«  = 


1  -{-  X* 


FIg.  75. 


Cette  équation,  jointe  à  celle  de  Tellipse,  permet  d'exprimer  x  et  <  e* 
fonction  de  9;  ii  vient 

asin^ 


s  = 


fl(i  -f  A*)cosy 

\/i  -HA*cos*/ 


?•  —  Bée.  COLUOiOS. 
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La  distanco  OP  s*ex prime  par  s  cos  9  +  ^  sin  f ,  ou  par 

asin'f -|-a(l -f  ;*)cos*©        a(i  4-/*cos*©)  r» r:: r- 

V  --^ ^  =     ,  y-  =  avMm*côsV 

Appelons  g^  la  pesanteur  au  pôle.  Nous  aurons,  en  Tertu  du  ibéorème  do 

U.  Liouville, 

^_  OA 

ou  bien 

9' 


ir  = 


VI  -+-  Â*cos*9 


Or  au  pôle  la  pesanteur  se  réduit  à  Tattraction,  et  on  Tobtient  en  faisant 
x=a  dans  la  formule  qui  donne  I,  page  169  ;  il  vient,  en  changeant  de 
signe  pour  avoir  la  valeur  absolue  de  9^, 

^  ^  irc/a  (j  ^  ^^  j^  _  arctanga). 
Donc 

Nous  supposerons  x  aâseï  petit  pour  qu'on  puisse  faire  sans  erreur  sen- 
sible 

arctangA^  > — ;r» 

o 

(t  +  /«COS«y)  -  i  =  1  —  -  ;l«C0s2ç>. 

Il  viendra»  toutes  réductions  faites, 


ou 


Si  91  est  la  pesanteur  à  Féquateur,  on  a,  en  faisant  9=0 


Donc 


I  —  -  /'ces* 9 


9-Qi  Jî — =fl^i(i  +  fS»tt«9J. 

Cette  formule  se  vérifie  le  long  d'un  méridien  du  globe  terrestre; 
mais  elle  conduit  à  une   valeur  beaucoup  trop  élevée  de  Taplatisse* 
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ment  relatif  du  globe  .  sensiblement  égal  ^  ô*  La  divergence  Tient 

sans  doute  de  ce  qu'on  a  supposé  dans  le  calcul  précédent  la  masse  spéci- 
fique p  constante,  tandis  qu'il  est  yraisemblable  qu'elle  augmente  de  la  sur- 
face au  centre  de  la  terre. 


MSTRIBUTION  HrPOTBÉTIQUB  DE  LA  DENSllé  DANS  L*Iin'£RIBUR  DU  GLOBB 

TERRESTRE. 

97.  Laplace  a  donné  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  densité  des  couches 
successives  dont  se  compose  le  globe  terrestre  supposé  fluide.  Cette  loi  est 
fondée  sur  une  hypothèse  proposée  par  Legendre,  à  savoir  que,  dans  les 
liquides  soumis  à  de  fortes  pressions,  le  rapport  de  raccroissement  de  la 
pression  à  Taccroissement  de  la  densité  est  proportionnel  à  la  densité 
même,  de  sorte  que,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  dans  les  gaz  soumis  à  la 
loi  de  Mariette,  il  faut  d'autant  plus  accroître  la  pression  pour  obtenir  une 
augmentation  donnée  de  la  densité,  que  la  densité  du  liquide  est  déjà  plus 
grande. 

Admettons  que  le  globe  soit  une  sphère  formée  de  couches  concentriques 
homogènes.  Soit  r  le  rayon  d'une  couche  en  particulier,  x  le  rayon  plus 
petit  d'une  couche  intérieure,  et  p  la  densité  de  celte  couche.  L'attraction  9, 
subie  par  un  point  de  masse  égale  à  l'unité  situé  sur  la  couche  r  de  la  part 
des  coudies  intérieures,  est  égale  à 

,/o 

9= — v^ — 

Si  p  est  la  pression  de  la  couche  r,  l'équation  de  l'hydrostatique  donne 

d)?  =  —  p-fdr 

Enfin  entre  p  et  p  on  a  la  relation  hypothétique  •^  =  2Kp,  K  étant  uno 

constante  qu'on  suppose  connue. 
De  ces  éauations  on  tire 

^  f4r  fdr  dr 

at  on  a  pour  déterminer  la  relation  entre  p  et  r  l'équation 

Su/" 
Posons, pour simpliûer  l'écriture,-— =  n*,  nombre  connu.  Puis  faisons 
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p^f=rp,  en  appelant  P|  une  nouvelle  variable.  Il  viendra  ^  =  ^^  et  parsuile 

r  j^t 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  nippr.mant  le  iao 

i 
teur  —  commun  aux  deux  membres  de  Téquation,  il  vient 


Différentîons  pour  fiùre  disparaître  le  signe  j: 


ou  bien 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

Pi  =  Asin  nr  +  B  cosnTy 

A  et  B  étant  deux  constantes. 
Donc 

Asin  nr -f- Bc  «s rr 

La  densité  au  centre  de  la  terre  ne  peut  pas  être  infinie;  donc  D  =  0,  et 
la  loi  de  distribution  des  densités  est  donnée  par  la  formule 

Asin/ir 

'^  r 

Si  Ton  donne  à  r  sa  plus  grande  valeur  R,  on  aura  pour  ^  une  certaine 
valeur  p',  qui  correspond  aux  pressions  sensiblement  nulles  observées  à  la 
surface  du  globe.  Au  centre,  la  densité  est  An  ;  à  la  surface,  elle  est  p'.  La 
densité  moyenne  ^  est  donnée  par  le  rapport  de  la  masse  totale  au  volume 


/•R  /"R 

I    pr^dr        j     ksinnrxrdr 


f  •  *i     1      111                      J       .  sinnr      rcosnr    „         .      ,. 
L  mtégrale  générale   sm  nr  x  rdr  est  — ^ .  Entre  les  lî- 

•.     A    *  n     11    j    •    A  sinnB      RcosnR   -. 

mites  0  et  R,  elle  devient  — = .  Donc 

n*  n 


—  £.  /AsinnR       ARcosnRX 
^  ■"  B»  V     «•  «      / 
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Remplayous  — 77 —  par  p';  ii  Tient,  en  mettant  celte  quantité  en  lac* 

leur» 

-MA         "    ) 

«0,  en  metlam  pour  n  sa  valeur. 


On  aurait  de  m£aie  pour  la  densité  en  un  point  quelconque  déflni  par  le 
rayon  r, 

Rsinr  i/  -^ 
»nR  Sj'-^ 


rsin; 


Le  calcul  de  Texcentricité  de  Tellipse  méridienne  de  la  terre  se  rapproche 
plus  des  résultats  observés  quand  on  tient  comple  de  cette  variation  de  la 
densité  des  couches.  L*hypothèse  de  Legendre  n*est  cependant  pas  entière- 
ment satisraisante,  et  la  formule  -^  =  âKp  parait  devoir  être  complétée  par 

nn  terme  proportionnel  à  p*;  celte  nouvelle  hypothèse,  qui  rend  mieux 
eompte  des  faits  obscnés,  a  été  développée  par  M.  Roche. 


TRAVAUX  RiCBITS  SUE  LB  MÂMB  8Ui£T. 

98.  Les  perfectionnements  introduits  récemment  dans  la  théorie  de  la 
Ggure  de  la  terre  ont  pour  objet  principal  de  tenir  compte  de  la  forme 
ellipsoïdale  des  surfaces  de  niveau.  Si  Ton  prend  pour  unité  le  demi-axe 
polaire  du  globe,  et  qu'on  exprime  par  une  fraction  a,  plus  petite  que 
r  unité,  le  demi-axe  polaire  d'une  surface  de  niveau,  la  densité  p  de  la 
couche  infiniment  mince  comprise  entre  les  surfAes  de  niveau  a  et 
a-^da  s'exprime,  d'après  Lipschitz,  par  l'équation  suivante 


P  =  Pof  1— Ka  ji 


où  ^  est  la  densité  au  centre,  et  où  K  et  X  sont  des  nombres  constants, 
qui  restent  à  déterminer.  La  densité  au  centre  p,  correspond  à  a=:0,  et 
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la  densité  à  la  surface  p ^  correspond  à  a  =  1  ;  elle  est  égale  par  consé- 
quent à  p.  (l  — K). 

Cette  hypothèse  conduit  à  la  détermination  de  rexcentricilé  de  Tellipse 
méridienne  de 'la  surface  de  niveau  déûnie  par  une  valeur  quelconque 
de  a.  Les  résultats  analytiques  qu'on  en  déduit  doivent  vérifier  deui  con- 
ditions :  1*  la  demiU  moyenne  calculée  pour  Tensemble  des  couches  doit 
être  égale  à  la  densité  moyenne  5,56,  telle  qu'elle  résulte  des  observa- 
tions ;  3*  Texcentricité  de  l'ellipse  méridienne  qui  limite  le  globe,  doit  être 
égale  à  celle  qui  correspond  à  l'aplatissement  moyen,  constaté  par  les 
mesures  géodésiques.  On  peut  y  agouter  que  la  densité  superficielle  p( 
doit  être  comprise  entre  des  limites  connues  :  on  la  prend  ordinairement 
égale  à  2,5. 

Nous  renverrons  pour  les  développements  des  calculs  à  une  note  de 
H.  F.  Tisserand,  iur  la  théorie  de  la  surface  de  la  terre,  insérée  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  13  octobre  1884 

M.  R.  Radau,  dans  les  Comptes  rendus  du  13  avril  1885,  est  par- 
venu aux  résultats   suivants,   qui   correspondent  à  un  aplatissement 

égal  à  ÔQTK  :  on  a  à  la  surface  pi  --  2,65  ; 

au  centre  po  =  9,40. 


Hais  Taplatissemcnt  admis  par  M.  Radau  diffère  notablement  des  va- 
leurs que  le  calcul  lui  assigne.  Une  note  de  M.  Callandreau,  dans  les 
Comptes  rendus  du  11  mai  1885,  fixe  entre  des  limites  déterminées, 

cmë  6^  ôTïÂ*  ^^3  valeurs  de  l'aplatissement  déduites  d'une  loi  de  variation 
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continue  des  densités  à  Tintérieur  du  globe.  L'aplatissement  effectif  pa- 

1  1 

rait  être  de  ttt  ou  de  -^^^  Pour  une   valeur  notablement  différente 

de  ÔQÔ*  il  devient  impossible  de  représenter  par  une  courbe  continue  les 

densités  en  fonction  du  rayon  moyen  de  la  couche.  M.  Callandreau  fait 
observer  aussi  que  «  la  valeur  théorique  de  l'aplatissement  est  calculée 
avec  les  données  numériques  actuelles,  tandis  qu'il  aurait  fallu  prendre 
celles  qui  correspondaient  à  la  période  de  solidification  du  globe  ». 

On  voit  que  la  question  est  très  complexe.  Le  globe  terrestre  n'a  pas, 
en  réalité,  une  figure  géométrique  régulière.  Le  coefficient  d'aplatisse- 
ment varie  d'un  méridien  à  l'autre,  et  les  irrégularités  de  la  surface  peu- 
vent donner  une  idée  des  irrégularités  possibles  dans  la  distribution  des 
densités  à  l'intérieur.  Tout  ce  qu'on  peut  faire,  c'est  de  déterminer  des 
moyennes  applicables  à  l'ensemble  du  globe. 
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t)9.  On  connaît  une  dernière  forme  d'équilibre  relatif  pour  une  masse 
fluide  animée  d*un  mouvement  permanent  de  rotation.  La  planète  Saturne 
en  offre  un  exemple^.  Celte  planète  est  entourée  de  plusieurs  anneaux  con- 
centriques, de  forme  plate,  qui  paraissent  tous  contenus  dans  un  seul  et 
même  plan;  leur  centre,  commun  coïncide  à  peu  de  chose  près  avec  le 
centre  de  la  planète,  autour  duquel,  en  toute  rigueur,  il  doit  être  animé 
d'un  petit  mouTcment.  Nous  allons  montrer  que  les  lois  de  Tattraction 
newtonienne  rendent  compte  de  cette  forme  particulière  d'équilibre,  aussi 
bien  que  de  la  forme  ellipsoïdale  qui  appartient  aux  autres  corps  du 
système  solaire.  Nous  suivrons  la  méthode  donnée  par  Laplace  dans  le 
tome  II  de  la  Mécaniqiie  céleste*  (Uv.  III,  cb.  vi)* 

Cherchons  d'abord  les  composantes  de  l'attraction  exercée  par  un  an- 
neau circulaire  homogène  sur  un  point  a,  fk,  «y»  4"^  ^^  f^i^  P^s  partie  du 
système  attractif. 


i.  La  première  obsenration  de  Vanneau  de  Satiume  eai  due  à  Galilée,  et 
remoDte  à  Tannée  idlO,  peu  de  temps  après  l'invention  de  la  lunette  aa- 
troDomique.  Les  astronomes  hésitèrent  longtemps  sur  l'interprétation  des 
phénomènes  révélés  par  ces  premières  observations.  C'est  seulement  en  1055 
que  Huygens  parvint  à  les  expliquer  de  la  façon  la  plus  simple  et  la  plus  pré- 
cise, en  admettant  autour  de  la  planète  un  anneau  très  mince,  isolé  du  globe 
principal,  et  qui  le  suil  dans  son  mouvement  de  translation  à  la  façon  d'un 
satellite.  Ce  disque  aplati  montre  à  la  terre  une  face,  puis  l'autre;  parfois  il 
disparaît  à  peu  près  complètement,  lorsque  son  plan  passe  par  le  soleil  et  que 
la  tranche  mince  est  seule  éclairée  :  on  constate  en  effet  une  disparition  pé- 
riodique de  l'anneau,  qui  se  reproduit  tous  les  quinze  ans  environ.  La  planète 
et  l'anneau  ont  d'ailleurs  chacun  leurs  phases,  et  l'un  des  corps  porte  ombre 
sur  l'autre,  suivant  leurs  positions  par  rapport  au  soleil;  de  là  des  apparences 
très  variées,  et  qu'il  était  difficile  d'expliquer  en  l'absence  de  tout  phénomène 
connu  analogue. 

L'existence  de  plusieurs  anneaux  séparés  les  uns  des  autres  a  été  reconnue 
en  1675  par  Dominique  Cassini,  qui  a  aperçu  deux  anneaux,  puis  en  1850  par 
M.  Bond,  qui  en  a  découvert  un  troisième. 

2.  L'analyse  qu'on  va  exposer  d'après  Laplace  donne  prise  à  plusieura  objec- 
tions :  elle  suppose  l'anneau  homogène,  et  fait  abstraction  des  actions  exer- 
cées par  les  anneaux  voisins.  Or  rhomogénéité  n'est  pas  admissible,  comme 
en  le  verra  plus  loin,  sans  créer  pour  l'anneau  un  état  d'équilibre  instable, 
qui  le  ferait  tomber  sur  U  surface  de  Saturne.  Quant  à  l'action  des  anp- 
neaux  voisins,  elle  n'altère  pas  sensiblement  la  forme  elliptique  de  la  seo« 
tiofl  d'équilibre,  pourvu  que  les  anneaux  soient  très  aplatis  dans  leur  plan 
moyen. 
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Soit  y  le  potentiel  du  système  par  rapport  au  point  omsidéré.  La  fooctîoo 
.  Y  devra  satisfaire  à  Téquation 

Nous  supposerons  que  Tanneau  ait  pour  aie  de  révolution  Taxe  des  s;  ap- 
pelons r  la  distance  du  point  («,  P,  7)  à  cet  axe  ;  nous  aurons  i*=r«*  -f  p*, 
et  la  fonction  V  sera  évidemment  fonction  des  variables  r  et  7  seules.  Faisant 
le  changement  de  variables  comme  au  §  231 ,  Téqualion  à  laquelle  V  doit 
satislaire  devient 

rf«V      1  dV   ,  rf*V_ 

équation  qui  a^appUque  k  Tattraction  d'un  solide  de  révolution  homogène 
quelconque. 

Comparée  à  celle  du  §   65  »  elle  n'en  diffère  que  par  le  terme  ^« 

qui  manque  dans  Tune  et  qui  figure  dans  la  seconde.  Cette  remarque 
montre  l'analogie  qui  existe  entre  la  théorie  de  Tattraction  des  cylindres 
indéfinis  et  la  théorie  générale  de  Tatlraction  des  solides  de  révolution. 

Pour  passer  du  cas  général  des  solides  de  révolution  au  cas  particulier  des 
anneaux  de  Saturne,  observons  que  les  dimensions  de  la  section  transver- 
sale de  chaque  anneau  sont  très  petites  par  rapport  à  son  rayon  moyen. 
Appelant  a  le  rayon  moyen,  nous  pourrons  changer  d'abord  r  en  a+tt»  ce 
qui  transforme  Téquation  donnée  en 

Pub  noua  restreindrons  notre  reclierche,  en  nous  occupant  seulement  des 
points  très  voisins  de  l'anneau,  de  sorte  qu'en  faisant  coïncider  son  plan 
moyen  avec  le  plan  XOY,  7  et  11  seront  des  nombres  positifs  ou  négatifs, 
très  petits  en  valeur  absolue.  On  pourra  alors  négliger,  au  moins  dans  une 

première  approximation,  le  terme j-,  qui  est  de  l'ordre  de  gran* 

deur  de  -•  et  réduire  l'équation  à  la  ferme 

du*  ^  dy*      "• 

Cette  équation  rentre  dans  le  type  de  celle  des  cordeê  vf^ronfet,  dont  on 
connaît  l'intégrale  générale.  C'est,  en  désignant  par  7  et  4»  deux  fonctions 
arbitraires, 
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On  peut  aussi  écrir«^  Tintégrale  sous  la  forme  suivante,  en  appelant  f  et 
?  deui  Tonctions  nouvelles,  déduites  des  fonctions  9  et  4>  : 

V  = /•(«  4- 7  v'=rr;  + /-(u- y  yCri) +^/3ï  [F  («  4-7  \/=l)- F  (ti  -  y  v/=^)]. 

Les  fonctions  /(ii),  F(ii)  étant  supposées  réelles,  il  en  sera  de  même  de  la 
somme  /(tt+W— 1)  -{-f(u  —  -^V  -  i),  et  du  produit  par  si  —  X  de  la  diffé- 
rence F(tt  '¥i\l—'\)  —  Y{u  — TfV^—  I),  de  sorte  que  V  se  trouvera  réel.  La 
solution  se  simplifie  quand  le  système  attirant  est  symétrique  par  rapport  à 
son  plan  moyen,  ce  que  nous  supposerons  ici.  Alors  Y  ne  doit  pas  changer 
quand  on  change  7  en  —  7  ;  or  celte  substitution  ne  change  pas  la  somme 
des  fonctions  /*,  tandis  qu'elle  change  le  signe  de  la  différence  des  fonctions 
F.  Pour  que  Y  reste  le  même»  il  faut  et  il  suflit  que  F=  0,  et  la  valeur  de  Y 
se  réduit  à  Texpression 

Y  ss /-(•!  +  y  \r=l) -f /-(il  -  y  V'^^- 

Si  Ton  fait  7=0,  ce  qui  place  le  point  attirant  dans  le  plan  moyen,  on 
aura  Y=2/{u);  la  fonction /(»)  se  déterminera  donc  en  cherchant  la  valeur 
de  Y  pour  un  point  situé  dans  le  plan  XOY  ;  connaissant  f(u),  il  suffira  pour 
avoir  la  solution  générale  de  changer  11  en  u'±.  7^  —  1. 

100.  Nous  admettrons  que  la  section  de  Tanncau  soit  une  ellipse  BCB'C 
dont  le  grand  axe  BB'  est  situé  dans 
le  plan  XOY,  et  dont  le  centre  A 
est  à  une  distance  très  grande, 
OA=a,  du  centre  de  Fanneau. 
Prenons  un  point  M  quelconque 
sor  le  prolongement  de  OA ,  et 
cherchons  la  valeur  du  potentiel  Y 
dans  le  cas  parliculier  oi!i  la  dis- 
tance AN,  qui  est  égale  à  tt,  est  très 
petite  par  rapport  au  rayon  OA. 

Soit  a^  +  XH>=K*  l'équation 
de  Fellipse  BCB',  rapportée  à  ses 
axes  AB  et  AG.  Décomposons  Taire  de  l'ellipse  génératrice,  en  éléments  rec- 
tangulaires dxdz,  et  formons  le  potentiel  de  M  par  rapport  aux  anneaux 
engendrés  par  la  révolution  de  ces  éléments  autour  de  0Z« 

L'élément  de  masse  N  a  pour  mesure 

en  désignant  par  p  la  masse  spécifique,  qu*on  suppose  constante,  et  par  tt 
l'angle  NOM  qui  fixe  la  position  de  Télément  considéré. 
La  distance  du  point  M  à  l'élément  N  est  égale  à 


z 

(^^       M 

0 

1»  h.     M 

0 

T 

...         f 

Fig.  76. 


y/s,*  -f-  le  +  k)«  -f  l«  h-  *)*  —  ïl«  '\'U)[a^ *)cusô, 
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et  par  suite 


intégrale  qu'on  ne  peut  obtenir  sous  forme  Onie.  Hais  nous  devons  nous 
borner  au  cas  où  a;,  2  et  u  sont  très  petits  en  valeur  absolue  par  rapporta  a. 
Si  nous  divisions  haut  et  bas  par  a,  il  viendrait 

r  r  r  (i'h^)dx<hde 


7= 


s 


et  on  simpUGerait  la  fonction  en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  a 
en  dénominateur;  mais  cette  méltiode  d'approximation  donnerait  lieu  à 
une  difûcullé,  car  on  trouverait 

y /•    /•    Pdxdsd9 


r  r  r 

fis 


2sin^ 


intégrale  qui  devient  infinie  quand  on  la  prend  entre  les  limites  0=0  et 
0^2iï.  Pour  tourner  cette  difficulté,  observons  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de 

connaître  la  fonction  Y,  mais  seulement  ses  dérivées  ^9  -1-»  qui  entrent 

en  facteur  dans  l'expression  des  composantes  de  l'attraction  cherchée.  U 

«uflit  même  de  connaître  -;-  en  fonction  de  u  seul;  on  a  en  elTet 

du 

^  =  r{«  +  yV=l)H-r{«-yV=n); 

et  si  l'on  connaît  l'expression  générale  de  la  fonction  f  pour  des  valeurs 
réelles  de  la  variable,  on  pourra  trouver  par  de  simples  substitutions  les  va- 
leurs de  cette  fonction  pour  des  valeurs  imaginaires,  u d:  tv^  —  i ,  de  cetta 

même  variable  ;  on  aura  ensuite  -j-  au  moyen  de  l'équatio 


la  fonction  /^(udr^v^— 1)  étant  supposée  connue. 

Proposons-nous  donc  de  trouver  -j-  pour  le  cas  où  7  est  nul,  où  lerayoa 

moyen  OÂ=:a  de  l'anneau  est  très  grand,  où  enfin  la  distance  AM=tf  est* 
très  petite  en  valeur  absolue.  Dans  ce  cas  particulier,  les  molécules  voisines 


r 
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de  Â  exercent  sur  le  point  M  une  attraction  incomparablement  plus  grande 

que  les  molécules  plus  éloignées,  et  nous 

n'aurons  à  admettre  dans  Je  calcul  que  des 

valeurs  très  petites  de  Tangle  NOA=0. 

La  distance  projetée  en  UH  a  pour  valeur 

approximative 


ou,  en  faisant  a^=:t. 


i  H 


Fig.  77. 


Donc  on  aura,  avec  une  approximation 
d'autant  plus  grande  que  a  est  plus  grand  par  rapport  aux  dimensions  trans- 
versales de  Famieau, 

y  =z  C  C  C  dxdzdt 

J  J  J  V'tM  — «)«  +  /*4-a** 

Les  limites  de  x  et  de  2  seront  encore  données  par  le  contour  de  la  section 
droite  de  Tanneau.  Quant  aux  limites  de  t,  on  peut  dans  le  cas  d'un  anneau 
très  grand  attribuer  à  t  les  limites  —  00  et  +  00 ,  ce  qui  revient  à  substi- 
tuer à  Tanneau  un  cylindre  droit  indéfini  dans  les  deux  sens,  ayant  même 
secti<m  droite  que  Tanneau  dans  le  plan  OM.  Nous  aurons  ainsi 


ffit-x* 


/  =  -f-« 


dxdzdt 


V(i«  — x)*H-/=» 


.* 


0I9  en  dérivant  par  rappoi  t  à  u , 

dS 


dxdzdt  X  (m  —  x] 


—  =  —      C  C  C  —-^^L^ 


/*  -h  3«j  i 


les  intégrations  étant  faites  entre  les  limites  indiquées. 

La  première  intégration  relative  à  t  doit  se  faire  de  —  00  à  +  «>  •  EHo  nous 
dcmnera  la  composante  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  M  par  un  prisme 
indéfini  qui  aurait  pour  base  l'élément  superficiel  dxdz,  et  pour  masse  ^Ixdz 
par  unité  de  longueur.  Nous  connaissons  cette  attraction  (§  66  ).  Elle  est 

égale,  abstraction  faite  du  facteur  constant  f^,k  — .  m  étant  la  masse  par 

unité  de  longueur  du  prisme  attirant,  et  r  la  distance  de  son  axe  au  point 
attiré;  ici  on  aura  pour  l'attraction  totale  exercée  par  le  filet  sur  le  point  M» 

ifidxdi 
VlM  —  X*  H-  i-»* 


138  ANNEAU 

Pour  la  projeter  sur  l'axe  OM,  il  faut  la  multiplier  par  le  eoanus  de 

Il  __  4^ 

Taiigle  que  la  distance  r  fait  avec  cet  axe,  ou  par  — ■. —   L'at- 

traction  estimée  suivant  OM  est  égale  à 

g/grfxrfsjtt  — a;) 

(m  — x)«4-i*' 

et  nous  aurons,  en  indiquant  les  deux  nouvelles  intégrations, 
rf V  _  r  (*âxdz{u^x)  _      o      /*    r        <^^^» 

ai "^VJ («-*)•-*-»•  —  *M    K  I  /   ^  \'' 

Faisons  l'intégration  relative  à  s  entre  les  limites  ^K/ — ^ —  et 
+  \/  — r^ — .  U  viendra,  en  indiquant  d*abord  les  limites, 


r.:>[ 


t-\r.:-A  ( 


arctang 


La  troisième  intégrale  peut  s'effectuer  à  laide  de  Tintégration  par  parties, 
ce  qui  donne  entre  les  limites  —  K  et  +  K, 

Cette  fonction  devant  être  identique  à  2^(»),  nous  aurons  pour  détarmiDcr 
la  fonction  f  l'équation 

Remplaças  «parui-j^— 1  ;  il  vient 

^iî^[»±,^i:î-y/{«±,vPî)'-K.i!^j. 
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et  enfin,  en  passant  au  cas  général,  où  ti  et  7  sont  variables  à  la  fois, 


rfY 


formules  qui  sont  seulement  approximatlTes,  et  applicables  aux  petites  va- 
leurs  absolues  de  u  et  de  7. 

Si  Ton  suppose  le  point  attiré  placé  à  la  surface  de  Tannenu,  on  aura  en- 
Ire  V  et  7  la  relation  «•  H-  x«^  =  K*,  qui  permet  de  chasser  7  de  l'expression 

de  -j-  et  II  de  1  expression  de  —.-- 

Pour  y  panrenlr  plus  aisément,  changeons  de  variable,  et  posons 

t/=  Kcosf. 
fl  viendra 

Ksîno 

Dans  réquation 

remplaçors  sous  les  radicaux  ti  et  7  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  Tan- 
gle  f  ;  le  premier  radical  devient 


K'cos'f r^  +  2K«coSî>sinî>i-r| "*"  F 

i  A^      ,     ,   2K«C08ysinyv/=l       ^-  .  . 
=  y  jjcos'fH \    ^ K«sin«f 

«=  5  cosf  +  Ksiny  v/^Tî  =  H  +  yi  ypT. 
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ff  i-     ■ 

Le  second  radical  senàt de  même  égal  à  -  —  i^y  —  1 ,  et  par  suite 

On  trouverait  de  la  même  manière 


Ce  sont,  aux  facteurs  /jx  près,  les  composantes  de  t^Uraclion  exercée  par 
un  anneau  à  section  elliptique  très  mince,  de  densité  p,  sur  un  point  ma- 
tériel placé  à  sa  surface. 

101.  Nous  pouvons  vérifier  maintenant  si  la  section  elliptique  deTanneau 
satisfait  aux  conditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouTO- 
ment  de  rotation  autour  de  son  axe  de  figure.  Les  forces  qui  agisseut  sur 
un  point  ^  de  la  surface  extérieure  de  Tun  des  anneaux  sont  : 

l*"  L'attraction  de  la  planète  Saturne; 

2*  L^attraction  de  Tanneau  ; 

3*  L'attraction  des  autres  anneaux  concentriques  ; 

4*  Enfin  la  force  centrifuge. 

1*  Soit  M  la  masse  de  Saturne  ;  les  coordonnées  du  point  (a  rapportées 
au  centre  et  aux  axes  de  l'ellipse  méridienne  sont  u  et  7;  sa  distance  au 
centre  de  la  planète  est  v^(â  +  u)*+Y  ;  l'attraction  exercée  par  la  planète 
sur  ce  point  est  donc  égale  à 

/mXM 


[a  H-  n)*  4-  y» 

Cette  force  a  pour  composantes  suivant  les  axes  des  u  et  des  2 


/>><«        tg^u]    et   - 


frMv 


l(a  4-  «)•  +  vl  *  K'»  -+-  ")•+•/•]  * 

2*  Les  composantes  parallèles  aux  u  et  aux  %  de  l'attraction  de  l'anneau 
seront,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 

4-pM     ^       -  ^  ^^ph 

3«  L'attraction  des  autres  anneaux  s'obtiendrait  en  appliquant  les  for- 
mules générales  ;  mais  la  résultante  de  toutes  ces  actions,  assez  peUlc  sans 
doute  pour  pouvoir  être  négligée,  est  sensiblement  parallèle  en  chaque  point 
à  l'attraction  de  la  planète  elle-même,  et  on  peut  en  tenir  approximative- 
ment compte  en  altérant  convenablement  la  masse  M. 
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4*  La  force  centrifuge  pour  un  point  de  masse  (&,  placé  à  la  distance  a +ti 
de  Taxe  de  rotation,  u  étant  la  titesse  angulaire,  a  pour  expression 

elle  agit  dans  le  sens  positif  parallèlement  à  Taxe  des  u. 

L'équation  d'équilibre  fournie  par  Thydrostatique  s'obtient  en  galant 
à  0  la  somme  des  produits  des  composantes  de  chaque  force  par  la  diffé- 
rentielle de  la  coordonnée  correspondante  ;  nous  aurons  donc 

_^^jl      (g  +  tt)  dit ffi^'/d'/ 

On  simpliûera  les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  en  observant 
que  tf  et  7  sont  très  petits  par  rapport  à  a.  Dans  le  premier  terme,  nous 
cmnmencerons  par  négliger  7*  devant  (a  +  u)*,  ce  qui  réduira  ce  terme  à 

^  „  (a  -+-  «)  du  fuM      , 

qu'on  peut  écrire  sous  la  forme  ^  M  -4-- j  du.  Développant  la  puis- 
sance indiquée,  et  arrêtant  le  développement  au  second  terme,  il  vient  en 
définitive  pour  le  premier  terme  pris  positivement 

ffiM,  2/aM      . 

Le  second  terme  yi — .    ?.  1   .w  se  réduit  par  la  môme  méthode,  en 

[{a -♦-«)«  H- 7*]*  '^ 

neigeant  les  puissances  de  u  et  de  7,  à 

L'équation  d'équilibre  prend  la  forme  suivante»  en  groupant  les  termes 
qui  multiplient  du,  udu  et  7^7,  et  en  divisant  par  (i.  : 

Cetle  éqnation  doit  coïncider  avec  celle  de  Tellipse  méridienne 
tf«  +  x«7«  =  P,  ou  bien  avec  sa  différentielle  udu  +  \*^d^ = 0,  ce  qui  exige 
qnon  ait  à  la  fois 


"«=V'     ou     «»='^. 


in  A^>'BAU  DE  SATUBKE. 

et 


À  -+- 1         «» 

De  ces  deux  équations,  la  première  règle  la  vitesse  angulaire  de  TaniKaa 
en  fonction  de  son  rayon  moyen  et  de  la  masse  de  Spturnc.  La  seconde 
assujettit  à  une  condition  le  rapport  X,  qui  définit  Texcentricité  de  Tellipse 
méridienne. 

L'observation  directe  des  anneaux  de  Saturne  ne  permet  pas  de  déter- 
miner avec  exactitude  les  valeurs  de  x  ;  la  masse  M  de  la  planète  ne  peut 
être  obtenue  qu*avec  une  approximation  assez  grossière,  et  en  confondant 
dans  cette  quantité  la  somme  des  masses  de  la  planète,  des  anneaux  et  des 
satellites,  de  toutes  les  masses,  en  un  mot,  qui  constituent  le  système  de  la 
planète.  Les  seules  quantités  qu'on  puisse  mesurer  un  peu  exactement  sont 
les  rayons  des  circonférences, intérieure  et  extérieure,  de  Fensemble  des  an- 
neaux, et  la  durée  de  leur  révolution  autour  de  la  planète  :  ce  qui  permet  de 

vérifier  approximativement  l'équation  «»*  =  ^,  laquelle  assimile  l'annenn 

à  un  satellite  qui  tournerait  autour  de  la  planète  à  la  distance  a  (III,  §S20, 3^). 
Cette  équation  montre  que  la  vitesse  angulaire  des  différents  anneaux  doit 
varier  de  l'un  à  Tautre. 

L'anneau  homogène  que  nous  avons  considéré  serait  dans  un  état  d'équi- 
libre instable  ;  car  si,  par  un  accident  quelconque,  le  centre  de  l'anneau 
quittait  le  centre  de  la  planète,  l'attraction  devenant  plus  forte  sur  les  parties 
de  lanneau  qui  se  rapprochent  de  Saturne,  et  moins  forte  sur  celles  qui 
s'en  éloignent,  tendrait  à  accroître  la  distance  des  centres,  et  non  à  la 
ramener  à  zéro.  La  stabilité  du  système  peut  s^expliquer  par  Firrégularité 
de  la  densité  et  de  la  forme  des  anneaux,  qui  éloigne  le  centre  de  gravité 
général  du  système  de  son  centre  de  figure,  et  en  fait  u;  e  espèce  de  satel- 
lite assujetti  à  un  mouvement  autour  du  corps  attirant.  Remarquons  d'ail- 
leurs que  les  corps  célestes  étant  plutôt  assimilables  à  des  fluides  qu'à  des 
solides  invariables,  leur  forme  extérieure  peut  se  modifier  à  la  demande 
des  forces  qui  agissent  sur  eux,  de  manière  à  réaliser  à  chaque  instant  les 
nouvelles  conditions  d'équilibre  qui  leur  sont  imposées,  de  sorte  que  le 
déplacement  d'un  anneau  pourrait  très  bien  être  corrigé  par  une  altération 
de  la  figure,  et  par  une  modification  des  vitesses  des  diverses  parties  dont  U 
est  formé. 
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102.  La  théorie  complète  des  marées  constitue  un  problème  d'hydrody- 
namique qu'il  parait  impossible  de  résoudre  en  toute  rigueur.  Laplace,  dans 
le  livre  lY  de  la  Mécanique  céUiie^  en  a  donné  les  équations  difTérentielIes, 
en  tenant  compte  du  mouvement  de  la  terre  et  des  actions  du  soleil  et  de  la 
lune,  mais  en  laissant  de  o6té,  d*UBe  part,  les  eiïets  de  la  viscosité  des 
liquides,  qui  sont  peu  connus  encore  aujourd'hui,  et  9^  Tautre  Tinfluence 
des  formes  des  continents  et  des  profondeurs  variables  de  la  mer.  Son  ana- 
lyse, sans  rendre  compte  de  tous  les  phénomènes  observés,  conduit  à  distin- 
guer trois  espèces  d'oscillations  de  périodes  différentes,  quand  on  se  borne 
pour  l'expression  des  forces  aux  termes  qui  contiennent  en  facteur  le  cube 
de  rinverse  de  la  distance  de  l'astre  attirant. 

Les  oscillations  de  première  espèce  dépendent  uniquement  du  mouvement 
de  l'astre  attirant;  elles  sont  indépendantes  du  mouvement  de  la  terre. 

Les  oscillations  de  uconde  espèce  dépendent  du  mouvement  diurne,  et 
ont  pour  période  un  jour. 

Les  oscillations  de  troisième  espèce  ont  une  période  d'une  demi-journée 
environ. 

Les  formules  permettent  de  calculer  séparément  chacune  de  ces  oscilla- 
lions  et  de  déterminer  la  part  de  chaque  astre  attirant.  On  trouve  Toscil- 
latjon  totale  en  composant  les  oscillations  partielles  ainsi  obtenues. 

Nous  nous  bornerons  id  à  donner  la  théorie  élémentaire  des  marées,  et 
l'indication  sommaire  des  princi- 
paux résultats  auxquels  Tobserva- 
lioD  a  conduit.  /^        "n!^:^? h' 

Nous  avons  remarqué  (III,  §  226) 
que  le  phénomène  des  marées  s'ex- 
plique par  les  oscillations  périodi- 
ques que  subissent  les  verticales 
autour  de  leur  position  moyenne.  Fig,  7g^ 

Nous  allons  reprendre  ce  principe 

pour  le  soumettre  au  calcul.  Pour  simplifier,  nous  supposerons  la  terre 
rigoureusement  sphérique  et  homogène. 

Soit  0  son  centre.  Cherchons  la  déviation  produite  sur  la  direction  de  la 
verticale  en  un  point  m  de  sa  surface,  par  Tattraction  d'un  corps  L,  situé 
à  une  grande  distance  R  dans  la  direction  OL.  Appelons  p  la  distance  mV  du 
corps  L  au  point  m.  Les  distances  R  et  p  sont  assez  grandes  pour  qu'on  puisse 
regarder  les  droites  mV  et  mL  comme  parallèles.  Joignons  Om  ;  le  prolon- 
gement mZ  de  cette  droite  sera  la  verticale  du  point  m,  abstraction  faite 
des  oscillations  produites  par  la  présence  du  corps  attirant  Or  si  Ton  ap- 

V.  —  m£c.   COLLIGHOa.  13 
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pelle  M  la  masse  de  ce  corps,  Tattraction  exercée  sur  le  globe  terrestre  esl 
une  force  dirigée  suivant  OL,  et  qui  imprime  au  centre  du  globe  une  accélé- 
ration égale  à  '—>  L'accélération  imprimée  au  point  m  par  Taltractioa  du 

II 

fil 
même  astre  est  ^-«  et  Taccélération  relative,  qui  produit  la  déviation  par 

rapport  au  globe  supposé  fixe,  est  égale  à  la  différeoce 

Soit  Z  Tangle  ZmL'=ZOL,  angle  zénithal  deFastreL  par  rapport  à  la 
verticale  moyenne.  Projetons  le  point  m  en  P  sur  la  droite  OL;  nous  aurons 

p  =  n  —  OP  =  U  —  rccsZ, 

r  étant  le  rayon  de  la  sphère  terrestre.  Donc 

en  négligeant  dans  le  développement  du  quotient  les  termes  alTectés  des 
puissances  du  rapport  ^,  qui  est  toigours  très  petit. 
Élevons  au  carré,  et  négligeons  de  même  le  terme  qui  contient  le  carré 


r' 

77^  t  il  viendra 


1         1   /         2r         \        1        2/* 

?  =  ÎT*  V  "^  n  '""'V  ==  Û5  +  iT^"''^ 


enGn 


i  —  i  — ?r 


I/accélération  apparente  due  à  Tattraction  du  corps  L  est  donc  égale  i 

-p-  cosZ. 

Nous  pouvons  la  décomposer  suivant  la  direction  mZ  normale»  et  la 
direction  mT.  tangente  à  la  surface  terrestre  menée  au  point  m  dans  le 
plan  vertical  ZUL'  qui  contient  le  corps  attirant.  La  composante  suivant  ml 
sera  égale  à 

-^cos«Z, 
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et  la  composante  suiTant  ml  égale  à 

La  première  se  retranche  de  raccéléralion  g  due  à  la  pesanteur,  et  comme 

elle  est  toujours  très  petite  par  rapport  à  ^  à  cause  de  la  petitesse  du  coefli* 

/Hr 
dent  '-^ ,  on  peut  la  négliger  sans  erreur  sensible.  La  seconde,  qui  est  du 

même  ordre  de  grandeur,  produit  la  déTiatioh  cherchée. 

Si  Ton  appelle  a  Tangle  très  petit  dont  Tattraction  de  Tastre  L  déplace  la 
direction  de  la  verticale  dans  Tazimut  de  Tastre  attirant,  cet  angle  a  sera 
donné  par  Téquatioii 

tangoc,  ou  plus  simplement    «= • 

On  voit  que  Tangle  a  est  nul  quand  sin  2Z  =  0,  c'est-à-dire  quand  Z  est 
^I  à  0,  à  90*  ou  à  180*,  c'est-à-dire  quand  Tastre  attirant  est  à  Thorizon, 
au  zénith  ou  au  nadir.  U  est  maximum  en  valeur  absolue  pour  Z=45* 
ou  135*. 

103.  Ce  calcul,  qui  suppose  la  terre  sphérique,  s'applique  encore  approxi- 
mativement au  sphéroïde  terrestre  ;  la  verticale  moyenne  en  un  point  donne 
de  la  surface  terrestre  est  la  direction  de  la  résultante  de  deux  forces,  sa- 
voir :  Tattraction  du  globe  sur  ce  point  et  la  force  centrifuge;  g  est  Tac- 
célération  correspondante;  l'attraction  de  la  lune  produit,  dans  le  plan 
vertical  qui  passe  par  le  centre  de  cet  astre»  une  déviation  très  petite  a, 
donnée  par  la  formule 

/■Lrsin2Z 

où  L  représente  la  masse  de  la  lune,  R  sa  distance  actuelle  au  centre  de  la 
terre,  et  Z  sa  distance  zénithale.  Le  soleil  produit  en  même  temps  sur  la 
verticale  une  déviation  a',  dirigée  dans  le  plan  vertical  qui  contient  son 
centre,  et  donnée  par  Téquation 

,_  fSrsinW 

où  S  est  la  masse  du  soleil,  Z'  sa  distance  zénithale,  et  R'  la  distance  de  son 
centre  au  centre  de  la  terre.  Ces  deux  déviations  se  composent  en  une  seule, 
et  donnent  la  direction  définitive  de  la  verticale.  Dans  ces  formules  r  repré- 
sente le  rayon  moyen  de  la.  terre.  Quant  à  Taccéléralion  g^  sa  valeur  n'est 
pas  sensiblement  altérée  par  les  actions  des  astres. 

104.  Nous  pouvons  déterminer  d'après  ces  principes  la  figure  que  tend 
à  prendre  la  surface  de  la  mer  par  suite  de  l'attraction  d'un  astre  L  en  par- 
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ticulier.  Pour  cela,  nous  supposerons  encore  que  la  forme  naturelle  de  la 

terre  soit  rigoureusement  sphérique,  et  que  la  pesanteur  g  soit  la  même  en 

tous  ses  points  ;  nous  admettrons  de  plus  que  la  déformation  subie  par  la 

surface  soit  asseï  petite  pour  ne  pas  altérer  sensiblement  les  forces,  de  telle 

sorte  qu'on  puisse  les  calculer  par  une  méthode  de  fausse  position,  en 

cherchant  leurs  yaleurs  dans  Tétat  primitif  où  la  déformation  n'aurait  pas 

lieu. 

Les  forces  qui  agissent  sur  un  point  M  sont  :  la  pesanteur  g  suivant  b 

yerticale  moyenne  MO,  et  Tattraction  relative  de  Tastre  L  suivant  ML  ;  rac- 

2fMr 
célération  correspondante  à  cette  dernière  force  est  -^r-cosZ. 

Il* 

La  pesanteur  g  se  décompose  parallèlement  aux  axes  rectangulaires  OX, 

OY,  dont  Tun,  OX,  est  dirigé  vers  le 

centre  de  Tastre  L;  on  a  suivant 

l'axe  OX,  —  ^cosZ,  et  suivant  Taxe 

OY,  —  jfsinZ. 

Appelant  X  et  Y  les  composantes  de 

la  force  totale  qui  agit  sur  le  point  U, 

nous  aurons 


1 

V 

-4 

L' 

,/f 

\ 

0 

J 

PA       A' 

X 

^v 

jy 

s.. 

— -^ 

ng.  79. 


X  =  — ^cosZ+     j^, 
Y  =  —  ^sinZ. 


cosZ, 


Dans  ces  expressions,  nous  remplacerons  cosZ  et  sinZ  par  les  rapports 

OP    MP  «   .        y  .  ^ 

ÔM  *  53*  *  ^u  P^  -  ^^  P^    '  <^  ^  donnera 


X  = 

Y  = 


gx 

r 


21? 
R» 


S^  +  -T;r«. 


r 


L'équation  de  la  méridienne  altérée,  qui  doit  couper  à  angle  droit  les 
résultantes  des  forces  X  et  Y,  est 


ou  bien 


Xcr»  +  Y<fy  =  0, 


g{xdx-\-ydy)  __^ni^^^ 
r  H* 


Cette  équation  est  intégrable,  puisque  r  représente  la  valeur  constante  du 
rayon  moyen  de  la  terre.  Il  vient,  en  désignant  par  G  une  constante, 
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bien  ' 


J^^(J_Ç)..  =  C 


éqaation  d'une  ellipse  qui  a  pour  demi-axes  OÂ'  = 


OB' 


=\^' 


V   r        R» 


La  constante  C  se  déterminera  en  exprimant  que  le  sphéroïde  déformé  a 
le  même  volume  que  la  sphère  primitive»  ce  qui  donnera  Téquation 


O  /      ( 


=f». 


ouMen 


ci=^.V/r:f=v/;;:nf5. 

Élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ?,  il  vient 
n  en  résulte,  au  même  degré  d'approximation, 

.r=v/f.,(.-S^). 


OA' 


Le  demi*axe  dirigé  vers  Tastre  attirant  surpasse  donc  le  demi-axe  pei^ 
pendicolaire  de  la  quantité  -^^  la  moii<^  maximum  >  ^  -^ ,  est  double 

5  jfK» 
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105.  Cette  recherche  n*a  qu'an  intérêt  théorique.  Elle  Tait  connaître  les  al- 
térations subies  par  les  surfaces  de  niveau  assujellies  à  couper  à  angle  droit 
toutes  les  verticales.  Hais  Téquilibre  n'existant  pas,  rien  ne  prouve  que  li 
surface  de  la  mer  coïncide  à  chaque  instant  avec  la  surface  de  niveau  qui 
correspond  à  la  distribution  des  forces  à  ce  même  instant.  Le  problème  est 
en  réaÂité  beaucoup  plus  complexe. 

Les  mouvements  du  soleil  et  de  la  lune  étant  bien  connus,  on  pourra  dé- 
terminer pour  un  instant  quelconque  et  pour  un  lieu  donné  du  globe 
les  distances  zénithales  Z  et  %'  des  deux  astres,  et  les  distances  R  et  R'  de 
leurs  centres  au  centre  de  la  terre;  on  pourra  ensuite  décomposer  les  forces 

horizontales  ^  sin  2Z,  correspondantes  à  chaque  astre,  en  deux  compo- 
santes suivant  les  directions  du  méridien  et  du  parallèle.  Les  forces  que 
Ton  obtiendra  subiront  d*instant  en  instant  des  variations  correspondantes 
aux  variations  des  angles  Z  et  V\  la  portion  principale  de  ces  variations  sera 
due  au  mouvement  diurne  de  la  terre.  La  hauteur  de  la  mer  est  réglée  par 
les  valeurs  successives  de  ces  forces,  qui  sont  sensiblement  périodiques  pen- 
dant la  durée  d'une  demi-journée;  or  on  peut  admettre  avec  Laplace 
comme  un  principe  général,  que  lorsque  les  forces  sont  périodiques, 
•  rétat  d'un  système  de  corps  dans  lequel  les  conditions  primitives  du  mou- 
vement ont  disparu  par  les  résistances  qu'il  éprouve,  est  périodique  comme 
les  forces  qui  raniment.    «  Ce  principe  permet  d'éliminer  toutes  les 

circonstances  initiales  et  toutes  les  perturbations 
accidentelles  qui  compliqueraient  singulièrement  le 
problème  des  mouvements  de  la  mer.  A  ce  point  de 
vue,  rétat  de  hauteur  de  la  mer  est  assujetti  à  des 
oscillations  sensiblement  périodiques,  dont  la  durée 
est  d'environ  une  demi-journée.  En  réalité,  la  pé- 
riode est  un  peu  plus  longue,  à  cause  des  mouve- 
ments propres  des  astres  attirants,  et  les  périodes 
p.     ^  successives  ne  sont  pas  toutes  égales  à  cause  de 

la  variation  des  dislances  angulaires  du  soleil  et  de 
la  lune.  La  loi  de  montée  et  de  descente  de  la  mer  dans  une  période  en 
particulier  est  très  variable  d'un  point  à  l'autre;  mais  on  peut  admettre 
comme  règle  générale  qu'elle  suit  la  loi  des  oscillations  simples  d'un  point 
attiré  par  un  centre  fixe  proportionneUement  à  sa  distance  à  ce  centre.  Soit 
A  le  niveau  de  la  basse  mer,  B  le  niveau  de  la  mer  haute,  AB = A  l'amplitude 

totale  de  l'oscillation.  Du  point  0,  milieu  de  AB,  comme  centre  avec  ^ 

pour  rayon,  décrivons  un  cercle,  et  imaginons  qu'un  point  mobile  C  par- 
coure ce  cercle  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  avec  une  vitesse  uniforme,  de 
manière  à  passer  en  A  à  Finstant  de  la  basse  mer,  et  en  B  à  l'instant  de  la 
mer  haute.  On  admettra  que  le  niveau  de  la  mer  coïncide  à  diaque 
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instant  avec  la  hauteur  du  point  G.  Si  donc  i'  est  l'heure  de  la  mer  basse, 
r  rheure  de  la  mer  haute,  ces  deux  heures  étant  exprimées  en  secondes, 
la  montée  AP=x  de  la  mer  à  Tinstant  i  s*obtiendra  par  Téquation 


=  5  [* -=°*  i'-^' X '•' - '''] 


i06.  La  loi  exacte  est  beaucoup  plus  compliquée,  et  ne  peut,  pour  cer- 
tains points  du  globe,  s'exprimer  que  par  une  sonrnie  de  plusieurs  termes 
de  périodes  différentes  :  Tobservation  seule  permet  de  les  découvrir  pour 
chaque  port  en  particulier.  Yoici,  du  reste,  un  résumé  des  principales  lois 
générales  du  phénomène. 

1*  La  hauteur  de  la  mer  se  règl£  principalement  sur  la  hauteur  de  la 
lime,  à  cause  de  la  plus  grande  proximité  de  cet  astre  ;  mais  Tobservation 
montre  qu'il  y  a  un  retard  de  36  heures  environ  entre  Tétat  de  la  mer  et  la 
position  de  la  lune  qui  correspond  à  cet  état  ;  ce  retard  est  dû  à  Tinertie 
de  la  mer,  qui  ne  peut  prendre  instantanément  la  forme  d'équilibre  cor- 
respondante à  une  position  donnée  de  la  lune. 

2*  Les  marées  sont  peu  sensibles  sur  les  mers  fermées,  telles  que  la  Mé- 
diterranée *  et  la  Baltique  ;  elles  sont  tout  à  fait  insensibles  sur  les  mers  de 
petite  étendue,  comme  la  Caspienne  ;  elles  ont  une  faible  amplitude  en 
pleine  mer,  et  notamment  dans  TOcéan  Pacifique,  où  l'intumescence  pro- 
duite par  Tattraction  du  soleil  et  de  la  lune  se  propage  avec  une  extrême 
facilité  à  la  surface  des  eaux.  Le  phénomène  est  extrêmement  sensible  au 
contraire  sur  les  côtes  de  l'Océan,  surtout  sur  celles  qui  font  obstacle  à  la 
propagation  du  flot.  Ainsi  l'amplitude  de  la  marée,  qui  s'élève  à  6  mètres 
sur  les  côtes  de  Saintonge  et  de  Bretagne,  atteint  14  mètres  dans  la  baie 
du  Mont-Saint-Michel,  8  mètres  sur  les  côtes  de  Normandie,  et  se  trouve 
réduite  à  2  mètres  environ  le  long  des  côtes  de  la  mer  du  Nord. 

5*  On  a  déterminé  par  l'observation  pour  chaque  port  deux  constantes 
qui  servent  à  calculer  l'heure  de  la  pleine  mer  pour  un  jour  donné,  et  la 
hauteur  probable  de  la  marée.  Ces  constantes  sont  lélahlissemenl  du  port 
et  Tunité  de  hauteur. 

L'établissement  du  port  est  le  retard  de  la  haute  mer  par  rapport  à 
rinstant  du  passage  de  la  lune  au  méridien,  ce  retard  étant  constaté  aux 
environs  de  Téquinoxe,  et  quand  la  lune  est  à  une  distance  moyenne  de  la 


L'unité  de  hauteur  est  la  moitié  de  l'amplitude  totale  de  la  marée  à  l'é- 
poqae  des  syzygies  équinoxiales,  c'est-à-dire  à  l'époque  la  plus  voisine  des 
équinoxes  où  la  lune  est  nouvelle  ou  pleine. 

'  Il  y  a  exception  dans  la  Méditerranée  pour  le  fond  de  TAdriatique  et  pour 
le  golfe  de  la  grande  Syrte,  où  Ton  observe  un  retour  périodique  de  marées 
d'une  fa'ble  amplitude. 
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On  appelle  lignes  coiidaleê  les  lieui  géométriques  des  points  du  globe  ter- 
restre qui  ont  la  pleine  mer  au  même  instant. 

4*  La  hauteur  de  la  haute  mer  en  un  point  donné,  au-dessus  du  niveau 
moyen  correspondant  aux  syzygies  équinoxiales,  dépend  des  distances  da 
soleil  et  de  la  lune  à  la  terre,  et  de  leurs  déclinaisons.  Elle  est  donnée  par 
la  formule 

3  =  II X  [a  (-A*  C0S2D  -h  B^  f  ^* y  cosSD'l  • 

où  H  est  Tunité  de  hauteur  du  port  considéré; 

R,  la  distance  actuelle  du  soleil  à  la  terre  ; 

Ro,  la  distance  moyenne  de  ces  deux  corps  ; 

D  la  déclinaison  actuelle  du  soleil  ; 

R'  la  distance  actuelle  de  la  lune  à  la  terre; 

R'o  la  distance  moyenne  de  ces  deux  corps  ; 

ly  la  déclinaison  de  la  lune; 
et  A  et  B  deux  constantes,  savoir  A  r=  0,80029  et  B= 0,31211. 

Cette  formule  se  met  sous  la  forme  s  =  11m,  et  le  coefficient  numérique  m 
varie  de  0,68  à  1.17  ;  le  nombre  de  centièmes  contenus  dans  ce  coefficient 
exprime  le  nombre  de  degrés  de  la  marée. 

L'action  du  vent  peut  modifier  notablement  la  hauteur  ainsi  calculée. 
5*  L'heure  de  la  pleine  mer  pour  un  jour  donné  s'obtient  en  ajoutant  à 
rheure  du  passage  de  la  lune  au  méridien  du  lieu  rétablissement  du 
port;  mais  le  résultat  doit  être  corrigé  par  l'addition  d'un  terme  «»  qui 
se  calcule  comme  il  suit.  Soient,  comme  tout  à  l'heure,  D  et  IX  les  déclinai- 
sons du  soleil  et  de  la  lune,  è  et  i'  leurs  diamètres  apparents  au  jour  donné, 
ou  mieux  56  heures  avant  le  passage  de  la  lune  au  méridien  du  lieu; 
enfin,  il  et  il'  les  ascensions  droites  des  deux  astres  à  cette  même  époque  : 
la  correction  «»  s'exprime  par  la  formule 

1       ,       r sin2(i\  — il')  1      Mfi    •    . 

•'=30  *^**"8  I  ^/»^^  «  ■>/ I  —  *^  minutes. 


sin*2(^  — .^^j -I 

^^^1^' X  3.06  4- cos2  (il  -  il') 


Le  retard  de  36  heures  que  l'on  observe  dans  les  marées  par  rapport  à  la 
position  du  soleil  et  de  b  lune,  indique  une  tendance  au  ralentissement 
dans  le  mouvement  de  rotation  de  notre  globe.  Si  le  renflement  dû  à  la 
marée  solaire  était  constamment  dirigé  vers  le  soleil,  la  i*ésuHaute  des 
attractions  exercées  par  le  soleil  sur  les  molécules  du  sphéroïde  dérormé 
passerait  toujours  par  le  centre  de  la  terre,  et  ne  contribuerait  pas  à  altérer 
sa  vitesse  angulaire.  En  réalité,  les  pôles  du  sphéroïde  déformé  étant  tou- 
jours en  retard  par  rapport  au  soleil,  la  résultante  des  attractions  ne  passe 
plus  par  le  centre  du  globe»  et  donne  naissance  à  un  couple  très  faible  qui 
tend  à  diminuer  la  vitesse  de  rotation.  On  peut  comparer  le  bourrelet  fluide 
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créé  par  la  marée  à  un  frein  que  ]e  soleil  promènerait  sur  la  surface  de 
rOoéan  dans  le  sens  opposé  au  mouyement  propre  de  la  terre.  M.  Delaunay, 
Ton  des  premiers  qui  aient  étudié  cette  influence,  évaluait  à  une  seconde  en 
cent  mille  ans  la  diminution  correspondante  du  jour  moyen.  Il  faisait  obser- 
ver en  même  temps  que  cette  diminution  pouvait  n'être  pas  indéûnie,  et 
qu'elle  cesserait  le  jour  où,  le  refroidissement  complet  du  globe  ayant 
réduit  à  Télat  solide  la  masse  entière  des  eaux  de  l'Océan,  la  terre  tourne- 
rait constamment  yers  le  soleil  la  même  face.  On  pense  que  c'est  par  un 
effet  semblable  que  la  lune  et  les  satellites  présentent  toujours  la  même 
face  i  la  planète  autour  de  laquelle  ils  se  meuvent. 

<2UELQUE8  mBÉGULlRITés  DU  PnÉROHiNE  DES  HAItéBS. 

107.  M.  Tamiral  de  Jonquières  a  rassemblé,  dans  une  note  insérée  aux 
Comptes  rendus  du  9  mars  1885,  un  certain  nombre  d'exceptions  locales 
à  la  loi  des  marées.  Nous  en  extrayons  les  détails  suivants. 

Su*  certains  rivages,  et  notamment  à  Papeete,  dans  l'île  de  Tahiti,  on 
n'observe  qu'une  marée  en  vingt-quatre  heures,  au  lieu  des  deux  qu'on 
constate  partout  ailleurs.  L'influence  lunaire  disparaît,  et  la  pleine  mer 
revient  chaque  jour  régulièrement  à  la  même  heure. 

A  Akaroa  (presqu'île  de  Banks),  au  contraire,  l'influence  solaire  semble 
disparaître,  et  la  pleine  mer  arrive  deux  fois  chaque  jour,  trois  heures 
environ  après  le  passage  de  la  lune  au  méridien  de  Paris. 

Dans  le  golfe  du  Tonkin,  sur  la  côte  de  Chine  qui  l'avoisine  au  nord,  à 
Vanille  et  dans  les  ports  des  îles  Philippines,  la  marée  présente  un  ca- 
ractère anormal  ;  deux  ou  trois  jours  après  que  la  lune  a  traversé  l'équa- 
teur,  on  observe  toutes  les  vingt-quatre  heures  deux  pleines  mers  et 
deux  basses  mers  d'amplitude  à  peu  près  égales.  Les  jours  suivants,  Tun 
des  flots  va  en  augmentant,  l'autre  en  diminuant,  et  bientôt  on  ne 
constate  plus  qu'une  marée  unique  dans  les  vingt-quatre  heures;  cette 
marée  atteint  son  maximum  d'amplitude  lorsque  la  lune  atteint  sa  plus 
grande  déclinaison. 

La  hauteur  qu'atteint  la  marée  présente  aussi  de  très  notables  dîfTé- 
rences  d'un  rivage  à  l'autre.  Très  grande  dans  les  estuaires  dont  les 
côtes  se  resserrent  graduellement,  comme  la  Manche,  la  baie  de  Fundy, 
le  golfe  de  Corée,  elle  est  presque  nulle  pour  les  lies  de  l'océan  Pacifique; 
elle  ne  dépasse  pas  une  dénivellation  totale  de  3*,75  sur  la  côte  ouest  de 
rAmérique,  du  cap  Horn  au  détroit  de  Behring,  et  cette  dénivellation 
maximum  se  réduit  même  à  2  mètres  entre  les  tropiques.  Sur  la  côte  est, 
au  contraire,  elle  atteint  12  mètres  vers  le  détroit  de  Magellan,  et  décroît 
graduellement  A  mesure  qu'on  se  rapproche  de  l'Equateur. 

En  résumé,  la  question  des  marées  est  encore  très  peu  étudiée,  surtout 
au  point  de  vue  local. 


CHAPITRE  IV 

EXTENSION   DE  LA  THÉORIE  DU   POTENTIEL. 


108.  Étant  donnés  un  système  matériel  et  un  point  dont  les  ooordoncées 
rectangles  sont  a,  p,  «^^  le  potentiel  du  système  par  rapport  au  point  est 
une  fonction  Y  des  trois  variables  a,  p,  7,  telle  que  les  dérivées  partielles 

TT*  7R*  T'  >*^pr^sentent,  à  un  facteur  constant  près,  les  valeurs  des  coiih 

posantes  de  Tatlraclion  exercée  sur  le  point  par  le  système.  Nous  avons  vu 
l'usage  de  cette  fonction  pour  résoudre  certaines  questions  relatives  à  Pat- 
traction  des  systèmes  matériels  ou  à  la  forme  des  corps  célestes.  On  rem- 
ploie aussi  très  fréquemment  dans  la  physique  mathématique,  notamment 
dans  rélude  de  la  capillarité  et  des  attractions  magnétiques  ou  électriques. 
La  définition  du  potentiel  peut  être  généralisée,  et  appropriée  aux  recher- 
ches de  dynamique  analytique.  Reprenons  Téquation  des  forces  vives  appli- 
quée à  un  système  matériel  quelconque  considéré  dans  deux  positions  dis- 
tinctes. Nous  aurons  (111,  §171) 

^Iwi;»  -  2^  mvo*  =  Axf/x  -+- Yrfy  +  Tdz  +  Vdx'  +  Y'Ji/  +  Z'^'i'  +  ...). 

Dans  cette  équation,  X,  Y,  Z  représentent  les  composantes  de  la  force 
totale  qui  sollicite  le  point  (x,  y,  z)\  \\  Y',  Z',  les  composantes  de  la  force 
totale  qui  sollicite  le  point  (af,  if,  2'),  ...  Supposons  que  les  composantes 
X,  Y,  Z,  X', ...  soient  exprimables  en  fonction  des  coordonnées  «,  y,  «.a?',..., 

supposons  de  plus  que  la  fonctioh  placée  sous  le  signe  1  dans  le  se- 
cond membre  soit  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  ^  des  variables 
«,  y,  «»  a/»  •••  considérées  comme  indépendantes;  on  pourra  poser  (III,  §  182) 

2^2  "'•'*  —  S2  '""•'  ~  * '^'  ^'  5,  a;',  . . .)  -  ♦(To,  i'o.  =0»  ^0'. .  •  -^ 
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et  la  foncfion  ^  aura  par  rapport  aux  composantes  X,  T,  Z,  X%  ...  la  même 
propriété  que  le  potentiel  relativement  aux  composantes  de  Tattraction.  On 
a  en  efiet,  en  difTérentiant,  l'identité 

^dx^^fhj^^dz-h^dx'-i-...  =\dx-^\dy-\-2dz  +  Vdx'  .... 

d*où  l'on  déduit,  puisque  dx,  dy,  dz,  ,..  sont  des  facteurs  indéterminés, 

„      rf*      ^      rf*  rf*  cf* 

ax  dg  d%  dx* 

Connaissant  la  fonction  4»,  on  en  déduira  les  composantes  de  la  force  qui 
agit  sur  un  point  (x,  y^  2)  du  système,  en  prenant  les  dérivées  partielles  de 
la  fonction  4»  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y.  %  de  ce  point. 

La  fonction <»  s'appelle  pour  cette  raison  fonction  des  forces;  quelques  au* 
teors  lui  donnent  par  extension  le  nom  de  potentiel. 

S*il  n'y  a  qu'un  point  mobile,  la  fonction  des  forces  égalées  à  une  con* 
staute  arbitraire  définit  la  série  des  surfaces  de  niveau  (III,  §  46). 

Tous  les  problèmes  de  la  dynamique  n'admettent  pas  une  fonction  des- 
forces. Si  parmi  les  forces  on  considère  un  frottement,  par  exemple,  les 
composantes  de  ce  frottement  dépendent  de  la  direction  du  mouvement  de 
son  point  d'application,  et  leur  expression  analytique  contiendra  par  con- 
séquent en  iacteurs  les  cosinus  -r^  Â>  -r^  ^^  angles  que  cette  direction 

fait  ayec  les  axes;  s'il  y  a  des  résistances  de  milieux,  qui  s'expriment  en 
fonction  des  vitesses,  les  expressions  analytiques  des  forces  correspondantes 
contiendront  certaines  puissances  de  la  vitesse  v.  Dans  ces  cas,  les  compo- 
santes X,  Y,  Z,  ...  n'étant  plus  des  fonctions  des  coordonnées  Xy  y,  z, .., 
l'intégration  a  priori  de  la  fonction  (Xdx  +  . .  )  n'a  plus  aucun  sens  et  la 
fonction  des  forces  n'existe  pas.  Il  en  serait  de  même  si  Jidx-hYdy-h  ... 
n'était  pas  une  différentielle  exacte,  bien  que  X,  Y, ...  fussent  des  fonctions 
connues  des  coordonnées.  Parfois  cependant  on  trouve  utile  d'admettre  une 
fonction  fictive  des  forces,  quoique  cette  fonction  n'existe  pas  en  réalité,  et 

(24»  d^ 
de  représenter  sous  forme  de  dérivées  partielles  jZ»  -j-»  •  ••  les  valeurs  des 

composantes  X,  Y,  Z, ...  Ce  n'est  plus  alors  qu'une  notation  particulière^ 
dont  l'usage  est  légitime,  pourvu  qu'on  n'en  déduise  aucune  transformation 
supposant  l'existence  réelle  d'une  fonction  4>. 

lious  trouverons  dans  les  livres  suivants  de  nombreuses  applications  de  la 
fonction  des  forces.  Ici  nous  en  montrerons  l'usage,  en  reprenant  avec  plus 
de  détails  une  théorie  que  nous  avons  esquissée  (III,  §  187)  sur  la  stabilité 
de  V équilibre  d'un  système  à  liaisons. 
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i  STlDILITâ  DE    L*£qCILTBRB  D*D1I  STSTàXB. 

109.  Lorsque  la  fonction  des  forces  existe^  i'  le  système  mobile  est  en 

équilibre  dans  les  positions  qui  font  passer  cette  fonction  par  un  maximum 

ou  un  minimum;  2*  V équilibre  est  stable  dans  les  positions  qui  rendent  celle 

fonction  maximum. 

Soient 

L=iO, 

•  •  •  • 

les  équations  qui  définissent  les  liaisons  auxquelles  le  système  estassujelti. 
On  suppose  que  ces  liaisons  dépendent  seulement  des  coordonnées  x,  y,  z, .... 
et  ne  contiennent  ni  le  temps  i,  ni  les  yitesses,  ni  les  angles  des  vitesses 
avec  les  axes. 

La  condition  du  maximum  ou  du  minimum  de  la  fonction  «  des  forces 
est 

Les  diftérentielles  dx,  dy.dx,  ...  des  variables  qui  entrent  dans  la  fonc- 
tion «  doivent  d'ailleurs  satisfaire  aux  équations  de  condition 

rfL  =  0. 
dM  =  0, 


Or  ces  équations  sont  celles  que  la  statique  donne  à  résoudre  pour  dé- 
terminer les  positions  d'équilibre  du  système;  il  suffit  en  effet  de  satisfaire 
à  la  fois  aux  équations 

dh  ^     ,   dL  ^     .   dL  ,    ,   dt»  .  .  ,  „ 

«fJI  ,        dJI ,    .  dJI  .    .  rfU  ,  ,  .  „ 


dont  la  première  est  Téquation  du  travail  yirtuel  et  exprime  Téquilibre,  et 
dont  les  suivantes  expriment  les  conditions  auxquelles  les  variations  ^ 
Sy,  ...  sont  assi^jetties.  On  passe  du  second  système  au  premier  par  un 
simple  changement  de  notation  qui  consiste  à  remplacer  les  variations  Sx, 
èy, ...  par  les  différentielles  dx,  dy,  ...  Les  résultats  des  deux  calculs  sont 
donc  identiques,  puisqu'on  les  obtient  par  Télimination  des  variations  dans 
un  cas,  des  différentielles  dans  Tautre,  et  la  première  partie  du  théorèine 
est  démontrée. 
Venons  à  la  seconde  partie,  relative  à  la  stabilité. 
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^  Nous  avons  déjà  vu  (IY,§  119)  comment  une  question  de  stabilité  se  traite 
au  moyen  de  Téquation  des  forces  vives.  On  s'explique  facilement  Templof 
de  cette  équation  en  considérant  Téquilibre  d'un  point  unique  pesant,  ou 
plus  généralement  d*un  système  pesant  à  liaisons.  Si  les  liaisons  du  système 
sont  telles  que  le  centre  de  gravité,  aux  environs  d*une  position  d'équilibre, 
ne  puisse  que  s'élever,  quel  que  soit  le  déplacement  infiniment  petit  qu*on 
suppose  imprimé  au  système,  le  travail  de  la  pesanteur  sera  toujours  néga- 
tif et  tendra  à  réduire  Tamplitude  et  les  vitesses  du  déplacement  considéré. 
La  stabilité  est  donc  assurée  si  la  hauteur  du  centre  de  gravité,  compté  en 
montant  à  partir  d'un  plan  horizontal  inférieur,  est  minimum;  or  la  fonc- 
tion des  forces  est,  dans  le  cas  de  la  pesanteur,  égale  à  —  imgz^  ou  à  —  M^z^, 
en  appelant  zi  le  x  du  centre  de  gravité,  et  le  minimum  de  «i  correspond 
au  maximum  de  —  M^x,  (III,  §  188). 

Nous  allons  démontrer  d'une  manière  générale  que  l'équilibre  est  stable 
quand  4»  passe  par  un  maximum. 

Le  maximum  de  4»  est  défini  en  général  par  les  deux  conditions  sui* 
Tantes  : 

et 

rf«*<0, 

quelles  que  soient  les  différentielles  dx,  dj,  ...  La  première  condition  est 
satisfaite  dans  la  position  d'équilibre. 

Désignons  par  S,  m,  C,  ...  des  variations  infiniment  petites  des  coordon- 
nées X,  y,  2,  ...  comptées  à  partir  de  la  position  d'équilibre.  Nous  pourrons 
remplacer  dûS  par  l,  dy  par  -n,  d!s  par  C*  •-.  Formons  la  fonction  d^,  en  y 
disant  la  même  substitution.  U  vient  d'abord  un  polynôme  du  second  de- 
gré en  Ç,  ïi,  Ç,  ... 

liais  Ç,  n.  S) ...  ne  sont  pas  des  variables  complètement  indépendantes, 
car  elles  satisfont  aux  équations  de  liaisons.  On  devra  d'abord  réduire  ces 
variables  au  moindre  nombre  possible,  en  chassant  celles  qui  peuvent  s^ex- 
primer  en  fonction  des  autres.  La  condition  du  maximum  de  la  fonction  <^ 
sera,  après  ces  diverses  préparations,  que  d^^  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
d'une  somme  de  termes  négatifs,  quels  que  soient  les  signes  des  variables 
qui  y  Ogttrent.  Appelons  a,  /,  t^,  ...  certaines  fonctions  linéaires  de  celles 
des  variables  V  ^>  C,  ..•  qui  sont  conservées  dans  d*<l>,  ces  fonctions  s,  a', ... 
s'annulant  avec  les  variables  Ç,  t),  C ...  Cela  posé,  on  pourra  en  général,  dans 
le  cas  du  maximum,  mettre  'd*^  sous  la  forme 
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A,  A',  A",  ...  étant  des  fondions  essentiellement  poiitioet  des  cwt^oraé^ 
«, y,  2, ...  qui  définissent  l'équilibre. 

Imaginons  qu'on  amène  le  système  dans  une  position  infiniment  voisine 
de  la  position  d'équilibre,  et  soient  ^,  r,o,  Cq,  ...  les  écarts  coirespondants 
projetés  sur  les  axes  ;  soit  de  même  «o  1^  vitesse  infiniment  petite  impri- 
mée à  un  point  en  particulier  dans  cette  position  du  système.  Appliquons 
le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement  qui  succède  à  Télat  initial  ainsi 
déûni.  Il  Tiendra 

ou  bien,  en  développant  les  fonctions^  par  la  série  deTaylor,  et  en  obser- 
vant que 


aussi  bien  que 


dl,      d^    , 


dx^^^  dy 


«st  nul  à  cause  de  Téquilibre,  et  que  les  fonctions  0(0;,  y,  2...)~^x,y,s...) 
se  détruisent,  on  aura 

+  A  V  ^-  A  V  +  A'V*  —  •  •  -î 

<So»  ''o'  <"o*  •*•  sont  ce  que  deviennent  les  fonctions  «,<',  s**,  ...  quand  on 7 
remplace  E  par  (0,  ...  Les  autres  termes  de  la  série  seraient  înGniment  phis 
petits  en  valeur  absolue  que  ceux  que  nous  avons  écrits,  et  nous  pouvons 
n'en  pas  tenir  compte,  car  ils  n'influent  pas  sur  le  signe  de  la  série. 
Posons 

C  =  2  I  ""'0*  +  AV  4-  A'fio''  H-  A-'V»  4-  . .  . 

La  constante  G  sera  une  quantité  infiniment  petite  positive,  qui  dépend  des 
circonstances  initiales.  L'équation  des  forces  vives  devient  alors 

si————--- 

Le  premier  membre  étant  toujours  positif,  le  second  Test  aussi,  et  par 
suite  la  somme  des  quantités  positives 

A««  -f  A'«^  4-  A"*"»  4.  .  : . 
est  toujours  au  plus  égalo  à  la  constante  G.  Donc  «,  «',  «*',...  ne  peuvent 


DE  L'EQUILIBRE.  207 

«roUre  an  delà  d*une  cerlaine  limite  ;  il  en  e$t  par  conséquent  de  même  de 
(iitf  Ct  •••  qui  s^expriment  linéairement  en  fonction  de  i,  x',  s",.,. 

Si  donc  la  fonctioi\  ^  passe  par  un  maximum,  les  écarts  Ç,  vi,  C>  •*.  à  par- 
tir de  la  position  d*équilibre  sont  essentiellement  limités,  et  on  peut  suppo- 
ser des  écarts  initiaux  et  des  vitesses  initiales  assez  petits  pour  qu'ils  ne 
puissent  dépasser  ni  même  atteindre  les  limites  correspondantes  à 


-vf'  ^-\/ï-  -v/?--' 


«e  qui  est  la  définition  même  de  l'équilibre  stable. 

iiO.  La  démonstration  ne  suppose  pas  nécessairement  remploi  de  la  série 
de  Taylor.  Dire  que  ^(x,  y,  2,  ...)  passe  par  un  maximum  dans  la  position 
d^équUibre,  c'est  dire  qu'en  prenant  les  variations  E,  d,  C»  .••  sufQsamment 
petites  en  valeur  absolue,  la  différence 

est  négative.  Cette  différence  dépend  des  valeurs  particulières  d^  ^»v),  C,  ... 
Aeprésentons-la  pour  abréger  par  l'expression 

en  mettant  le  signe  négatif  en  évidence. 

L'équation  des  forces  vives,  appliquée  au  mouvement  dont  l'état  initial  est 
représenté  par  le  système  de  valeurs  (Çq»  ^«o;  ^o*  •  •  •  ^ot  •  •  •)  >  prendra  la  forme 

22»»*^  — 2i2''»V  =  ?l?0'  «^o.  Ço»  •••)  — ?(Ç»n,  ?,  ...), 
<Hi  bien 

et  si  la  constante  G  est  positive  et  infiniment  petite,  la  fonction  (f(l,  yi,  ^, ...) 
sera  limitée  à  la  valeur  C  au  maximum,  puisque  z  ^  mv*  est  toujours  positif. 
Mais  la  fonction  9  est  nécessairement  positive  et  croissante  pour  des 
valeurs  des  variables  Ç,  t),  C»  ••>  à  partir  de  la  valeur  0,  sans  quoi  4»  ne 
serait  pas  maximum  dans  la  position  (x,  y,  2  ...),  et  il  en  est  ainsi  tant  que 
les  variables  (,  ti,  Ç, ...  ne  dépassent  pas  certaines  limites  E|,  vii»  Ci,  •••  à 
partir  desquelles  la  fonction  «  peut  devenir  décroissante.  On  peut  admettre 
que  les  valeurs  initiales  Çq*  ^0*  (o>  •••  soient  choisies  au-dessous  de  ces 
limites.  Alors  G  sera  une  quantité  positive,  qu'on  pourra  supposer  aussi 
petite  qu^on  voudra  en  attribuant  à  ^,  viq,  Co,  •••  et  à  Vq  des  valeurs  absolues 
suffisamment  petites.  La  fonction  <f{l,  d,  C>  ...),  étant  positive  et  moindre 
que  la  constante  G,  les  variations  (,  d,  C,  ...  sont  elles-mêmes  limitées, 
en  valeur  absolue,  à  des  maxima  qu'on  peut  rendre  aussi  petits  qu'on  veut 
en  disposant  convenablement  de  la  constante  G. 
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111.  M.  Glausius  a  introduit  dans  le  calcul  une  nouvelle  espèce  de  fonc- 
tion des  forces,  à  laquielle  il  donne  le  nom  de  viriel,  et  qui  s'exprime  par 
lasonune 

Xx  4-  Y/^  -f-  Zs  +  X'x'  -f-  Yy  4-  Z'a'  +  . . . 

Chaque  composante  est  multipliée  par  la  coordonnée  parallèle  de  son  poinl 
d'application,  et  cette  somme  est  étendue  à  toutes  les  forces  qui  sont  appli- 
quées au  système  que  l'on  considère. 

Cette  définition  fait  intervenir  la  position  et  la  direction  des  axes  coor- 
donnés; le  viriel  est  donc  relatif  à  un  système  d'axes  particulier,  et  change 
avec  le  changement  des  axes.  On  pourrait  modifier  cette  définition.  H.  Lu- 
cas, dans  un  mémoire  sur  la  vibration  des  systèmes  élastiques,  a  été  con- 
duit à  considérer  une  autre  fonction  analogue  au  viriel,  mais  dans  laquelle 
les  coordonnées  x^  y,  z,  par  lesquelles  on  multiplie  respectivement  les  com- 
posantes X,  Y,  Z,  sont  remplacées  par  les  projections  sur  les  mêmes  axes 
de  récart  du  point  mobile  par  rapport  à  la  position  d'équilibre  autour  de  la- 
quelle il  oscille. 

Pour  montrer  Tutilité  de  la  considération  du  viriel,  nous  donnerons  un 
théorème  dû  à  H.  Yvon  Yillarceau. 

Les  équations  du  mouvement  d'un  point  unique  de  masse  m  sont 

«  ^'^  -  Y 

*"  rf75  =  ^• 

Multiplions  la  première  par  x,  la  seconde  par  y,  la  troisième  par  z  et 
igoutons.  Il  vient 

Transformons  le  premier  membre  de  cette  équation. 

Soit  r  la  distance  de  l'origine  0  au  point  mobile.  Mous  aurons 

r«  =  «•  4-  y*  -|-  j«. 

Difîérentiant»  on  a 
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et  di/Térentiant  de  nouveau,  en  prenant  toujours  le  temps  i  pour  yariabie 
indépendante,  et  en  divisant  par  dt^, 

md  frdr\  _  rfx»       dy*       di*   .      d*x   ,      d*y   ,      d^i 
•   ,      d*x   ,      d*y   ,      d^z 

MulttpKons  par  m,  et  remplaçons  dans  (1)  le  premier  membre  par  sa  Ta« 
kar  déduite  de  (2)  ;  il  vient  Téquation 

« 


fRv*  =  m 


5(S)-(l*+Tîr  +  Z.). 


OU 


Cette  équation  étant  écrite  pour  tous  les  points  d*un  système  mobile,  on 

aura  un  théorème  applicable  au  mouvement  de  ce  système  en  les  ajoutant 

tontes  ensemble;  l'équation  finale  donnera  la  force  vive  totale  en  fonction 

d^ir*) 
du  virid  et  des  quantités  m  —-^  : 

(4)  2I«^=Î2'^^^-2(^*  +  ^^+2.). 

Le  viriel,  pour  un  point  M  en  particulier,  est  le  produit  de  la  force  P  qui 
soDicite  ce  point  par  la  distance  r  du  point  à  Torigine  et  par  le  cosinus  de 
Tangle  formé  par  la  direction  de  la  force  MP  avec  le  prolongement  du 
rayon  OM  qui  joint  le  point  M  à  l'origine. 

£d  effet, 

Xar  +  Yt/  +  Z:»  =  (î?  +  Ï2+|yPr=Prcos(P,r). 

(Test  le  trayail  que  produirait  la  force  P,  agissant  toujours  parallèlement 
à  elle-même,  si  son  point  d^application  était  transporté  du  point  0  au 
point  H. 

Lorsque  les  points  mobDes  exercent  les  uns  sur  les  autres  des  actions 
mutuelles  proportionnelles  à  leurs  masses  et  à  une  fonction  de  leur  distance, 
ia  portion  du  viriel  afférente  aux  forces  intérieures  peut  s'exprimer  d'une 
manière  très  élégante. 

Soient  m,  m' les  masses  de  deux  points  M,  H^  dont  les  coordonnées  sont 
s,  y»  «  pour  le  premier,  sfy  yf^  s' pour  le  second  ;  soit  p  leur  distance  MM\ 
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Le  produit  fmmf  9  (p)  représentera  la  force  mutuelle  F  subie  par  les  deux 
points  dans  les  directions  MM',  M'M.  Leviriel  correspondant  sera  le  travail 
de  la  force  F  agissant  dans  le  sens  MM' quand  son  point  d'application  reçoit 
le  déplacement  NM,  augmenté  du  travail  de  la  seconde  force  F  agissant  dans 
le  sens  M'M,  quand  son  point  d'application  reçoit  le  déplacement  OM'.  La 
somme  de  ces  deux  quantités  de  travail  sera  le  produit  de  la  force  F  parla 
disUnce  MM',  ou  enûn  par  p.  Le  viriel  correspondant  est  donc  exprimé  par 

fmmf  9  (p)  p. 

S'il  n'y  a  dans  le  système  que  des  forces  intérieures,  exprimables  en 
fonction  des  masses  et  des  distances,  l'équation  de  M.  Yvon  Villarceau 
deviendra  donc 

(5)        2  "'""  =  I S '^  ^  ~  S/"'^'"'^  wxf>. 

Sous  cette  forme,  le  théorème  s'applique  aux  mouvements  vibratoires 
d'un  système  élastique. 
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112.  Lamé  a  introduit,  dans  ses  recherches  de  physique  mathématique, 
es  définitions  suivantes,  qui  ont  été  généralement  adoptées  par  les 
analystes. 

Soit  F  une  fonction  des  coordonnées  rectangles,  x,  y,  z,  d'un  point 
dans  Tespace.  Lamé  appelle  paramètre  différentiel  du  premier  ordre  de  la 
fonction  F  l'expression 


\/ 


i)^(.i)"+(0 


ou  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  et  paramètre  différentiel  du  second  ordre  de  la  même  fonc- 
tion l'expression 

rf«F     rf«F     rf«F 

OU  la  somme  des  dérivées  partielles  du  second  ordre,  prises  chacune 
deux  fois  par  rapport  à  la  même  variable. 

Il  est  facile  de  s'assurer  qu'un  changement  de  coordonnées,  opéré  en 
conservant  les  axes  rectangulaires,  n'altère  pas  les  paramètres  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  d'une  fonction  quelconque. 
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Nous  pouvons  regarder,  en  effet,  la  fonction  F  comme  une  fonction 
des  forces,  déûnissant,  pour  chaque  point  {x,  y,  z)  de  Tespace,  les 

composantes  ^»  ^>  -r>  parallèles  aux  axes,  de  la  force  qui  corres- 
pond à  ce  point.  Le  système  de  forces  se  trouve  parfaitement  défini 
pour  tous  les  points,  et  un  changement  d*axes  quelconque  n*aura  sur  ce 
système  aucune  influence.  Or  le  paramètre  difTérentiel  du  premier  ordre 


\/{ÈJ + itï  +  (f J  "P"™"' 


en  coordonnées  rectangles,  la 


force  totale  qui  est  appliquée  au  point  (a;,  y,  %)  ;  il  ne  change  donc  pas 
par  un  changement  de  Torigine  et  de  Torientation  des  axes,  pourvu 
qu*ils  continuent  à  être  rectangulaires,  puisqu'il  représente  une  quantité 
absolue,  indépendante  des  axes  auxquels  on  la  rapporte.  La  même  pro- 
priété appartient  au  paramètre  différentiel  du  second  ordre,  et  a  été  dé- 
montrée plus  haut  (§  59). 

Lamé  a  proposé  de  représenter  le  paramètre  du  premier  ordre  de  la 
fonction  F  par  la  notation  À<F,  et  le  paramètre  du  second  ordre  par  la 
notation  A<F.  L'emploi  des  exposants  dans  ce  cas  a  un  inconvénient.  Car 
il  semblerait  que  Topération  À*F  est  le  résultat  de  la  répétition  de 
l'opération  A«F.  On  n'a  pas  cependant  A*F  =  À*  (A<F).  Bien  qu'il  suffise 
d'être  prévenu  que  la  notation  ne  se  prête  pas  à  l'algorithme  ordinaire 
des  exposants,  certains  auteurs  préfèrent  substituer,  pour  éviter  toute 
confusion,  les  indices  aux  exposants,  et  écrire  \¥,  A^F. 

L'équation 


revient  à  l'équation 


A*(F)= 


rf'F      rf»F      d*F 


que  nous  avons  déjà  rencontrée  en  hydrodynamique  (lY,  §  125).  On  y 
satisfait  en  égalant  F  à  un  potentiel  de  Vaitraction  newionienney  ce  que 
Lamé  appelle  un  potentiel  inverse,  parce  que  le  radical  s'y  trouve  en 
dénominateur,  ou  potentiel  de  première  espèce,  par  analogie  avec  les 
intégrales  elliptiques,  c'est-à-dire  en  posant  l'équation 

f{*f  ^9  t)  représente  dans  cette  intégrale  triple  une  fonction  arbitraire 
des  coordonnées  a,  p,  -y  d'un  point  d'un  système  matériel  quelconque  , 


212  FORCE  VIVE 

cette  fonction  est  la  deruUéy  ou  masse  spécifique,  du  système  en  ce  point 
a,  p,  7).  Les  intégrations  s'étendent  à  tous  les  éléments  dans  lesquels  le 
système  se  décompose.  On  reconnaît  la  solution  donnée  en  hydrodyna- 
mique (IV,  §  127). 
De  même  l'équation 


A(A^)=»' 


par  laquelle  on  indique  que  le  paramètre  difTérentiel  du  second  ordre  du 
paramètre  du  second  ordre  de  la  fonction  cherchée  9  est  constamment 
nul,  revient  à  l'équation  développée 

et  admet  pour  solution  l'intégrale  triple 

9=  fffn»^  ^.  y)  v't*  -  «)* + (y  -  ^)* + {»  -  7)*  ^«''^y. 

qu'on  peut  nommer  avec  Lamé  potentiel  direct,  ou  potentiel  de  seconde 
espèce^  d'après  les  mêmes  analogies. 

Gomme  applications  des  notions  précédentes  et  des  fonctions  qu'on 
vient  de  définir,  on  peut  consulter  un  mémoire  de  M.  J.  Boussinesq,  pro- 
fesseur à  la  faculté  des  sciences  de  Lille,  intitulé  :  Application  des  poten- 
tiels à  Vétude  de  r équilibre  et  du  mouvement  des  solides  élastiques  (Paris , 
Gauthier-Yillars,  1885). 


PORCB  VIVE  d'un  STSTÈMB  DB  CORPS  SOUDES,   QUAND   ON  TIENT  COMPTE 

DBS  M0UVSKBNT8  VIBRITOIRBS. 


113.  Etant  donné  un  système  de  corps  solides,  on  pourra  toujours 
isoler  chacun  de  ces  corps,  en  introduisant  les  forces  qui  se  développent 
au  contact  des  uns  et  des  autres.  Ces  forces,  intérieures  et  mutuelles 
l  orsqu'on  considère  le  système  entier,  deviennent  des  forces  extérieures 
relativement  à  chaque  corps  en  particulier. 

Occupons-nous  spécialement  d'un  des  corps  solides,  que  nous  appel- 
lerons le  corps  A.  On  suppose  ce  corps  soumis  à  des  vibrations,  qui  font 
osciller  ses  molécules  autour  de  leurs  positions  moyennes.  La  position 
moyenne  du  corps,  à  un  instant  donné,  s'obtiendra  en  supposant  que  le 
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corps  se  solidifie,  qu'il  conserve  sa  forme  géométrique,  et  qu'on  le 
dépouille  de  tout  mouvement  vibratoire.  Cela  revient  à  décomposer  le 
mouvement  de  chaque  molécule  en  deux  parties  :  Tune,  comprenant  le 
mouvement  dû  au  déplacement  géométrique  du  solide  A,  Tautre  aux 
déplacements  propres  de  chaque  molécule  par  rapport  aux  positions  que 
ce  déplacement  géométrique  lui  fait  prendre.  On  conçoit  donc  ce  qu'on 
entend  par  le  mouvement  moyen  du  corps,  qui  n*est  autre  que  le  mouve- 
ment qu'aurait  le  corps  s'il  était  réduit  à  la  solidité  géométrique,  et  par 
le  mouvement  vibratoire,  qui  complète  le  mouvement  moyen.  Cette 
décomposition  est  analogue  à  celle  qu'on  opère  dans  la  dynamique  du 
système  matériel,  quand  on  considère  à  part  le  mouvement  du  centre  de 
gravité,  et  le  mouvement  par  rapport  à  des  axes  de  direction  constante, 
menés  par  le  centre  de  gravité. 

Nous  allons  chercher  comment  se  décompose  la  force  vive  du  corps  A, 
lorsqu'on  partage  ainsi  son  mouvement  en  deux,  mouvement  vibratoire 
et  mouvement  moyen. 

114.  Considérons  un  point  matériel  M  du  corps  A;  soit  m  sa  masse, 
p  sa  vitesse  à  un  instant  donné,  x,  y,  %  ses  coordonnées,  exprimées  en 
fonction  du  temps,  dans  le  mouvement  total.  Le  même  point  a  dans  le 
mouvement  moyen  une  vitesse  v^,  et  des  coordonnées  Xq,  yo,  Zq,  qui 
satisfont  d'un  point  à  l'autre  aux  conditions  de  la  solidité  géomé- 
trique. 

Le  mouvement  vibratoire  sera  défini  par  des  coordonnées  Ç,  ifi,  1^,  rap- 
portées pour  chaque  point  à  des  axes  parallèles  aux  axes  fixes;  elles  sont 
très  petites  en  valeur  absolue,  et  sont  alternativement  positives  et  néga- 
tives, puisque  les  vibrations  du  point  M  s'opèrent  autour  de  sa  position 
moyenne. 

Chd  aura  entre  ces  diverses  coordonnées  les  relations 


3  =  a!o  +  Ç- 


) 


Nous  exprimerons  que  les  coordonnées  Xqj  yo,  z^  sont  celles  de  la 
position  moyenne,  en  appliquant  la  remarque  suivante  :  le  mouvement 
vibratoire  du  eystème  A  ne  change  rien,  ni  à  la  position  du  centre  de  gra- 
vité, ni  à  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par  rapport 
à  des  axes  de  direction  constante.  Cela  revient  à  dire  que  le  mouvement 
moyen  est  entièrement  dû  au  jeu  des  forces  extérieures,  qui  ne  subis- 
sent aucune  altération  sensible  par  l'effet  des  vibrations,  et  conser- 
vent les  mêmes  composantes  et  les  mêmes  moments  par  rapport  aux 
axes. 
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On  aura  donc  à  la  fois  les  six  équations,  en  étendant  les  sommes  à 
tous  les  points  matériels  du  corps  A, 

Les  trois  premières  équations  donnent 

(4)       1 2"^ = *•'  **  p"  *"''*  '''  i  S"*  5<  ~  *'• 

2«ç=0.  (s™  57  =  »- 

Quant  aux  trois  suivantes»  observons  que  la  vitesse  totale  v  de  la  molé- 
cule m  a  pour  composantes  la  vitesse  Vq  du  mouvement  moyen,  et  la 
vitesse  u  du  mouvement  vibratoire,  de  sorte  que,  si  Ton  prend  par  rap- 
port à  un  axe  quelconque  les  moments  de  ces  trois  vitesses  appliquées  au 
point  M,  et  qu'on  multiplie  par  la  masse,  on  aura 

et  par  suite,  faisant  la  somme  de  toutes  ces  équations  appliquées  à  Ions 
les  points,  on  aura  aussi 

(6)  2^  ('"'') = S"  ('"^'o) + s*'  i'^''^- 

Les  équations  (3)  font  voir  qu*on  a 

2M(m.;)=2M(mi;o) 

par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  coordonnés.  Donc  enlin 

2MJmti)  =  0, 

(7)  {2"o„('"")=^' 

2MJm«)=:0. 


+ 
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Des  équations  (7)  et  des  équations  (5)  on  déduit  que  les  quaniités  de 
momtement  du  mouvement  vibratoire,  considérées  comme  des  forces  appli- 
quées au  solide  géométrique  k,  se  font  à  chaque  instant  équilibre. 

115.  Cette  proposition  va  nous  servir  à  opérer  la  décomposition  de  la 
force  TÎve. 

Des  équations  (1)  on  tire  en  différenliant 

dx dxQ     dl 

dt'^dT'^Jt' 

dy__dyQ  ,  ^2 
dt'^dt  "^dt" 

d^^dzg  ,  d^ 
dt      dt  "^  dt 

Élevant  aa  carré  et  ajoutant,  puis  multipliant  par  m,  et  faisant  la 
somme  étendue  à  toutes  les  molécules  du  système  A,  il  vient 

S"[(S)'+©"+0l 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  force  vive  totale  T^mv*. 

La  première  ligne  du  second  membre  est  la  force  vive  ]^mvo*  du  solide 
dans  le  mouvement  moyen. 

La  seconde  ligne  est  la  force  vive  y^mu»  due  au  mouvemeni  vibratoire 

considéré  seul. 

La  troisième  ligne  se  réduit  identiquement  à  zéro,  en  vertu  de  la  pro- 
position qu*on  vient  d*établir. 

Considérons  en  effet  la  somme 

^^dxo-\'m£dyo'\-m^^dsQ. 

EUe  représente  le  travail  d*une   force  dont  les  composantes  sont 

^dÈ^^Ti"  ^In*  '^^^^  ^^°  P^^^^  d'application  reçoit  un  déplacement 

dont  les  projections  sur  les  axes  sont  dx^j  dy^y  dz^.  Elle  exprime  donc  le 
travail  de  la  quantité  de  mouvement  appliquée  à  la  molécule  M,  quand 
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le  solide  reçoit  le  déplacement  infiniment  petit  qui  est  dû  à  son  mouve- 
ment moyen.  L'ensemble  des  quantités  de  mouvement  vibratoires  se 
faisant  équilibre,  la  somme  de  tous  leurs  travaux  élémentaires  est  nulle 
et  Ton  a  par  conséquent 

:=dt2j  "^[dilî  -^TiTi-^diTtl-^- 
On  en  déduit  l'égalité 
8)  ^mv^  =  2'^'»'  ■**  2"*"'' 

égalité  de  même  forme  que  celle  qu'on  a  démontrée  pour  la  décompo- 
sition de  la  force  vivte  en  deux  parts,  quand  on  rapporte  le  mouvement 
d'un  système  à  des  axes  de  direction  constante  menés  par  le  centre  de 
gravité. 

La  force  vive  totale  est  la  somme  de  la  force  vive  dant  le  mouvement 
moyen  et  de  la  force  vive  vibratoire. 

En  général,  le  terme  y\mu*  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  le  négliger 

sans  erreur  appréciable;  ou  bien  il  conserve  une  valeur  sensiblement 
constante,  et  disparaît  dans  la  différence  des  forces  vives,  prises  à  deux 
époques  déterminées. 

116.  Occupons-nous  actuellement  du  travail  des  forces.  Les  forces 
extérieures  figurent  seules  dans  les  équations  des  quantités  de  mouve- 
ment projetées  et  des  moments  de  ces  quantités;  la  substitution  du 
mouvement  moyen  au  mouvement  total  n'altère  pas  sensiblement  ces 
forces  extérieures,  soit  en  grandeur,  soit  en  direction,  à  cause  de  la 
petitesse  des  différences  (,  t},  C;  cette  substitution,  qui,  par  hypothèse, 
est  sans  effet  sur  les  quantités  de  mouvement  et  leurs  moments,  laisse 
donc  subsister  sans  changement  les  équations  où  elles  figurent.  Il  n'en 
est  pas  de  même  pour  le  théorème  des  forces  vives,  car  si  les  forces 
ne  changent  pas,  le  chemin  parcouru  par  lequel  elles  doivent  être  multi- 
pliées est  altéré  par  le  mouvement  vibratoire.  Soient  X,  Y,  Z  les  compo- 
santes d'une  force  extérieure  appliquée  au  point  dont  les  coordonnées 
sont  X,  y,  z.  Le  travail  élémentaire  de  cette  force  dans  le  mouvement  réel 
sera 

\dx  +  \dy  H-  Idz, 

tandis  que,  pris  pour  le  mouvement  moyen,  le  travail  serait 
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La  dilTërence  entre  ces  deux  fonctions  est 

de  sorte  que  le  traYail  des  forces  extérieures  se  partage  en  deux  parties  : 
Tune  comprend  le  travail  de  ces  forces  dans  le  mouvement  moyen,  et 
l'autre  le  travail  des  mêmes  forces  qui  est  dû  aux  vibrations. 

L'équation  des  forces  vives  appliquée  au  mouvement  total  prend  la 
forme 

en  désignant  par  ^fdr  le  travail  élémentaire  des  forces  intérieures, 
et  par  2j  j  »»>'o*  J*  force  vive  initiale. 

Remplaçons 

2m»»    par    ^mv^*  +  ^mu*, 

et  J^fçLdx-i-Ydy+lds) 

par  la  somme 

2]l/(Xrf*o+Yrfyo+W5o)+ 2/(^^5  +  Yrf„  +  Zrfç). 

U  viendra 

La  première  ligne  de  cette  équation,  prise  à  part,  est  Téquation  des 
forces  vives  appliquée  au  mouvement  moyen.  Les  forces  intérieures  n'y 
figurent  pas,  puisque  le  système  est  alors  considéré  comme  invariable. 
On  a  donc  aussi 

de  sorte  que  l'acroissement  de  la  demi-force  vive  vibratoire  n'est  pas 
dû  uniquement  au  travail  des  forces  intérieures  ;  il  est  encore  dû  pour 
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une  part  à  l'excès  du  travail  des  forces  extérieures,  aCTérent  aux  excès  de 
déplacements  subis  par  leurs  points  d'application. 
En  général,  l,  n,  (  sont  asses  petits  pour  que  la  quantUé  de  trarail 

2  r(XrfÇ  +  Yrfn  -f-  Z«)  soit  négligeable  vis-à-vis  du  travaU^  f/^dcs 

forces  intérieures,  et  l'on  peut  dire  approximativement  que  l'équation  des 
forces  vives  s'applique  au  mouvement  moyen,  en  tenant  compte  du  tra- 
vail des  forces  extérieures,  et  au  mouvement  vibratoire,  en  tenant 
compte  seulement  du  travail  des  forces  intérieures  et  en  faisant  abstrac- 

tion  du  mouvement  moyen.  En  même  temps  2j  b  ^v*  "  £  i  ^"^^^ 

reste  sensiblement  nul  si  le  système  est  élastique,  pourvu  qu'on  prenne 
les  forces  vives  à  deux  époques  où  le  système  ait  repris  la  même  forme. 
On  a  alors,  entre  ces  deux  époques  qui  comprennent  un  nombre  entier 
de  périodes, 

Mais  alors  on  a  aussi  ^  f  fdr  =  0,  et  par  conséquent 

2j'(Xrfç-fYrf.,-fZrf;)=0. 

On  peut  prendre  indifféremment,  dans  ce  cas,  le  travail  des  forces 
pour  le  déplacement  moyen,  ou  pour  le  déplacement  total.  Gela  revient  à 
laisser  entièrement  de  côté  le  mouvement  vibratoire. 

La  théorie  des  forces  vives  dans  le  mouvement  vibratoire  des  solides 
est  due  à  Goriolis. 


LIVRE  II 
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117.  Les  corps  solides  que  Ton  rencontre  dans  la  nature  n'ont  pas  Tin- 
Yâriabilité  géométrique  qu'on  leur  attribue  communément  dans  la  méca- 
nique rationnelle.  Ils  sont  déformables  plus  ou  moins,  suiYant  les  efforts 
plus  ou  moins  grands  qu'on  leur  fait  subir.  Lorsque  la  déformation  est 
très  petite,  et  qu'on  fait  cesser  l'effort  qui  Ta  produite,  le  corps  reyient 
à  sa  forme  naturelle  d'équilibre,  après  une  série  de  vibrations  qui  s'étei- 
gnent en  général  assez  rapidement.  Cette  tendance  des  corps  solides  dé- 
formés yers  leur  état  primitif  constitue  Vélcuticiié  des  corps  ;  elle  suppose 
que  les  efforts  subis  par  le  corps  n'ont  pas  dépassé  une  certaine  limite, 
assez  mal  définie,  qu'on  nomme  limite  d^élasticiié^  et  au  delà  de  laquelle 
la  déformation  resterait  permanente  en  totalité  ou  en  partie.  Les  diffé- 
rents corps  sont  plus  ou  moins  élastiques,  suivant  que  leur  limite  d*éJasti- 
cité  est  plus  ou  moins  élevée.  Du  reste,  dans  ce  qui  suit  on  supposera 
toujours  que  les  efforts  qu'on  leur  applique  pour  y  produire  des  déforma^* 
lions  soQt  inférieurs  à  cette  limite. 

Il  ne  sera  question  ici  que  des  corps  homogènes,  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  admettre  l'identité  de  toutes  leurs  parties.  Parmi  ces  corps  ho- 
mogènes, il  y  a  lieu  de  distinguer  les  corps  d*él(uticiié  constante  en  tow 
$ens,  et  les  corps  qui  ont,  au  contraire,  une  élasticité  différente  suivant  le 
sens  dans  lequel  s'opère  la  déformation.  Cette  dernière  classe  comprend  cer- 
tains corps  cristallisés,  dont  les  déformations  obéissent  à  des  lois  spéciales. 
Mais  la  plupart  des  corps  homogènes  ont  aussi  une  élasticité  constante,  et  c'est 
d'eux  seuls  que  nous  aurons  à  nous  occuper.  Théoriquement  on  peut  les 
concevoir  comme  formés  d'un  assemblage  de  systèmes  moléculaires  telle- 
ment disposés  autour  d'un  point  0,  qu'une  droite  de  longueur  finie,  issue 
de  ce  point  0,  rencontre  dans  tous  les  sens  le  même  nombre  de  ces  sys- 
tèmes :  condition  qui  suppose  un  nombre  infiniment  grand  de  systèmes 
moléculaires,  et  qui  serait  impossible  à  satisfaire  s^il  n'y  en  avait  qu'un 
nombre  limité. 
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118.  La  théorie  de  Télastlcité  est  toute  moderne.  Elle  a  été  créée  par 
les  travaux  de  Navier,  de  Poisson,  de  Gauchy,  de  Lamé  ;  les  leçons  de  ce 
dernier  à  la  Faculté  des  sciences  de  Paris  S  publiées  en  1852,  ont  ré- 
sumé les  principes  de  la  science,  et  en  ont  donné  des  applications  aux 
problèmes  les  plus  importants  de  la  physique  mathématique  et  de  la  mé- 
canique vibratoire.  Elles  forment  le  point  de  départ  d*urie  foule  de  tra- 
vaux récents.  ÎCous  les  prendrons  pour  guide  dans  le  présent  livre. 

L*hypothè8e  fondamentale  de  la  nouvelle  doctrine  est  que  Taugroenta- 
tion  de  la  distance  de  deux  molécules  fait  naître  entre  ces  deux  molécules 
une  attraction  mutuelle  proportionnelle  à  celte  augmentation.  Si  l'on  ap- 
pelle Ha  distance  primitive  de  deux  molécules,  K  l'accroissement  de  dis- 
tance résultant  de  la  déformation  du  solide  auquel  elles  appartiennent, 
l'action  mutuelle  développée  entre  les  deux  molécules  par  cette  variation 
de  distance  sera  exprimée  par  le  produit 

F(ç)X*ç, 

F  (C)  étant  une  fonction  de  la  distance  C  qui  reste  complètement  incon- 
nue ;  on  sait  seulement  qu'elle  devient  nulle,  ou  au  moins  insensible,  dès 
que  la  variable  (  atteint*  une  valeur  appréciable.  De  celte  manière  on 
limite  à  une  sphère  de  rayon  très  petit,  décrite  de  chaque  point  du  solide 
comme  centre,  la  région  du  solide  qui  peut  exercer  une  action  appréciable 
sur  le  point  considéré. 

119.  Pour  définir  la  force  ékutique  en  un  point  donné  M  d'un  corps  so- 
lide, imaginons  en  ce  point  M  un  élément  plan  cr  très  petit,  comprenant 
le  point  M,  et  sur  cet  élément  comme  base  construisons  un  cylindre  droit 
P  de  hauteur  très  petite.  Du  point  M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à 
la  limite  de  distance  à  partir  de  laquelle  les  actions  mutuelles  deviennent 
insensibles,  décrivons  une  sphère  S,  que  le  plan  ci  prolongé  partage  en 
deux  moitiés.  Le  cylindre  P,  que  nous  venons  de  construire,  est  tout  en- 
tier contenu  dans  une  de  ces  moitiés.  Or  il  subit  les  actions  de  tous  les 
systèmes  moléculaires  qui  sont  compris  dans  la  moitié  opposée.  La  résul- 
tante de  toutes  ces  actions  est  une  force  qui  traverse  la  base  cr  du  cylin- 
dre, et  dont  la  grandeur  varie  avec  l'étendue  de  cette  base.  Si  donc  on  la 
divise  par  l'aire  cr,  le  quotient  E  est  un  nombre  uni  qu'on  appelle  la  force 
élattique  au  point  M,  rapportée  à  l'unité  de  surface  prise  suivant  le  plan 
m.  En  général  cette  force  E  est  oblique  au  plan  auquel  elle  se  rapporte.  La 
définition  qu'on  vient  de  donner  ne  suppose  pas  la  continuité  de  la  ma- 
tière ;  elle  pourrait  être  beaucoup  plus  rapide  si  l'on  admettait  la  réparti- 
tion continue  des  molécules.  Du  reste  elle  suppose  que  les  molécules  sont 
assez  voisines  les  unes  des  autres  pour  qu'on  en  trouve  toujours  un  très 

1.  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  V élasticité  des  corps  solides,  par 
M.  G.  Lamé.  Paris,  Bachelier,  1852. 
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grand  nombre  dans  un  espace  très  restreint.  Cette  quasi-continuité  per- 
met d'appliquer  au  système  les  méthodes  du  calcul  infinitésimal. 

Le  problème  général  de  la  théorie  de  l'élasticité  comprend  deux  ques- 
tions distinctes  : 

!•  Trouver  la  force  élastique  en  un  point  d'un  solide^  sur  un  plan  quel- 
conque passant  par  ce  point,  connaissant  les  forces  qui  sont  appliquées  au 
solide; 

2*  Déterminer  les  déformations  produites  par  ces  mêmes  forces, 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  répartition  des  forces  élastiques. 
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120.  Rapportons  les  points  du  système  solide  à  trois  axes  rectangulaires 
OX,  OY,  OZ.  En  un  point  M,  menons  trois  plans  parallèles  aux  axes,  et 
prenons  des  longueurs  infiniment  pe- 
tites MA  =(ix,  MB=ify,  }iz=zdz  sur  les 
intersections  de  ces  plans  deux  à  deux; 
puis  achevons  le  parallélépipède. 

Soit  p  la  masse  spécifique  du  point  M, 
et  Xot  Yq,  Zq,  les  composantes  suivant  les 
axes  de  la  force  extérieure  qui  sollicite  le 
parallélépipède,  rapportée  à  l'unité  de 
masse.  Les  composantes  de  cette  force 
seront 

jQ.Xpdxdydz, 
YoXpdxdyds, 
ZoXpdxdydz.  Pi^  j^j 

Ces  forces  sont  tenues  en  équilibre  par  les  forces  élastiques  dévelop- 
pées sur  les  six  faces  du  parallélépipède.  Occupons-nous  d'abord  des  trois 
faces  qui  concourent  au  point  M.  Sur  la  face  CMB,  perpendiculaire  à  OX, 
la  force  élastique  rapportée  à  l'unité  de  surface  est  décomposable  en  trois 
composantes  parallèles  aux  axes,  que  nous  désignerons  par  les  lettres 
^1  Yfi  Zi,;  de  même  sur  la  face  CMA,  perpendiculaire  à  OY,  nous  trouve- 
rons trois  composantes  X,,  Y,,  Z,,  rapportées  à  l'unité  de  surface  ;  et  en- 
fin trois  composantes  X.,  Y„  Z„  toujours  rapportées  à  l'unité  de  surface, 
sur  la  face  AMB  perpendiculaire  à  OZ.  Les  mêmes  forces  se  retrouveront 
sur  les  faces  opposées,  changées  de  sens,  et  augmentées  de  leurs  différen- 
tielles partielles  relatives  à  la  coordonnée  qui  varie  d'une  face  à  l'autre. 
SI  Ton  réunit  dans  une  même  équation  les  forces  qui  agissent  suivant  la 
direction  d'un  même  axe,  on  aura  une  équation  de  l'équilibre  intérieur 
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du  solide  ;  on  obtiendra  trois  équations  analogues  en  opérant  de  même 
pour  chacun  des  trois  axes.  Pour  écrire  ces  équations,  on  dewa  convenir 
du  signe  avec  lequel  les  forces  élastiques  doivent  être  prises.  Si  Ton  convient, 
avec  Lamé,  de  prendre  positivement  les  foi*ces  qui  correspondent  k  une 
traction,  et  négativement  celles  qui  correspondent  à  une  compression,  il 
faudra  donner  le  signe  —  aux  forces  indiquées  sur  la  figure,  qui  agissent 
sur  les  faces  aboutissant  au  point  M,  et  le  signe  +  par  conséquent  à  ces 
mêmes  forces  augmentées  de  leurs  différentielles,  qui  agissent  sur  les 
faces  opposées.  Il  vient  alors,  en  prenant  les  composantes  paraUèles  à 
Taxe  OX, 

Xf^pdxdydz-^Xidydi^  (x,  +^dx\dyd2 

—  \^dz  +  (x^  +  j^dy^dœdi  >  =  0, 

—  \dxdy  -h  (  X  j  +  t-5  dz  J  dxdy 

ce  qui  se  réduit  à  Téquation 

rfX,     rfX,    rfX,  ^ 

On  trouverait  de  même,  en  prenant  les  composantes  parallèles  à  OY  et 
àOZ, 

On  peut  aussi  prendre  les  moments  par  rapport  aux  axes,  ou  mieux  par 

rapport  à  des  parallèles  aux  axes  menés  par  le 
centre  du  parallélépipède.  Ces  parallèles  ren- 
contrent à  la  fois  la  force  extérieure  et  les 
forces  élastiques  normales  aux  faces,  qui  se 
trouveront  ainsi  éliminées.  Si  Ton  considère  la 
parallèle  GX'  à  OX,  les  trois  forces  X„Y4,Zj  ren- 
contrant cette  droite  n*ont  pas  de  moment  ;  les 
Fi^.  82.  forces  X,  et  X,,   qui  lui  sont  parallèles,  n'en 

ont  pas  davantage  ;  il  reste  les  forces  tangen- 

tielles  Z,  et  X,,  et  celles  qui  leur  correspondent  dans  les  faces  opposées. 

L'équation  des  moments  par  rapporta  GX'  donne  donc  simplement 

I  l^xdz^(l^^^dyyxdz  I  dy 
-  j  \dzdy^(\^J^^dz^dxdy  j  rf3=:0, 
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éqaation  qui  se  réduit,  en  supprimant  les  termes  infiniment  petits  du 
quatrième  ordre,  et  en  divisant  par  dxdydzy  à  la  relation  très  simple 

ce  qui  entraine  les  relations  analogues 


m 


On  Yoit  que  Uê  composantes  tangentielles  de  la  force  élastique  qui  sont 
perpendiculaires  à  une  même  arête,  sont  égales  entre  elles;  de  sorte  que  les 
neuf  composantes  des  forces  élastiques  sur  les 
trois  faces  rectangulaires  aboutissant  au  point 
M  se  réduisent  à  six  composantes  distinctes. 

En  général,  nous  représenterons  par  N  une 
composante  normale  à  la  face  considérée,  et 
par  T  les  composantes  tangentielles;  et  nous 
affecterons  ces  lettres  des  indices  i,  2,  3, 
pour  montrer  à  quel  axe  elles  se  rapportent; 
pour  les  forces  N,  Tindice  i  se  rapportera  à 
l'axe  OX,  rindice  2  à  Taxe  OY,  Tindice  3  à  l'axe 
OZ.  Pour  les  forces  T,  Tindice  désignera  Taxe 
auquel  les  deux  forces  égales  sont  perpendi- 
culaires. Atcc  cette  notation,  le  système  des  neuf  composantes  de  la 
figure  81  sera  remplacé  par  le  système  des  six  composantes  de  la  figure  83, 
et  Ton  aura  les  trois  équations  d'équilibre  : 


Fig.  83. 


W 


d^l    ,    ''T»    I    ^i    1    ^Y     _A 


dx 


d» 


iQUnJBRB  DU  TÉTRAÈDRE  ÉLéMBlITAIRB. 


121.  Pour  déterminer  la  force  élastique  sur  un  plan  quelconque  mené 
par  le  point  M,  considérons  en  ce  point  des  parallèles  aux  axes  BfX,  MY, 
MZ,  et  coupons  le  trièdre  HXYZ  par  un  plan  oblique  ABC,  infiniment  voisin 
du  point  M.  Soient  MA  =  a,  MB = &,  HG = c  les  trois  arêtes  issues  du  point 


iS4 
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1 


M.  Le  Yolame  du  tétraèdre  compris  sous  les  quatre  plans  sera  égal  à  ^abc^ 

et  sa  masse  sera  ?  ^bc ,  en  appelant  p  la  masse  spédflque  du  système 

au  point  M.  Le  produit  de  cette  masse 
par  la  force  extérieure  rapportée  à  l'u- 
nité de  masse  sera  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre,  qui  disparaîtra  des 
équations  d'équilibre. 

Le  tétraèdre  est  en  équilibre  sous  Fac- 
tion de  la  force  extérieure  et  des  forces 
élastiques  déyeloppées  sur  ses  quatre 
faces.  Nous  ayons  donné  des  noms  aux 
composantes  de  la  force  élastique  sur 
les  diverses  faces  de  l'angle  trièdre; 
appelons  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la 
force  élastique,  rapportée  à  Tunité  de 
surface,  sur  la  face  inclinée.  ÉcriTons 
l'équation  des  composantes  projetées  sur  Taxe  MX;  il  Tiendra 

XXsurfABG=N4XSorflIBG  +  T,X8arfMCA  +  TtSurrMAB  -^-pabcJ^; 


Fi;.  84. 


,.  j-  •      A  r  iT»n     â    u  .        surfMBC  surf  MCA 

ou  bien,  en  diYisant  par  surf  ABC,  et  observant  que       ,  ,p,.f  — r-Tûr» 

Sun  AiRi  surt  adIi 

— - — |rTr,  sont  respectivement  égaux  aux  cosinus  des  angles  que  le  plan 

ÂBG  fait  avec  les  trois  plans  coordonnés,  ou  des  angles  que  la  normale  au 
plan  fait  avec  les^axes,  que  d'ailleurs  le  dernier  terme  conserve  un  fac< 
teur  infiniment  petit,  et  disparaît  à  la  limite,  on  aura,  en  définitive, 

X  =  N|  COS  a -f  Ts  COS  ^  +  Ti  C08  Y  » 

a,  p  et  7  désignant  les  angles  que  fait  la  normale  au  plan  ABC  avec  les  trois 
axes.  On  aura  de  même 


(5) 


Y  =  TsCOSa  +  NaCos^-f  T|C0Sy, 
Z  =  T,  ces  «  4- T|  CCS  ^ -h  N5  ces  y . 


Les  trois  équations  (5)  font  connaître  en  chaque  point  les  composantes 
de  la  force  élastique  pour  un  plan  quelconque,  défini  par  les  angles,  a,  p,  7, 
en  fonction  des  six  composantes  N  et  T  sur  les  plans  coordonnés. 

122.  Ces  équations  conduisent  à  une  généralisation  du  théorème  cité 
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tout  à  rheure,  en  yertu  duquel  les  composantes  tangentielles  de  la  force 
élastique  dans  deux  faces  rectangulaires  sont  égales  par  unité  de  sur- 
face, quand  elles  sont  perpendiculaires  à  Tarête  commune.  Considérons 
la  première  équation  (5).  La  composante  X  est  la  projection  sur  Taxe  OX  de  la 
force  élastique  qui  agit  sur  le  plan  (a,  p,  7)  mené  par  le  point  M  ;  or  elle  est 
égale  à  N,  cos  a  +  T,  cos  p  +  T,  cos  7,  c'est-à-dire  à  la  projection  sur  la 
normale  à  ce  plan  de  la  force  élastique  totale  dont  les  composantes  sont 
Ni,  T„  T,,  c'est-à-dire  de  la  force  qui  agit  sur  la  face  normale  à  Taxe  MX. 
Les  axes  coordonnés  sont  ici  des  droites  quelconques  ;  Téquation  indique 
doncqu'il  y  a  égalité  entre  la  projection  de  la  force  élastique  du  plan  (a,  ^,  7) 
sur  la  droite  MX  normale  à  la  face  MBG,  et  la  projection  de  la  force  élas- 
tique du  plan  MBC  sur  la  normale  au  plan  (a,  p,  7)  ;  d'où  résulte  ce  théo- 
rème :  Si  en  un  point  M  d'un  milieu  on  considère  deux  plant  ^  etV^  et  les 
narmalee  11  et  11'  à  ces  deux  plans,  et  qu*on  détermine  les  forces  élastiques 
EetW  qui  agissent  sur  chacun  d*eux  au  point  M,  rapportées  à  Vunité  de 
surface,  la  projection  de  E  sur  W  sera  égale  à  la  projection  de  £'  sur  H. 

L'égalité  des  composantes  T  perpendiculaires  à  une  même  arête  dans 
deux  faces  rectangulaires  est  un  cas  particulier  de  ce  théorème  :  les  nor- 
males H  et  H'  coïncident  alors  avec  les  axes  coordonnés. 

Les  équations  (4)  et  (5)  expriment  les  conditions  de  l'équilibre  inté- 
rieur de  chaque  élément  infiniment  petit,  à  faces  parallèles,  dans  lequel 
on  peut  concevoir  le  système  matériel  décomposé  ;  les  équations  (5)  en 
particulier  font  connaître  ce  qui  se  passe  à  la  surface  extérieure,  où  les 
parallélépipèdes  élémentaires  peuvent  être  tronqués  par  des  plans  obli- 
ques. Prises  ensemble,  elles  définissent   donc  entièrement  l'équilibre 
d'une  portion  quelconque  du  système  solide.  On  vérifiera  en  effet  aisément, 
en  multipliant  les  trois  équations  (4)  par  dxdydz,  et  en  intégrant,  puis  en 
formant  les  équations  des  moments,  que  ces  équations  conduisent  aux 
conditions  d'équilibre  entre  les  forces  extérieures,  pour  une  portion 
quelconque  du  système.  Il  faut  alors  faire  entrer  dans  les  forces  exté 
rîeures  les  forces  élastiques  développées  sur  toute  la  surface  qui  limite  la 
portion  de  solide  considérée.   Nous  renverrons  pour  cette  vérification  à 
roavrage  de  Lamé,  leçon  II,  §  10. 
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123.  Reprenons  les  équations 

(IÎ4COSa-|-TsCOS^-i-TaC0sy  =  X, 
Ts  cos  «  +  N,  cos  ^  H- T4  cos  y  =  y , 
TjC08«  +  TiC0S^-f  N5C0Sy  =  Z, 

et  considérons  les  trois  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  élastique  relative 

T.    —  UÉC*   COLLIGKOrt,  1^ 


SM 
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au  plan  (a,  p,  7),  comme  les  coordonnées  d'un  point  rapporté  aux  axes 
MX,  MY,  MZ.  Ce  point  sera  Textrémité  de  la  droite  MF  qui  représente  en 
grandeur  et  en  direction  la  force  élastique.  Gela  étant,  résdYons  les 
trois  équations  par  rapport  aux  trois  cosinus. 
n  Tiendra  pour  cosa 


cosa  = 


X 

T, 

T, 

ï 

N. 

T. 

z 

T| 

N, 

s. 

T, 

T, 

T, 

N. 

T. 

T. 

T. 

N5 

_  X(NA- V)  -  Y(T,N,  -  T JJ  +Z(T,T,  -  T,N,) 
""  NjtN^N,  -  V)  -  T,(  r,N,  -  T  J.)  -f-  T^lTsT»  -T^)' 


de  sorte  que  cosa  est  une  fonction  linéaire  homogène  de  X,  Y,  Z. 

Les  deux  autres  cosinus ,  cos  p  et  cos  7,  s'expriment  aussi  linéaire- 
ment en  fonction  des  coordonnées  X,  Y,  Z,  ^t  nous  pouvons  poser  d'une 
manière  générale 

cos«  =  aX  H-^Y  +cZ. 

co8^  =  a'X  +^  +c^, 

cosY  =  a''X  +  **Y  +  c'Z, 

a,  6,  c, ...  c"  étant  neuf  coefficients,  qui  ne  peuvent  être  ni  infinis  ni 
indéterminés,  d'après  la  nature  même  du  problème.  Élevons  au  carré  ces 
trois  équations,  puis  faisons  la  somme.  Il  viendra 

ces»  « + cos*  ^ + cos»  Y = * = («X + *Y -HcZ)« + (a'x + frnr -f  ct:)« 

H-  (a'X  +  6»Y  +  c'Z)», 


équation  du  second  degré  en  X,  Y,  Z,  qui  représente  une  surface  du  se- 
cond degré  dont  le  centre  est  au  point  M.  Les  coordonnées  X,*  Y,  Z  ne 
peuvent  être  infinies.  Donc  enfin  la  iurface  lieu  de  Cextrémilé  de  la  farce 
élastique  au  point  M  eitjun  ellipscUde  qui  a  ce  point  pour  centre.  On  donne 
à  cette  surface  le  nom  d' eUiptotde  d^ élasticité, 

124.  L'ellipsoïde  d'élasticité  a  des  plans  principaux  qui  forment  au 
point  H  un  trièdre  trirectangle.  Rapportons  la  surface  aux  arêtes  de  ce 
trièdre.  Elle  aura  pour  équation 


(6) 


X»      \2      Z«_ 


et  par  la  construction  même  de  la  surface,  le  demi-axe  A  sera  la  force 
élastique  relative  au  plan  principal  YMZ;  B  sera  la  force  élastique  sur  le 
plan  principal  ZlIX,  et  G  la  force  élastique  sur  le  plan  principal  XMY. 
forces  élastiques  sur  les  trois  plans  principaux  sont  donc  normales  4 
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plans,  et,  par  conséquent,  les  composantes  tangentielles  T  relatives  à  ces 
mêmes  plans  sont  nulles. 

Il  reste  à  chercher  à  quel  plan  P,  défini  par  les  angles  a,  p,  7  qu'il 
forme  avec  les  plans  principaux,  correspond  la  force  élastique  MF,  ter- 
minée en  un  point  quelconque  F  de  Tellipsoîde  d'élasticité. 

Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  F.  A  ce  point  correspondent  des  va- 
leurs des  angles  «,  P,  7,  qui  sont  données  par  les  équations  (5).  Ces  équa- 
tions se  simplifient  du  reste,  en  observant  qu'on  a  N|=  A,  N,  =  B,  N,=G, 
elTi=T,  =  T,=  0. 

Il  vient  donc 

X  Y  Z 

ces  «  =  7  f      cos  ^  =  j7»      cos  y  =  -  - 
A  U  (j 

L'équation  d'un  plan  passant  par  l'origine  M,  et  faisant  des  angles 
«»  P»  T  ^Ycc  les  plans  coordonnés,  est 

a;coS0c  +  2^CO6^+acO8y  =  O. 

Le  plan  correspondant  au  point  F  et  à  la  force  élastique  MF  a  donc 
pour  équation 

Considérons  une  seconde  surface  du  second  degré,  qui  aura  son  centre 
au  point  M,  et  dont  les  plans  principaux  coïncideront  avec  ceux  de  l'ellip- 
soïde d'élasticité;  l'équation  de  cette  surface  sera 

(8)  J+^  +  l*=±K.. 

K  représentant  une  quantité  qu'on  peut  choisir  arbitrairement.  La  droite 
MF  perce  la  surface  (8)  en  un  point  F%  dont  les  coordonnées  seront  pro- 
portionnelles à  X,  Y,  Z ,  et  pourront  être  exprimées  par  les  produits  XX, 
xT,  yl,  X  étant  un  facteur  convenablement  déterminé.  Si  en  ce  point  F' on 
mène  à  la  surface  (8)  un  plan  tangent,  ce  plan  aura  pour  équation 

~  +  T^^  C  -"^^^ 

» 

et  par  conséquent  le  plan  (7),  correspondant  à  la  force  élastique  MF,  est 
parallèle  au  plan  tangent  à  la  surface  (8)  au  point  F'.  En  définitive,  à  la 
force  élastique  MF  définie  par  un  deâ  rayons  de  rellipsoide  d'élasticité  (6) 
correspond  un  plan  (7),  qui  est  le  plan  conjugué  du  rayon  MF  dans  la  sur' 
face  du  second  degré  (8).  Cette  surface  du  second  degré  a  reçu  le  nom 
d*elUpsoide  directeur.  C'est  un  ellipsoïde  seulement  lorsque  A,  B,  C  sont 
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de  même  signe;  alors  les  demi-axes  Ky^y  K^»  K  01  sont  proportionnels 
aux  racines  carrées  des  forces  élastiques  principales.  Si  Â,  B,  G  ne  sont 
pas  de  même  signe,  la  surface  (8)  représente  Tensembie  de  deux  hjper- 
boloîdes,  l'un  à  une  nappe»  l'autre  à  deux  nappes,  séparés  par  le  cône 
asymptote  commun  aux  deux  surfaces.  Un  rayon  MF  qui  coïncide  ayec  le 
c6ne  asymptote  est  conjugué  au  plan  tangent  au  cône  suivant  ce  rayon 
MF.  La  force  élastique  correspondante  n'a  donc  pas  de  composante  nor- 
male :  aussi  le  c6ne  asymptote  est  désigné  également  sous  le  nom  de  cône 
des  forces  élastiques  tangenlielles,  ou  de  cône  de  glissement, 

iâ5.  Si  dans  les  équations  (5)  nous  exprimons  que  la  force  élastique 
(X,  Y,  Z)  relatiye  au  plan  (a,  p,  7)  est  normale  à  ce  plan,  nous  aurons  dé- 
fini l'un  des  plans  principaux.  Soit  F  la  force  élastique  qui  a  î,  Y,  Z  pour 
composantes;  si  elle  est  normale  au  plan  (a,  p,  7),  elle  fait  avec  les  axes 
ces  mêmes  angles  a,  p,  7,  et  Ton  a  X  =  F  cos  a  Y  =  F  cos  p,  Z  =  F  cos  7. 
Les  équations  (5)  deYiennent  donc 

(N|  — F)co8«4-TsCOs^  -|-TjC0Sy  =0, 

TjCOSa  +(Nj  — F)COfl^-f  TiCOSy  =0, 

TjCOSa-  H-T^COS^  -f  (N5  — F)CO8y=0. 

Entre  ces  trois  équations,  éliminons  les  rapports  — -$  — ^.  L'équation 

'^'^       cosa  cosa     ^ 

finale  sera  une  relation  qui  ne  contiendra  plus  que  la  force  F  ;  elle  sera 

du  troisième  degré  en  F,  et  fera  connaître  les  trois  forces  principales. 

Il  vient 

(Ni-F)(N.-F)(N3-F)~(N,-F)V-T,(T5(N,-F)-T.T|) 

+  T,(t5T,-T,(N,-F)J  =  0, 

ou  bien,  en  ordonnant  par  rapport  à  F, 

F»-(N,+N,  +  »s)F«  +  (N,N,  +  N3N,4-NiN,-V-V-T5»)P 
-  {N^NjN,  +  2T  JA  -  N  j  V  -  N  «V  -  N5V)  =  0. 

Cette  équation  fait  connaître  les  trois  axes  de  Pellipsoîde  d'élasticité,  et 
détermine  les  valeurs  des  forces  élastiques  principales,  en  grandeur  et  en 
signe. 

Connaissant  les  trois  valeurs  de  F,  on  substituera  dans  les  équations  (5), 
qui,  en   s'aidant  de  la   relation  générale  cos*a  +  cos*p-f  cos*7=l, 
'feront  connaître  les  angles  a,  p,  7  et  les  directions  des  axes  princi- 
paux. 
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126.  Les  forces  élastiques  se  développent  aux  divers  points  du  corps 
par  suite  des  déformations  qu*il  subit.  Venons  à  Tétude  de  ces  déforma- 
tions. I^ous  considérerons  pour  cela  deux  molécules  M  et  W,  qui  sont 
situées  à  la  distance  très  petite  l  dans  leur  position  naturelle,  et  qui 
acquièrent  une  distance  C  +  ^  lorsque  le  corps  est  déformé. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  de  M  dans  l'état  naturel,  eix-^u.y-^VfZ-^w 
les  nouvelles  coordonnées  du  même  pomt  dans  Tétat  déformé. 

Les  coordonnées  x',  y",  z'  du  second  point  M'  diffèrent  peu  des  coor- 
données X,  y  y  %  du  point  M  ;  et  nous  poserons 

en  appelant  A,  A,  /  les  variations  très  petites  que  subissent  les  coordon- 
nées X,  y  y  z  quand  on  passe  du  point  H  au  point  M'.  Ces  coordonnées  x',  \fy  z' 
se  rapportent  à  Tétat  naturel  du  solide.  Dans  Tétat  déformé,  elles  s'ac- 
croissent respectivement  de  quantités  u',  t/,  vf,  et  deviennent  jf  +  f<% 

Les  déplacements  projetés  ti,  v,  w  peuvent  être  regardés  comme  des 
fonctions  des  coordonnées  primitives  x,  y^  z  du  point  auxquels  ils  se  rap- 
portent ;  et  ces  fonctions  seront  continues,  et  varieront  par  degrés  insen- 
sibles, si  l'on  admet  qu'il  y  a  un  très  grand  nombre  de  systèmes  molécu- 
laires compris  dans  un  espace  très  restreint.  On  pourra  donc  appliquer 
aux  fonctions  u,  v,  w  le  développement  de  Taylor,  en  prenant  A,  A:  et  l 
pour  les  accroissements  qu'on  donne  aux  variables  indépendantes  x,  y  y  z 
et  en  s'arrètant  aux  termes  du  premier  degré,  à  cause  de  la  petitesse  de 
ces  accroissements.  On  passera  des  fonctions  u,  v,  w^  relatives  au  point  M, 
aux  fonctions  vf,  rfy  vf  relatives  à  M',  par  les  équations 

,  ,   du  ,    ,    du  ,       du  . 

j      i  ,   dv  ,   ,    dv  ,   ,    dv , 

,  .   du>  ,   ,  dw  ,   .  dw  , 

dx         dy         dz 

Pour  déterminer  l'accroissement  de  distance  K  des  deux  molécules, 
imaginons  qu'on  ramène  parallèlement  à  lui-même  le  solide  déformé,  de 


^ 
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manière  à  faire  coïncider  la  seconde  position  du  point  M  avec  sa  position 
primitive,  ce  qui  revient  à  retrancher  x-^-u^y-hv^z-^w  des  coordon- 
nées x'  +  tt",  ^  +  v',  2'  +  u;'.  Le  point  M'  prendra  la  position  IPi,  et  la 

distance  originelle  C  =  MM'  sera  changée 
en  la  distance  MH'i  ;  ces  deux  droites  NI' 
et  MM\  font  entre  elles  un  angle  infi- 
niment petit.  Si  l'on  projette  M\  en  P 
sur  la  direction  de  MM',  on  aura,  aox 
infiniment  petits  d'ordre  supérieur  près, 

oç  =  M'P. 

Menons  par  le  point  M  des  parallèles 
Pig,  85,  aux  axes  MX,  MY,  MZ  ;  les  coordonnées 

de  M' par  rapport  à  ce  système  d'axes  se- 
ront h,k,l;  et  les  projections  sur  les  axes  de  la  droite  M'H'i  seront  res- 
pectivement égales  k  Vf  ^  Uf  t/  ^  Vf  u/  —  w.  La  droite  M'P  est  donc  égale 
à  la  somme  des  projections  sur  la  propre  direction  des  différences 
tt' — Uf  v' — »,  Vf — w  prises  respectivement  sur  les  axes,  et  l'on  a 


(2) 


^>;=(tt'--tt)x|-f-(t^-r)x^+(lo'-ll7)i■ 


Substituons  à  u'— u,  v' — v^uf-^w  les  expressions  fournies  parles 
équations  (1);  il  viendra 

Au  lieu  de  conserver  h^  h,  l  dans  cette  équation,  nous  exprimerons 
ces  quantités  en  fonction  de  C  et  des  angles  a,  p,  7  que  la  droite  MM'  fait 
avec  les  trois  axes.  Il  vient  alors 

A  =  ç  ces  a, 
A:  =  çcosji, 

/=ÇCOSy, 


\ 
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et 


•-      «  fdti      m      ,  dv      m^.dw      ,      ,  /dv  ,  du\ 


(dw   ,  dv\        ^  ,    /dv   ,  dw\  1 

^  +2P^j  CO.  ?  COSy  +  (3-^  +  ^j  COSy  COS  .  J  , 

équation  qui  a  Tavantage  de  faire  connaître  le  rapport  -=-,  c'est-à-dire  la 

dilatation  linéaire  subie  par  le  système  au  point  M,  dans  la  direction  dé- 
unie  par  les  angles  a,  p,  f.  Ce  rapport  devant  être  très  petit,  on  voit  que 

tes  dérivées  partielles  t~  •  •  •  7*  sont  toujours  très  petites. 

La  dilaUdion  cubique  au  même  point  se  calcule  aisément. 

Considérons  le  parallélépipède  élémentaire  qui  a  pour  arêtes  dans 
rétat  primitif  dx,  dy  et  dz.  La  dimension  dx  devient,  par  suite  de  la  défor- 
mation, d(x  -f-  tt),  ou  dx  +  du^  en  désignant  par  du  l'accroissement  que 
subit  la  fonction  u  lorsque  la  variable  x  reçoit  seule  un  accroissement  dx. 
La  dimension  dx  devient,  en  définitive, 

On  reconnaîtrait  de  même  que  la  dimension  dy  se  change  en 

.,(i+g)     e.     .,en.,(.-.-^). 

Le  volume  dx  dy  dz  se  change  donc  dans  le  produit 

^.,.,(i+g)(i+|)(i+f») 

en  négligeant  les  prodmts  des  dérivées,  à  cause  de  leur  petitesse.  Le  vo- 
lume primitif  étant  multiplié  par  un  nombre  1  +  6,  Texcès  0  du  multipli- 
cateur sur  l'unité  est  ce  qu'on  appellera  le  coe/JIcten/  de  dilatalion  cubique  S 
et  Ton  a,  par  conséquent, 

(5)  6  =  ^V-  +  — 

1.  Cf.  t.  lY,  §  122.  L'équation  de  continuité  dans  le  mouvement  des  liquides 
(seconde  équation  (5)  de  la  page  197)  exprime  que  le  coefficient  de  dilatation 
cubique  est  nul. 
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Les  dérivées  partieiles  ^»  j-t  -r-  sont  calculées  pour  le  point  M,  centre 

delà  sphère  d^adion  du  point  considéré.  Elles  xarient  très  lentement  au- 
tour de  ce  point  ;  et  on  peut  reconnaître  qu'elles  subissent  des  yariations 
insensibles  toutes  les  fois  que  la  droite  MM' joint  un  point  du  cylindre  droit 
P  de  base  cr,  et  aboutit  en  un  point  intérieur  à  Thémisplière  opposé  à  ce 
cylindre  dans  la  sphère  S.  La  vérification  a  été  faite  par  Lamé,  et  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas. 


^TALUATIO!!  DES  FORCES  llASnQUES  DUES  AUX  DiFORHAnO!». 

427.  Considérons  le  cylindre  MP,  de  base  cr,  qui  contient  le  point  M,  et 
soit  S  la  sphère  décrite  de  M  comme  centre  avec  la  plus  petite  valeur  de  II 

qui  rende  Faction  mutuelle  insensible.  Pour 
avoir  la  force  élastique  qui  s'exerce  sur  la 
base  tsj,  appliquons  Téquation  (4)  à  tous  les 
systèmes  de  deux  molécules  m,  m',  prises 
Tune  dans  le  cylindre  MP,  Tautre  dans  Thé- 
misphère  opposé  ASB.  Pour  chacun  de  ces 
groupes,  on  formera  la  valeur  K  d'après  h 
direction  de  la  droite  mm'  et  la  distance 
Fig.  86.  des  deux  molécules,  puis  on  fera  le  produit 

m  X  m'  X  F  (Q  X  ^,  qui  mesure  la  force  élas- 
tique correspondante.  On  composera  ensuite  ces  diverses  forces  élémentai- 
res. Le  résultat  sera  une  somme,  ou  une  intégrale,  qui  représentera  la  force 
élastique  relative  à  l'élément  plan  u,  et  qu'on  devra  diviser  par  la  surface 
de  cet  élément.  On  pourra  ensuite  imaginer  qu'on  décompose  la  force  E 
rapportée  à  l'unité  de  surface,  suivant  la  normale  au  plan  w,  et  deux 
autres  droites  rectangulaires  menées  dans  le  plan.  On  aura  ainsi  les  trois 
composantes  de  la  force  élastique,  l'une  normale,  les  deux  autres  lan- 
gentielles.  Ces  diverses  opérations  sont  inexécutables,  puisqu'on  ne  con- 
naît ni  les  positions  des  diverses  molécules,  ni  leurs  masses,  ni  la  fonc- 
tion F  (Ç).  Mais,  quel  qu'en  soit  le  résultat,  ce  qu'il  importe  d'observer, 
c'est  qu'on  arrivera  à  des  expressions  finales,  contenant  une  suite  de 
termes  ayant  respectivement  pour  facteurs  les  fonctions 

c[tf      flfe       dw      ^  ,àv      du      dw      dv      du 
dz      dy      di'     dy'^dz       ds'^di'     di'^  di/ 

qui  entrent  linéairement  dans  l'expression  de  ^,et  qui  ne  subissent  d'ail- 
leurs pas  de  variations  sensibles  quand  on  passe  du  point  M,  pour  lequel 
elles  ont  été  calculées,  à  un  point  m  quelconque  du  petit  cylindre  P.  Elles 
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entreront,  en  effet,  en  facteur  dans  tous  Jes  éléments  des  sommes  qu'on 
aura  à  former,  et  se  retrouveront  dans  les  sommes  finales.  Sans  connaître 
les  coefficients  par  lesquels  elles  seront  multipliées,  on  pourra  donc  poser 
d*UDe  manière  générale  : 


-+- 


(0) 


+ 

équations  dans  lesquelles  Tindice  t  doit  recevoir  les  valeurs  i ,  2  et  3,  et  qui 
feront  connaître  les  composantes  normales  et  langentîelles  de  la  force  élas- 
tique, si  Ton  parvient  à  déterminer  les  coefficients  Â,  B,  ...F,  CX/'  ci*  *  **  > 

qui  y  figurent,  et  qui  y  tiennent  lieu  de  certaines  intégrales  définies,  ou  plu- 
tôt de  êommes  définies^  en  tenant  compte  de  la  discontinuité  de  la  ma- 
tière. Â  première  vue,  il  semble  qu'il  y  ait  là  trente-six  coefficients  à  déter- 
miner. Mais  on  verra  plus  loin  que  ce  nombre  se  réduit  notablement  dans 
le  cas  des  solides  homogènes  et  d'élasticité  constante. 

RÉDCCTIOIV   DES   COEFFICIENTS  DAIfS  LE  CAS  DES  SOLDES  HOMOGÈNES 

ET  D'ÉLASTiaTé  CONSTANTE. 

428.  Les  trente-six  coefficients  Â^,  B„...  Cv/^ ,  •••  doivent  être  regardés 

comme  des  constantes  en  tous  les  points  du  système  solide,  si  Ton  admet 
rhomogénéité  du  système,  et  la  constance  en  tous  ses  points  de  ses  pro- 
priétés élastiques.  On  les  détermine,  en  effet,  par  des  sommations  qui 
donneront  toujours  les  mêmes  résultats,  en  quelque  point  qu'on  place  le 
centre  M  de  la  sphère  au  dedans  de  laquelle  on  les  opère.  11  ne  pourrait  y 
avoir  d'exception  que  pour  les  molécules  situées  très  près  de  la  surface 
terminale  du  corps,  auquel  cas  la  sphère  déborderait  l'espace  occupé 
par  le  corps,  et  ne  conduirait  pas  aux  mêmes  sommes  qu'une  sphère  en- 
tièrement pleine.  Celte  exception  ne  s'applique  pas  aux  milieux  indéfmis. 
Dans  les  corps  cristallisés,  au  contraire,  les  coefficients  A^,  B^,  ...  peu- 
vent varier  d*un  point  à  l'autre  ;  ils  peuvent  aussi  se  retrouver  périodi- 
quement les  mêmes,  si  l'on  admet  qu'un  cristal  est  l'assemblage  d*une 
infinité  d'espaces  polyédraux,  tous  égaux  entre  eux,  semblablement  placés 
les  uns  à  côté  des  autres,  et  contenant  un  même  nombre  de  molécules 
semblablement  placées  dans  chacun  d'eux.  Pour  un  tel  milieu,  les  coeffi- 
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cients  Â^,  B.,  . . . ,  appliqués  au  groupe  entier,  seront  encore  constants  si 
les  déformations  ou  les  vibrations  subies  par  le  système  déplacent  en 
totalité  chaque  groupe  polyédral,  sans  altérer  les  positions  relatives  des 
éléments  du  groupe  ;  mais,  si  les  déplacements  portent  non  seulement 
sur  les  groupes,  mais  ^encore  sur  les  éléments  constitutifs  de  chaque 
groupe,  les  coefficients Ài- ...  doivent  être  considérés  comme  périodiques, 
et  le  problème  de  la  déformation  devient  plus  compliqué. 

Nous  supposerons  ici  Thomogénéité  du  corps  et  la  constance  des  coef- 
ficients Ap  •  •  •  ÇyL/v  •  •  • 

Dans  ce  cas,  les  expressions  de  N,-  et  de  T^  se  simplifient. 

Ces  formules  (6),  qui  font  connaître  ces  composantes,  doivent  consemr 
leur  forme  lorsqu^on  opère  un  changement  quelconque  d*axes  coordon- 
nés; car  le&  axes  que  nous  avons  admis  n'ont  aucune  particularité,  et 
sont  assujettis  seulement  à  la  condition  d'être  menés  par  le  point  M  et  de 
former  un  trièdre  trirectangle.  Si  Ton  permute  notamment  deux  des  axes, 
les  formules  devront  continuer  à  donner  les  mêmes  valeurs  pour  celles 
des  composantes  N  etT  qui  conservent  leur  signification  dans  ce  change- 
ment. On  reconnaît  ainsi  que  N|,  parallèle  à  Taxe  des  x,  doit  conserver  sa 
valeui*  lorsqu'on  échange  Taxe  des  y  avec  Taxe  des  z;  dans  ce  cas,  il  faut 
changer,  dans  la  formule  qui  donne  N|,  v  en  w  et  y  eux:  de  sorte  qu'on 
a  à  la  fois 

et 

ce  qui  exige  qu'on  ait 

Bi  =  Ci     et     Ei  =  Fv 

On  prouverait  de  même,  en  considérant  les  composantes  N,  et  N„  et  en 
échangeant  les  axes  des  x  et  des  x,  puis  des  x  et  des  y,  qu'on  a  aussi 

Â^  =  Gj,  D|  =  Fj, 

et 

As  =  Bs,  ht  —  E^i 

de  sorte  qu'en  réalité  les  valeurs  des  N  ne  contiennent  chacune  que  quatre 
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ooeffîdenis  distincts.  Mais  oa  peut  aller  plus  loin,  en  obserrant  que  la 
formule  réduite 

_i-p  fdw      du      du      dv\ 

donnera  aussi  N,  et  N,,  moyennant  qu'on  y  change 

ar,    y,    s,        u,    v,    w, 

en 

y,    s,    ar,        r,    w,    u, 

puis  en 

3,    JT,    y.        to,    u,    v; 

car  cela  revient  à  changer  les  noms  des  axes.  Il  vient  alors 


"«=*.î+».(£+Ê) +•>.(.-+-» 


dw      du\ 
dx'^Tz) 


(7) 


I    P    (^^    x^^    x^^     t^^\ 

^^^{Ty-^Tx'^di'^d^r 

formules  qui  ne  contiennent  plus  que  quatre  coefficients  distincts,  et 
dans  lesquelles  on  peut  sans  inconvénient  supprimer  les  indices  des  coef- 
ficients. 

Les  formules  qui  donneront  T|,  T„  T,  sont  susceptibles  de  semblables 
réductions  par  la  même  méthode  ;  et  Ton  trouvera,  en  définitive,  en  effa- 
çant les  indices  devenus  inutiles, 

/T.=ag+î/2,(|+ÎT)+Afê+g) 


(8) 


\  '^(^\d%'^dy'^  dz'^d%)' 
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429.  On  pousse  plus  loin  la  simplification  en  considérant  successire- 
ment  deux  déformations  particulières  qui  seraient  imposées  au  milieu 
élastique. 

1*  La  première  déformation  que  nous  admettrons  est  une  traction  irnip/e. 
Chaque  molécule  du  corps  se  déplace  parallèlement  à  Taxe  fixe  OZ  d'une 

quantité  proportionnelle  à  sa  distance  au 
plan  fixe  XOY:  le  déplacement  subi  par  le 
point  M  [x,y,  z)  sera  exprimé  par  ses  com- 
posantes 

X 

c  étant  un  coefficient  constant.  Si  Ton  consi- 
^  «^        p  ^^p^^  Q^  ^^  point  m  quelconque  du  milieu, 

PI    37  un  élément  plan  infiniment  petit,  perpendi- 

culaire à  l'axe  OX,  et  qu'on  cherche  les  ac- 
tions exercées,  par  suite  de  la  déformation,  sur  les  molécules  conte- 
nues dans  cet  élément,  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  actions  ont 
une  résultante  normale  à  l'élément,  c'est-à-dire  parallèle  à  Taxe  OX. 
Par  le  point  M  faisons  passer  deux  plans  rectangulaires,  parallèles  à 
YOX  et  à  ZOX.  Les  molécules  voisines  de  m  se  trouvent,  par  Thypothèse 
même  de  l'homogénéité,  distribuées  symétriquement  par  rapport  à  ces 
deux  plans.  Elles  subissent  de  plus  des  déplacements  qui  les  laissent 
symétriques,  par  rapport  aux  mêmes  plans  entraînés  par  le  point  m.  Si 
Ton  considère,  par  exemple,  sur  la  verticale  PM  deux  points  M  et  W, 
symétriques  par  rapport  au  point  I  où  cette  verticale  rencontre  le  plan 
parallèle  à  XOY,  ces  deux  points  et  le  point  m,  subissant  des  déplacements 
proportionnels  aux  dislances  PM,  PM',  pm^  le  point  m  reste,  en  projection 
sur  Taxe  OZ,  le  milieu  de  la  droite  MM',  et  les  actions  dues  aux  accroisse- 
ments de  distance  de  Mm  et  de  M'm  n'ont  pas  de  composantes  suivait  cet 
axe.  Deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan  parallèle  à  ZOX  conser- 
vent leurs  distances  au  point  m,  et  aucune  force  élastique  ne  se  développe 
entre  eux.  En  définitive,  on  a,  sur  tout  élément  plan  parallèle  au  planZOY, 

et  la  force  élastique  se  réduit  à  sa  composante  normale  N|. 

La  même  conclusion  s'applique  aussi  au  plan  ZOX,  parallèle  à  la  traction, 
et  par  conséquent  on  a  encore 

Donc  enfin  les  trois  plans  coordonnés  et  les  plans  parallèles  sont  dans 
ce  cas  des  plans  principaux  de  rellipsoîde  d'inertie. 
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Introduisons  l'hypothèse  «=0,  »=0,  ti;=c«  dans  les  équations  (8).  Il 
Tient  pour  les  dérivées  partielles 

— -0     ^-0      ''"-0 
rf«-"*    d^-^'    3Ï"-^' 

'^^      n      dv      ^       dv      ^ 

S=»'    ^=»'    3i=»' 

dw      ^     dw      n      dw 

T-=0,       -j-=0,        -j-c=C, 

et  par  conséquent  on  a  les  six  équations 

Ti  =  î/ic.  N,  =  Bc. 

Pour  que  les  T  soient  nuls,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  (St/  =  ?/t)  =  0 , 

de  sorte  que  les  équations  (8)  perdent  leurs  deux  premiers  termes. 
La  seconde  déformation  que  nous  imaginerons  consiste  à  poser 

ce  qui  montre  que  chaque  point  se  déplace  dans  le  plan  parallèle  à  XOY 
proportionnellement  à  ses  distances  à  ce  plan  et  à  l'axe  OZ.  Ce  mouvement 
définit  la  torsion  simple. 

Imaginons  un  élément  plan;?,  infiniment  petit, perpendiculaire  à  OX,  et 
ayant  son  centre  situé  dans  le  plan  des  ZOX; 
cherchons  la  résultante  des  actions  élas-  ^m 

tiques  exercées  par  les  molécules  voisines 

situées  d'un  côté  de  cet  élément.  Cette  ré-       q 

sultante  sera  égale  à  zéro.  En  effet,  consi- 
dérons quatre  molécules  M,  M',  M",  M'"  sy- 
métriques deux  à  deux  parrapport  au  plan 
ZOX,  ainsi  qu'au  plan  parallèle  à  XOY  mené  par  le  pointp,  centre  de  Télément 
plan.  Soient  m  la  projection  des  molécules  M  et  M''  ;  m'  la  projection  des 
molécules  M' et  M'".  Dans  la  déformation,  les  quatre  points  M,  M',  M'",  H"  et 
le  point  p  tournent  de  quantités  inégales  autour  de  l'axe  OZ  projeté  en  0.  On 
peut  concevoir  qu'on  ramène  après  la  déformation  le  point  p  à  sa  position 
première  ;  alors  les  points  H  se  seront  déplacés,  et  les  écarts  avec  leurs 
positions  premières  feront  connaître  les  forces  élastiques  développées  sur 
le  point  p.  Ces  écarts  sont  des  arcs  dé  cercle  égaux,  diversement  dirigés. 


4  m' 
Fig.  88. 
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Deux  des  points  M  se  seront  éloignés  de  p,  deux  s'en  seront  rapprochés, 
mais  de  quantités  égales  deux  à  deux,  aU  signe  près.  11  en  résulte  que  des 
quatre  actions,  égales  en  valeur  absolue,  exercées  sur  le  plan  p,  il  y  a  deux 
actions  attractlTOS  et  deux  répulsives,  faisant  des  angles  égaux  avec  les 
parallèles  aux  axes  coordonnés  menés  par  le  point  p.  La  somme  algé- 
brique des  composantes  de  ces  actions  projetées  sur  les  trois  axes  est  donc 
nulle,  et  par  suite  on  a  pour  l'élément  plan  p,  dont  le  centre  est  dans  le 
plan  méridien  ZOX, 

Si,  au  contraire,  on  prend  un  éléoptent  plan  p',  au  même  point  p,  mais 
perpendiculaire  à  l'axe  OZ,  on  recoimtiltrait  que  la  résultante  des  deux 
actions  développées  par  les  écarts  des  deux  points  M  et  M',  symétriques 
par  rapport  au  plan  p',  et  situés  par  conséquent  sur  une  parallèle  à  OZ,  est 
une  force  tangentielle  à  l'élément,  de  sorte  que,  sur  ce  plan  p' parallèle  à 
XOY  et  ayant  son  centre  dans  le  plan  méridien  ZOY,  on  a 

et  la  force  élastique  se  réduit  à  sa  composante  tangentielle  T^. 
Si  Ton  introduit  les  hypothèses 

tt  = — «ys,     v=eiX3,     10  =  0, 
dans  les  équations  (7)  et  (8),  on  trouve  d'abord 

du      ^        du  du 

dv  dv      ^  dv 

dx  dy  dz 

dx^^'      dy-^'  dz-^' 

et  par  suite,  en  observant  que  les  plans  p  et  p^  ont  tous  deux  le  plan  ZOX 
pour  plan  moyen,  ce  qui  entraine  y  =  0, 

N|  ^  D  tèZ, 
Ns  :=  E  «04;, 
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Ces  trois  quantités  deyant  être  nulles,  on  a  nécessairement 

D  =  0,      E  =  0,     ^=0. 

La  première  hypothèse  a  supprimé  deux  coefticients  ;  la  seconde  en 
supprime  trois  ;  et  comme  il  y  en  avait  huit  dans  les  équations  (7)  et  (8), 
il  D*en  reste  plus  que  trois. 

On  peut  se  rendre  compte  des  résultats  obtenus  dans  la  première  hy- 
pothèse, en  considérant  le  corps  solide  comme  décomposé  en  fibres 
jointiTCS,  à  section  rectangulaire,  parallèles  à  la  direction  dans  laquelle 
s'exerce  YexUnsion  simple.  Comme  chacune  de  ces  fibres  s'allonge  de  la 
même  quantité,  il  n*y  a  aucun  glissement  sur  leurs  faces  latérales.  Mais  il 
peut  y  avoir  contraçliorif  comme  l'expérience  le  démontre,  et  cet  effet  sup- 
pose des  actions  normales  à  ces  mêmes  faces. 

Pour  la  seconde  hypothèse,  on  décomposera  le  solide  par  des  plans  passant 
par  Taxe  OZ,  autour  duquel  la  torsion  s'opère,  et  par  des  cylindres  concen- 
triques. Les  fibres  jointives  constituées  par  cette  décomposition  sont  recti- 
lignes  dans  l'état  naturel;  eUes  se  courbent  en  forme  d'hélices  de  même 
pas  par  suite  de  la  déformation.  Si  Ton  achève  de  les  décomposer  en 
éléments  infiniment  petits  par  des  plans  perpendiculaires  à  OZ,  on  recon- 
naît quMl  y  a  tendance  au  glissement  de  deux  éléments  successifs,  suivant 
le  plan  de  la  base  commune,  dans  le  sens  perpendiculaire  au  rayon,  et 
aussi  suivant  les  faces  situées  primitivement  dans  les  plans  méridiens, 
mais  que  les  actions  normales  sont  toutes  nulles,  car  il  n'y  a  ni  compres- 
sion ni  extension  sensible  de  l'élément  de  fibre  considéré,  qui,  de  prisme 
droit  qu'il  était,  se  transforme  simplement  en  prisme  oblique  par  une 
déviation  angulaire  infiniment  petite  de  ses  génératrices  rectilignes. 

450.  Introduisons  ces  simplifications  dans  les  équations  (7)  et  (8);  il 
viendra  les  équations 

_  /dw  ,  du\ 

-,  /du  ,  dv\ 

Ces  trots  coefficients  distincts  A,  6,  &,  peuvent  se  réduire  à  deux. 


9) 
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Ou  transforme  les  trois  premières  équations  (9)  en  introduisant  la  fonc- 
tion ^=^T~+  j*  +  TjT'  Qui  représente  le  coefQcient  de  dilatation  cubi- 
que; on  peut  écrire  en  efTet 

On  est  conduit  par  là  à  poser  k  —  B=3fA.,  fi  étant  un  nouveau  coeffi- 
cient; de  plus  on  remplace  ordinairement  B  par  la  lettre  X;  il  vient  alors 
les  trois  équations  : 

(10)  {K,  =  afl  +  2|i^, 

Quant  aux  trois  autres  équations  (9),  nous  allons  démontrer  qu'on  peut  y 
remplacer  le  coefficient  A  par  pi.  Pour  le  démontrer,  |on  observera  que  Té- 

quation  Ni  =  X6  +  2{t  j-  peut  s^appHquer  à  un  autre  système  d'axes 
issus  du  point  M  aussi  bien  qu'au  premier  ;  on  devra  trouver  pour  ce 
nouveau  système  JH\-='kà-\-2u.^,  Le  facteur  6,  qui  exprime  la  dilata- 
tion cubique  au  point  M,  reste  le  même,  quel  que  soit  le  système  d'axe 
adopté. 

U  sufOiradoncde  changer  les  axes  (x,  y,  z,)  dans  les  axes  (af,  y',  2^  P'^ 
les  formules  connues  de  transformation,  et  de  déterminer  les  nouvelles 
dérivées  partielles  en  fonction  des  anciennes  et  des  cosinus  des  angles 
que  les  anciens  axes  font  avec  les  nouveaux.  On  a  d'abord,  en  appelant 
^i>  ^>  Pi)  1^  cosinus  des  angles  que  forme  l'ancien  axe  des  x  avec  les 
trois  nouveaux  axes  coordonnés, 


+ 


formule  qui  doit  se  réduire  à  la  suivante  : 

e 


N'i  =  i«  +  V^' 
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Le  calcul  de  ^  en  fonction  des  anciennes  dérivées  est  long,  mais  il  ne 

présente  aucune  difliculté.  Nous  renyerrons  pour  la  suite  des  opérations  à 
la  A*  leçon  de  Lamé.  On  trouTe 

4* 

fdv  -  dw\    ,  /dw  ,  du\   ,  /du  ,  dv\ 

et  par  suite 

équation  qui,  comparée  à  celle  qu'on  vient  d'obtenir,  entraine  la  relation 
On  a  donc,  à  la  place  des  trois  dernières  équations|(9),  les  équations  (il  ) 


/du   ,  dv\ 


La  théorie  de  I.amé  ne  conserve,  en  déflnitive,  que  deux  coefGcients 
distincts,  X  et  (a.  lisse  réduiraient  à  un  seul,  et  Ton  aurait  X=(a,  si  Ton 
admettait  la  continuité  de  la  matière.  C'était  la  métliode  des  anciens  au- 
teurs, Poisson,  Caucliy.  Depuis,  M.  de  Saint-Venant,  dans  ses  notes  sur  les 
Leçons  de  Navier,  a  fait  voir  que,  contrairement  aux  idées  de  Lamé,  cette 
réduction  des  coefficients  à  un  seul  était  légitime,  et  qu'elle  résultait  ra- 
tionnellement de  l'hypothèse  même  des  actions  mutuelles  des  molécules 
fonctions  de  leur  distance.  La  plupart  des  géomètres  modernes  se  sont 
ralliés  à  cette  nouvelle  doctrine.  Nous  conserverons  néanmoins  dans  ce  qui 
suit  les  deux  coefficients  de  Lamé,  qu'il  sera  toujours  possible  de  réduire 
à  un  seul,  et  qui  donnent  plus  de  facilité  pour  mettre  la  théorie  d'accord 
avec  les  faits  observés. 

▼.  —  nie.  C0LL16K0R.  16 
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ÉQUILIBRE  D*iLÀSnCITi. 

131.  Les  équations  (10)  jèt  (11),  qui  rattachent  les  six  composantes  de 
la  force  élastique  aux  déplacements  «,  v,  to,  font  connaître  les  N  et  les 
T,  et  permettent  de  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)  du  §  120, 
lesquelles  expriment  Téquilibre  du  parallélépipède  élémentaire.  Reprodui- 
sons, ici  le  tableau  des  diverses  équations  dont  on  aufsi  k  faire  usage  : 


N,  =  i9+2/«^; 


(i) 


du     dv      dw 

Si,  au  lieu  de  Téquilibre,  on  voulait  traiter  la  question  du  mouvement, 
par  exemple  celle  des  oscillations,  il  faudrait  remplacer,  dans  le  second 

membre  des  équations  (3),  zéro  par  les  produits  9-7^'  ^  ^'  ^dF^  ^^  ^' 

masse  spécifique  par  les  accélérations  du  point  mobile  projetées  sur  les 
axes. 

Remplaçons,  dans  la  première  des  équations  (3),  N^,  T,  et  T^  par  leurs 
valeurs  ;  il  viendra  d'abord 

.de  d«tt         /<'*«,     dhf        dhc    ,dhi\    ,     ^  — n 
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Or  l'équation  [2]  donne,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x, 

dB «Pli        d^v        dhv 

dx      dx*      dxdy  '  dxdz* 

ce  qai  permet  d'écrire  Féquation  précédente  sous  la  forme 
on  encore  sous  la  forme 

tj  (du dv\        j /^ ê^\'\ 

En  effet,  on  a 

\dy      dx)  ^^d*u       rf*t» 
dy  "^  rfy*      dxdy* 

.  /dw      du\ 

\dx       dz  / dhv        d*ii 

dz  dxdz      dz* 


et  la  différence  de  ces  deux  expressions  est 


c'est-à-dire 


dhi      d*u        dhf         dhff 
dy*      dz*      dxdy      dxdz 


dhi  I  ^5f  I  <'*" ^^ 

3P  "*"  rfj/«  "^  a?      dx 


On  passe  donc  de  la  première  forme  à'  la  seconde  en  ajoutant  et  en  re- 

tranchant  au  premier  membre  de  l'équation  le  produit  ^  j- 

De  l'équation  ainsi  formée,  on  déduit  deux  autres  équations,  en  chan- 
geant 

X,  y,  X,  M,  V,  Wy  Xo 

en 

y,  a,  «,  w,  w,  tt,  Yo 

puis  en 

2t  «»  Sf>  u>f  <<»  Vf  Zq, 
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et  Ton  obtient  les  trois  équations 


/%    .  «   x*'^'  .       I      V^'V        dx/  \dx       rfs/  I        _       . 


4-A=0. 


i3â.  En  général,  les  forces  Xo>  ^o?  ^  sont  les  composantes  d'une  oa  plu- 
sieurs attractions  ou  répulsions  exercées  par  des  centres  Cxes,  ce  qui  com- 
prend comme  cas  particulier  la  pesanteur.  S*il  en  est  ainsi,  Îq,  Yq,  Zq 
sont  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  coordonnées  x,  y,  z  da  point 
qui  subit  ces  attractions,  d*une  certaine  fonction  de  ces  Tariables,  et  si 
les  attractions  et  répulsions  suivent  la  loi  newtonienne  de  la  raison  in- 
verse des  carrés  des  distances,  la  fonction  potentielle  F  satisfera  à  Téqua- 
tion 

(PF      ePF     (fi?     ^ 


OU  bien 


d^^d^'^ïh^^' 


Dans  cette  hypothèse,  prenons  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  la  pre- 
mière équation  (4),  la  dérivée  par  rapport  à  y  de  la  seconde,  la  dérivée  par 
rapport  k  x  de  la  troisième,  et  ajoutons  les  trois  équations  résultantes. 
Les  Xo,  Yq,  Zq  seront  éliminés,  ainsi  que  les  crochets  qui  multiplient  u; 

car  .le  terme  — ^-^^^ -j  fourni  par  la  première  équation,  détruit  le 


*  (i-s) 


terme —^ — —  que  fournit  la  seconde.  Il  vient  donc  en  défioiliTe 

(6)  (^+2'')(5i*+5S^+rfr«j=*' 

ou 

d^ 

si  les  zéros  des  seconds  membres  des  équations  (5)  sont  remplacés  par 
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les  produits  p^«  p  ^  P  -^  dans  le  cas  du  mouvement.  On  a  en  effet 
identiquement 

dt^dx'^  dtkly'^  dPTz)  "^  ^di^\di'^  d^"^  d^)  ^f"  dT* 

L*éqoation  (6),  Téquation  (4)  et  les  deux  autres  qu'on  en  déduit  (ou  les 
équations  (5)  équivalentes),  sont  en  définitive  les  équations  générales  de 
réquilibre  élastique;  elles  sont  réunies  dans  le  t<'d)leau  suivant  : 

Cette  dernière  équation  est  identique  à  celle  qui  régit  la  distribution 
des  températures  à  l'intérieur  du  corps  solide  ;  elle  assimile  en  même 
temps  la  dilatation  cubique  0  au  potentiel  des  attractions  newtoniennes. 
f  Ce  double  rapprochement  entre  des  théories  en  apparence  si  diffé- 
rentes, dit  Lamé,  est  un  fait  analytique  très  remarquable,  et  qui  pourra 
servir  de  point  de  départ  quand  il  s'agira  de  ramener  à  Tunité  toutes  les 
théories  partielles.  » 

1^.  Les  équations  (4)  sont  des  équations  linéaires  à  coefficients  con- 
stants, qui  renferment  des  termes  donnés,  pX^,  pYo,  pZq.  Les  fonctions 
cherchées  u,  v,  w  se  composeront  donc  d'une  somme  de  termes,  dont 
chacun  satisfera  individuellement  aux  équations,  et  qu'on  peut  partager 
en  deux  groupes  distincts  :  1**  ceux  qui  constituent  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  (4)  dépourvues  des  termes  connus  ;  2**  ceux  qui  sont 
destinés  à  faire  évanouir  les  termes  pXo,  pYo,  pZo.  Ces  derniers  sont  faciles 
à  déterminer,  lorsque  les  forces  Xq,  Yq,  Zq  dérivent  d'un  potentiel,  ou 
lorsqu'elles  sont  constantes.  Dans  le  cas  où  elles  sont  constantes,  on 
reconnaît  facilement  que  les  solutions  suivantes 


P  '*0     4 


h 

P      Yo, 


Ji4-2/*2^' 

ont  la  propriété  d'annuler  les  termes  PqX,  pYo,  pZg.  Dans  tous  les  cas,  on 
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pourra  faire  abstraction  de  ces  termes,  en  sons-intendant  les  termes 
correctifs  qu'il  conviendrait  d'ajouter  à  la  solution,  si  Ton  Youlait  en 
tenir  compte. 

La  forme  linéaire  des  équations  démontre  en  même  temps  le  principe 
si  fécond  de  la  iuperposition  dô$  effeU  de*  forces^  analogue  au  principe 
de  la  coexistence  de$  peittet  oicillaiioru  dans  l'hydrodynamique  et  la  méca- 
nique vibratoire. 

COEFFICIENT  D'iLASnCITJ. 

i34.  Les  coefficients  x  et  pi  sont  homogènes  aux  tensions  N  et  T,  c'est- 
à-dire  à  des  forces  rapportées  à  l'unité  de  surface.  Leurs  valeurs  peuvent 
se  déduire  de  Texpérience,  en  soumettant  un  corps  élastique  à  un  ce^ 
tain  nombre  de  déformations.  Il  suffit  de  deux  expériences  pour  arrlTer 
à  déterminer  les  deux  inconnues  X  et  ji..  D'autres  expériences  fourni- 
raient des  vérifications  de  la  théorie. 

i*  Imaginons  qu*on  exerce  sur  toute  la  surface  extérieure  du  solide 
élastique  une  pression  normale  uniforme.  Le  solide  devra  se  contracter 
en  restant  semblable  k  lui-même,  et  la  pression  exercée  à  l'extérieur  se 
transmettra  partout  dans  la  masse  du  corps,  comme  s'il  s'agissait  d'un 
fluide  parfait.  Si  l'on  suppose  que  l'origine  des  coordonnées  reste  fixe, 
les  variations  des  coordonnées  de  chaque  point  {x,  y,  %)  seront  propor- 
tionnelles i  ces  mêmes  coordonnées.  On  pourra  donc  poser 

u  r=  —  oc, 

fp  =  —  as, 

a  étant  un  coefficient  constant  pour  tout  le  corps.  Les  composantes  tan- 
gentielles  T  sont  nulles  en  tout  point,  comme  le  montrent  les  équations(i). 
En  même  temps  les  N  deviennent  égaux  autour  d'un  point,  et  ou  a 
N  =:  —  (Sx  4-  Su.)  a.  Soit  p  la  pression  par  unité  de  surface  unifonnément 

exercée  sur  le  corps;  on  aura  p  =  —  N,  et  par  suite  a  =      \^  j-  ^ 

coefficient  a  mesurant  la  contraction  linéaire,  la  dilatation  cubique  0  est 

Si  donc  on  a  déterminé  par  expérience  la  compreuibilité  cubique  du 
corps,  c'est-à-dire  le  rapport  de  sa  diminution  de  volume  à  la  pression 
extérieure  qui  la  produit,  et  qu'on  appelle  a  ce  rapport,  on  aura 


"""SJi-HV' 
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première  équation  qui  lie  les  coefficients  X  et  ji  au  nombre  «,  que  l'expé- 
rience peut  déterminer. 

S*  Supposons  en  second  lieu  un  corps  prismatique,  à  arêtes  verticales 
parallèles  à  Taxe  OZ,  et  soumettons-le  à  une  traction  F,  uniformément 
répartie  par  unité  de  surface  sur  ses  deux  bases.  Le  corps  s'allongera, 
mais  il  se  contractera  en  môme  temps,  et  les  déplacements  tf,  v,  w 
seront  donnés  par  les  équations 

u=  —  «X,      t)  =  —  ay,      w  =  czt 

en  appelant  a  le  coefficient  de  contraction  latérale  et  c  le  coefficient 
â^extemion  longitudinale. 

Ces  hypothèses  rendent  nulles  les  composantes  T,  et  donnent  aux  N  les 
valeurs  suivantes  : 

N4 = Nj  =  (c  —  2a)  >  —  2a/ui, 
N5  =  (c  — 2a)a+2cjMi. 

N|  et  Nt  étant  partout  les  mêmes,  et  étant  nulles  à  la  surface  latérale, 
où  nous  ne  supposons  aucune  force  appliquée,  on  aura 

(c— 2«)1  — 2a/i=0,      oubien      Xc2{X  +  f»)a^0. 

De  plus  N,  est  aussi  partout  la  même,  et  a  pour  valeur  la  tension  F 
exercée  sur  le  prisme.  Donc 

(<:  — 2a)>-f  2c/i  =  F,      oubien      (A  +  2/*)c— 2i«  =  F. 
Ces  deux  équations,  résolues  par  rapport  à  a  et  à  c,  donnent 

^^/»  „  IX       F 

c=-^ .  r  F,    «=5-1 


314-2/1  2^3X4- i^A* 

d'où  l'on  conclut 

F 

6  =  c— 2a  = 


3A  4-2/1 


On  voit  qu'il  y  a  dilatation  cubique  lorsque  le  corps  subit  une  traction; 
le  rapport  de  l'accroissement  du  volume  à  la  tension  F  qui  le  produit, 

est  égal  h  ^      ^  >  c'est-à-dire  au  tiers  de  la  compressibilité  cubique  a, 

déterminée  dans  la  première  expérience. 
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Vallongement  relatifs  L  de  Tunité  de  longueur  du  prisme,  ra^^^i  U  la 
tension  F  qui  le  produit,  est  égal  à 


3Â  +  2/1 


Si  Ton  détermine  par  Texpérience  cet  allongement  relatif  p,  on  aura 

une  seconde  équation,  qui  achèvera  de  déterminer  x  et  ^,  On  arrive 

aux  équations 

_     3 


a      9^  —  a 

Le  coefficient  (Télasticiié  E  de  la  résistance  des  matériaux  est  TioTerse 
du  rapport  p,  et  Ton  a  par  conséquent 

L_ T* 

Le  coefllcient  E  représente  alors  une  force  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face. Lamé  définit  au  contraire  le  coefficient  dTélasticité  par  l'allongement 
de  l*unité  de  longueur  d^un  prisme  sous  Tinfluence  d'une  traction  égale  i 

r unité.  Alors  il  est  égal  à  p,  c'est-à-dire  à  l'inverse  =;  du  coefficient 

d'élasticité  tel  qu'on  l'entend  communément. 

Lamé  repousse  la  relation  X  =  ia,  qui  résulterait  de  la  continuité  de  la 
matière;  il  propose  x=:2jx.,  d'après  des  expériences  de  Wertheim.  A  vrai 

dire,  le  rapport  -  n'est  pas  encore  connu  avec  assez  de  précision  pour 

qu'on  puisse  affirmer  qu'il  soit  le  même  dans  tous  les  corps. 
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155.  Le  travail  de  la  déformation  d'un  corps  homogène  et  d'élasticité 
constante  est  donné  par  un  théorème  dû  à  Clapeyron.  Voici  comment  on 
peut  déduire  ce  théorème  des  équations  générales  de  l'élasticité. 

lleprenons  les  équations  de  l'équilibre  élastique,  et  faisons  abstraction 
des  forces  extérieures  qui  sollicitent  les  diverses  molécules  du  corps,  pour 
ne  tenir  compte  que  des  forces  appliquées  directement  à  sa  surface 
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terminale.  Le  travail  des  forces  qu*on  supprime  serait  facile  à  rétablir 
s'il  était  nécessaire  de  le  déterminer.  Nous  aurons  dans  cette  hypothèse 

dx  ^  dy^dz  -"• 
fi)  l^  +  ^+^^o 

^^'  \dx   ^dtf  ^dz       "• 

équations  dans  lesquelles  les  N  et  les  T  ont  les  valeurs  suivantes  : 

f  N.  =  ;.e+2|ig. 

N3=aa+2/*J^, 

W  < 

Multiplions  la  première  des  équations  (i)  par  u,  la  seconde  par  v,  la 
troisième  par  w;  on  aura  les  travaux  des  forces.  Par  exemple,  les  forces 
N|,  Ts,  Tt  qui  agissent  dans  la  direction  de  Taxe  OX,  c'est-à-dire  dans  la 
direction  du  déplacement  composant  u,  donneront,  lorsqu'on  les  mul- 
tiplie par  u,  le  travail  correspondant  au  déplacement  de  leur  point  d'ap- 
plication. On  fera  la  somme  des  trois  équations,  et  on  multipliera  par  le 
produit  dxdydz^  après  quoi  on  intégrera  dans  toute  retendue  du  corps; 
ce  qui  donnera 

Considérons  à  part  une  des  triples  sommes,  la  première  par  exemple. 
Il  vient,  en  effectuant  une  intégration,  celle  qui  porte  sur  la  variable  par 


1 
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rapport  à  bqodle  la  iSi'iffie  ot  prâe  dans  Pexpressioii  placée  soos  le 
signe  /,  et  en  intégrant  par  parties, 

Ju  ^  dxdydz  =  dydzju  ^dx^  dydz  [(n.i* j  -J"n,  ^  dx'^- 

Le  terme  NjU,  en  dehors  du  signe  /,  doit  être  pris  entre  les  limites 
correspondantes  aux  valeurs  données  de  y  et  de  2  ;  supposons  que  la 
droite  parallèle  aux  x  qui  correspond  k  ces  valeurs,  perce  en  deux  points 
seulement  la  surface  extérieure  du  corps  :  soient  Wi  et  u',  N"i  et  «"^  les 
valeurs  des  fonctions  N^  et  u  en  ces  deux  points.  On  aura,  en  indiquant 
seulement  les  deux  autres  intégrations, 

136.  L'intégrale  double  du  second  membre  représente,  sauf  un 
coefficient  constant  que  nous  définirons  tout  à  Theure,  le  travaU  des  ten- 
sions élastiques  extérieures  qui  s'exercent  sur  les  deux  éléments  extrêmes 
faisant  partie  de  la  surface  terminale  du  corps.  Le  facteur  l^\dxd%  repré- 
sente, par  exemple,  la  tension  totale  qui  s'exerce  sur  Tun  de  ces  élé- 
ments, projetée  sur  Taxe  OX,  et  Tatitre  facteur  u  est  le  déplacement  que 
subit  son  point  d*application  en  projection  sur  le  même  axe.  Le  produit 
N', dydzxvf  représenterait  donc  le  travail  partiel  de  la  force  élastique 
superficielle,  si  cette  force  conser?ait  la  même  valeur  N'i  pour  toutes  les 
valeurs  du  déplacement  u'.  Il  n'en  est  pas  ainsi,  puisque  les  forces  élas^ 
tiques  varient  proportionnellement  aux  déplacements  qui  les  font  naître, 
et  la  somme  indiquée  est  égale,  non  pas  au  travail  des  forces  élastiques 
extérieures,  mais  bien  au  double  de  ce  travail,  quand  on  tient  compte 
des  valeurs  régulièrement  croissantes  de  ces  forces  depuis  0  jusqu'aux 
valeurs  finales  qu'elles  acquièrent  par  l'efTet  de  la  déformation. 

Si  une  tige  élastique,  par  exemple,  de  longueur  /,  de  section  o,  s'est 
allongée  d'une  quantité  H  sous  l'action  d'une  force  de  traction  égale  à  F^ 
le  travail  de  cette  force  sera  Fa  ;  mais  le  travail  des  forces  élastiques  ne 
sera  pas  égal  à  Fa,  car  les  forces  élastiques  ont  varié  de  0  à  F;  et  si 
l'on  appelle  f  leur  valeur  lorsque  la  tige  avait  un  allongement  x,  leur 
travail  sera,  pour  un  nouvel  allongement  dx,  égal  au  produit  fdx.  Mais 
on  a 


/ 


1?       ^Jto  JjM 

ce  qui  donne  pour  le  travail  élémentaire 1  et  pour  le  travail 

.  ,  ,  1  Ewa*      1  Etna  \  „  „      E«a  ,     ^       .,  «        , 

total  3  —y-  =  -  -j-  X  a  =  5  Fa,  puisque  F  =  -j—  Le  travail  Fa,  cal- 
culé d'après  la  force  finale,  doit  donc  être  réduit  k  moitié. 
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Les  huit  autres  termes  de  Téquation  (5)  se  prêtent  à  la  même  trans- 
formation que  le  premier;  on  trouyera  donc,  en  faisant  seulement  une 
intégration,  et  en  se  bornant  à  indiquer  les  deux  autres,  d'abord  le 
double  âl  des  travaux  de  toutes  les  forces  appliquées  à  la  surface  du 
corps,  et  ensuite,  comme  second  terme,  Tintégrale  triple,  à  prendre  avec 
le  signe — : 

le  tout  doit  être  égalé  à  zéro. 

La  somme  des  deux  termes  devant  être  nulle,  on  a  Téquation 

qui  exprime  le  travail  des  forces  êuperficiellei  en  fonction  des  forces  élas- 
tiques intérieures. 

Dans  l'équation  (4)  nous  remplacerons  t-»  X»  *  '  *  "57  P*^  ^^"^  ^*" 
leurs  en  fonction  des  N  et  des  T,  déduites  des  équations  (2).  Si  l'on  fait, 
pour  abréger,  •=51+5-  +  ^''^  ^^^^  d'abord 

dx'^     2/1     ' 

rfr  __Nj--i9 
dy  "*     V 


dv   ,  ^_Ti 
d%^  dy  ~"  /*  * 

rfi£      du Tj 

dx      d%      /i  ' 

du      ^__lj 
\  dy'^  dx'^  /ji' 
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et  la  parenthèse  de  la  triple  somme,  dans  Téquation  (5),  deyient  par  ces 
substitutions 

V  2/»        3A+2/»        "^  fL  ' 

expression  qui  peut  s*ëcnre  : 

35^(N.  +  N*  +  Ns)'-^  (NA  +  N3NiH-N,N,-T,«-.T,*-T5«). 

Les  sommes  N^  +  N,  +  N,  et  N^N,  -f-  W  +  N,\  —  T,«—  T,»-T,« 
forment  deux  des  coefficients  de  Téquation  en  F,  qui  fait  connaître  les 
forces  élastiques  principales  (§  125).  N^  -f  N,  +  N,  est  la  somme  des  trois 
racines:  désignons-la  par  H;  et  N^Nj+NgNi +Ni\  — Ti«  —  T,»— T»* 
est  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  :  désignons-la  par  G.  Obser- 
vons enfin  que  le  coefficient  E  d'élasticité  est  égal  à  — ^^^-^.  Nous 

aurons,  en  opérant  ces  substitutions, 

OÙ  le  second  membre  est  une  intégrale  triple  portant  sur  tous  les  élè- 

|]s         Q 

ments  de  volume  du  corps,  fi  faut  remarquer  que  le  facteur  ^ est 

Ci  (^ 

constant  en  un  même  point  du  corps,  quel  que  soit  le  système  d'aies 
coordonnés  qu'on  adopte,  dès  qu'on  admet  l'homogénéité  et  l'élasticité 
constante  ;  c'est  une  fonction  déterminée  en  chaque  point  du  milieu  élas- 
tique, et  qui  représente  le  travail  des  forces  élastiques  en  ce  point,  rapporté 
à  runité  de  volume, 

137.  On  peut  introduire  dans  cette  formule  les  forces  élastiques  princi- 
pales A,  B,  C.  En  effet,  H  est  leur  somme  et  6  la  somme  de  leurs  produits 
deux  à  deux.  On  a  donc 


(8) 


,^ijjjj-(A+^»^L^ 


Cette  expression  se  simplifie  dans  le  cas  où  deux  des  forces  élastiques 
sont  nulles,  par  exemple  dans  le  cas  de  la  traction  simple.  On  a  alors  A 
constant  en  tout  point,  et  B  et  G  nuls;  il  vient 

^=5r^' 

en  appelant  Y  le  volume  du  corps.  Si  l'on  observe  que  A  est  égz^ 
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à  la  traction   finale  exercée,  rapportée  à  Funité  de  surface,  et  s*ex- 

Ea 
prime  par  -jt  le  travail  se  ramène  à  l'équation  trouvée  tout  à  l'heure: 

Observons  encore  que  le  travail  des  forces  élastiques  n*est  pas  nul  lors- 
que le  volume  du  corps  conserve  la  même  valeur,  ou  lorsque  la  fonction  6 
est  nulle.  On  a  dans  ce  cas  Ni  +  N^+N^^O,  de  sorte  que  H  est  nul; 
mais  6  n'est  pas  égal  à  zéro,  et  Teipression  de  T  conserve  la  valeur 

de  sorte  que  le  travail  n*est  pas  nul,  bien  que  le  volume  soit  conservé,  a  Ce 
caractère,  dit  Lamé,  sépare  complètement  les  solides  des  fluides,  et  montre 
que  le  travail  des  forces  élastiques  peut  acquérir  une  très  grande  impor- 
tance sans  qu'il  y  ait  changement  du  volume  total  occupé  par  le  corps 
déformé. 

\Z%,  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  d'après  Lamé  ont  été 
le  point  de  départ  de  diverses  recherches,  que  nous  nous  bornerons  à  si- 
gnaler brièvement.  Dans  l'ouvrage  même  de  Lamé,  on  en  trouve  l'appli- 
cation à  l'équilibre  élastique  et  aux  mouvements  vibratoires  des  fils  ou 
des  cordes  et  des  membranes  planes  de  différentes  formes,  à  la  propaga- 
tion des  actions  et  des  ondes  dans  les  miheux,  à  la  torsion  des  cylindres 
pleins  ou  creux,  aux  vibrations  longitudinales  ou  tournantes  des  tiges, 
à  la  vibration  des  timbres  de  forme  sphérique,  à  l'équilibre  des  enve- 
loppes sphériques,  et  en  particulier  à  l'équilibre  intérieur  de  Ja  croûte 
du  globe  terrestre  ;  enfin  à  la  double  réfraction  et  à  la  théorie  des  ondes 
lumineuses. 

Dans  une  autre  direction,  on  a  appliqué  les  mêmes  principes  aux  ques- 
tions qui  rentrent  dans  le  cadre  de  la  résistance  des  matériaux.  Cette 
dernière  science,  que  Lamé  range  parmi  les  sciences  d'attente,  destinées 
à  disparaître  devant  les  progrès  de  la  physique  et  de  l'analyse  mathé- 
matiques donne  des  solutions  approxiniatives  des  problèmes  de  con- 
struction qui  se  présentent  dans  la  carrière  de  l'ingénieur.  La  théorie  de 
l'élasticité  éclaire  ces  solutions  d'un  jour  nouveau,  quand  elle  n'a  pas  pour 
résultat  de  les  rectifier  et  de  les  compléter  ;  mais  on  n'y  a  encore  abordé 
l'étude  que  d'un  petit  nombre  de  cas  particuliers,  et  généralement  parmi 
les  plus  symétriques  et  les  plus  simples. 

1.  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  Vélasticité  des  corps  solides^  Avant- 
propos,  f  Origine  et  but  de  cet  ouvrage  j>. 
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M.  de  Saint-Yenant  a  appliqué  les  principes  de  la  théorie  de  rélasticité 
k  la  question  de  la  torsion  det  prismes^  9I  rectifié  analytiquemenl  les  no- 
tions inexactes  et  incomplètes  qu'on  s'était  faites  du  phénomène,  par  une 
généralisation  non  justifiée  des  résultats  simples  obtenus  pour  la  torsion 
des  cylindres. 

M.  Maurice  Léry,  M.  Boussinesq,  M.  Flamant,  etc.»  ont  fait  Tapplication 
des  principes  généraux  sur  la  répartition  des  forces  dans  un  milieu,  d'une 
part  au  mouvement  permanent  de$  fluides  doués  deviscasité,  d'autre  part 
k  l'équilibre  intérieur  d'un  massif  de  terre  à  l'état  pulvérulent. 

Signalons  encore,  en  terminant  ce  livre,  l'ouvrage  de  Glebaçh,  Théorie  de 
rékuticité  des  corps  solides,  traduit  de  l'allemand  par  MM.  de  Saint-Yenant 
et  Flamant,  et,  dans  un  autre  ordre  d'idées,  les  travaux  de  M.  Henri  Tresca 
sur  VicouUment  des  corps  solides,  lorsqu'ils  sont  soumis  à  des  prissions 
sufQsamment  grandes.  M.  de  Saint-Yenant,  appréciant  l'œuvre  de  Trisca 
dans  la  séance  de  l'Académie  des  sciences  du  13  juillet  1885,  réclame 
pour  cet  éminent  ingénieur  une  large  part  dans  les  perfectionnements  ré- 
cents de  la  théorie,  et  montre  dans  ses  recherches  la  création  d'une 
nouvelle  branche  de  la  mécanique,  la  plasUco-dynanùque,  qui  prend  pour 
objets  d'étude  tous  les  phénomènes  de  plasticité  ou  de  fluidité,  tels  que  le 
laminage,  le  forage,  l'eimboutissage,...  lorsque  la  limite  d'élasticité  est  dé- 
passée, et  que  les  molécules  du  corps  solide  retrouvent  un  nouveau  grou- 
pement et  un  nouvel  équilibre. 
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CHAPITRE  PREMIER 

■éTHODE  DE  JAOOBI,  DANS  LE  CAS  DES  POINTS  LIBRES 


159.  La  méthode  de  Jacobi  pour  la  résolution  des  questions  de  mécanique 
analytique  consiste  k  ramener  Tintégratlon  des  équations  du  mouvement  à 
rintégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Pour 
exposer  cette  méthode  avec  clarté,  nous  commencerons  par  en  faire  Tappii* 
cation  au  mouvement  d'un  point  unique  libre  dans  l'espace. 

Soit  m  la  masse  d*un  point  mobile,  mX,  mY,  mZ  les  composantes  de  la 
force  qui  le  sollicitent  ;  X,  Y,  Z  sont  siijfposées  des  fonctions  connues  du 
temps  i  et  des  coordonnées  Xy  y,  z  du  point  m.  Les  équations  du  mouvement 
sont,  en  supprimant  la  masse  m  qui  devient  facteur  commun, 

dH       „ 

Dans  la  plupart  des  problèmes  de  mécanique  analytique,  la  fonction 
Xdx  +  Ydy+Zds  est  la  différentielle  exacte  d^une  fonction  U  des  variables 
'»  2f>  '•  le  temps  i  étant  traité  comme  une  constante  dans  la  différentiation. 
La  fonction  U  est  alors  ce  que  nous  avons  appelé  la  fonction  des  forcée.  S*il 

'  Cest  au  Cours  de  H.  Serret  au  Collège  de  France  que  nous  avons  emprunté 
les  démonstrations  exposées  dans  ce  livre. 
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en  est  ainsi,  on  pourra  poser  a;  =  t^,  y  =  ^,  s  =  g^,  c  est-a-direexpn- 

mer  les  composantes  X,  Y,  2,  ou  encore  les  accélérations  ^.  ptjj?» 

par  les  dérivées  partielles  d^une  certaine  fonction  U  par  rapport  aui  coor- 
données X,  y.  «,  et  Ton  aura 

W  dl^^dx*     dfl~'dy*    dt^^dz' 

Proposons-nous  de  trouter  une  fonction  S  du  temps  (  et  des  coordoimées 
X,  y,  z,  telle  quei*on  ait  de  même 

dt  ""  <!«' 

^-'  y      dt       dy' 

dt_dS 

c*est-à-<iire  telle  que  les  dérivées  partielles  de  cette  fonction  par  rapport 
aux  coordonnées  soient  respectivement  égales  aux  vitesses  de  ces  coordon- 
nées. Supposons  le  problème  résolu. 

DifTérentions  les  équations  (2)  et  divisons  par  dt;  il  viendra  pour  la  pre- 
mière équation  du  groupe 

dx..,^ilx.    ^       dx.     ^      dxj] 
—  dl+^^dx^  —  dy^—d.) 

^  rfS       ^rfS  •        ^dS  d% 

^_    '  dx         '  dx  dx         '  dx  dy         '  dx  dz 

"■  "ST  "*"  rfx  a?  "*"  ly  S"  "^  "sr  Tc 

Remplaçons  ^»  ^»  ^i  P^^  l^tirs  valeurs  fournies  par  les  équations  (2); 
il  viendra 

.  rfS        .  rfS  .  dS  rfS 

d^x^^'dz       ^'dxdS       ^'dxdS      ^'didS 
dC*  dt    "^    dx    dx"^    dy    dy'^    dz    dz  ' 

OU  encore,  en  intervertissant  Tordre  des  dérivations  partielles, 

.rfs  ds  .rfS  .rfS 

d^*         dx        dx    dx    ~^  dy    dx   '^  di    dx 


~ Si (<// +  2 L(s/  "^(55)  +(5ijjj-5' 
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Donc  les  dérÎTées  partielles  par  rapport  à  â;  de  la  fonction  U  et  de  la  fonction 


s^U(i)V(i)V(g] 


sont  égales.  On  prouverait  de  même  que  les  dérivées  de  ces  deux  foncti(ms 
par  rapport  à  y  et  à  x  sont  aussi  égales,  et  par  conséquent  ces  deux  fonc- 
tions sont  égales  ou  ne  différent  que  d'une  fonction  de  la  variable  t.  Gomme 
d'ailleurs  la  fonction  S  est  définie  seulement  pas  ses  dérivées  partielles 

j-,  ^,  -^,  données  par  les  équations  (2),  on  peut  y  ajouter  telle  fonction 

de  t  qu^on  voudra,  et  en  déterminant  convenablement  cette  fonction  addi- 
tionnelle, on  pourra  faire  en  sorte  que  la  fonction  de  i  qui  représente  la  dif- 
férence entre  les  fonctions  U  et 


f.^mhm^mi 


soit  réduite  à  zéro,  de  sorte  qu'en  définitive  le  problème  est  ramené  à  dé- 
terminer une  fonction  S  des  variables  i,  x,  y^  z,  telle  qu'on  ait  Téquation 

Cette  fonction  S  prend  le  nom  de  fonction  principale. 

L*équation  (3)  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
avec  quatre  variables  indépendantes.  Vintégrale  générale  de  cette  équation 
exprimera  S  en  fonction  de  ces  quatre  variables  x,  y,  %  et  t,  et  de  quatre 
constantes  arbitraires  a^,  a,,  a,,  a^.  Ou  voit  d'ailleurs  que  si  une  certaine 
fonction  S  est  une  solution  de  l'équation  (5),  la  même  fonction  augmentée 
d'une  constante  arbitraire,  S  +  G,  y  satisfera  également,  puisque  la  fonction  S 
n'entre  dans  l'équation  (5)  que  par  ses  dérivées  partielles,  où  ne  parait  plus 
U  constante  G.  Des  quatre  constantes  a|,  a,,  a^,  a^,  l'une  se  joint  donc  à  la 
fonction  cherchée  par  une  simple  addition,  tandis  que  les  autres  y  entrent 
d'une  manière  plus  complexe.  Nous  pourrons  par  conséquent  exprimer  la 
fonction  S  de  la  manière  suivante 

(4)  S  =  F(f,  X,  y,  3,  aj,  oj,  a»)  H-  C, 

en  mettant  à  part  la  constante  additionnelle  G.  Gette  fonction  S  une  fois 
trouvée,  on  obtiendra  les  vitesses  des  coordonnées  au  moyen  des  équa- 
tions (3),  en  formant  les  dérivées  partielles  ^«  j->  j->  c^   expressions 

contiendront  les  trois  constantes  arbitraires  a^,  a,,  a,,  de  sorte  que  Ion  aura 
par  cette  méthode  les  intégrales  générales  du  premier  ordre  des  équations 
proposées. 
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^^  MÉTHODE 

140.  Pour  adiever  la  solalion,  il  y  aurait  encore  à  faire  rinlégraUon  des 
équations  (2),  ce  qui  introduirait  trois  nouvelles  constantes  arbitraires,  P», 
p„  p,.  Mais  Jacobi  a  reconnu  que  cette  seconde  opération  pouvait  se  faire  en 
égalant  à  trois  consUntes  les  dérivées  partielles  de  S  par  rapport  aux  para- 
mèlres  *„  a,,  «s,  contenus  dans  Téquation  (4).  En  effet,  prenons  la  dérivée 
partielle  de  Téquation  (3)  par  rapport  à  Tun,  *4,  de  ces  paramètres.  Il  vien- 
dra, en  observant  que  la  fonction  U  est  indépendante  de  «j, 

■S;7  +  2V3i^  '^"dy  da^  "^    rf»   d^J 

OU  bien  en  intervertissant  Tordre  des  dérivations,  et  en  remplaçant  ^  par 
dx  (fS        dy 

Trdi^^di'  •• 

'</g|    ,      'd»i  dx         'dxj  dy         '  dx^  ^  =  0 
tU    "*■     dx    dt"^     dy    dt  '^     d%    dt 

Or  le  premier  membre  est  la  différentielle  totale  de  j-  divisée  par  dL 

JO 

Cette  différentielle  étant  nulle,  la  fonction  ^r^  ne  varie  pas  avec  le  temps, 
et  reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  (III,  §  57). 
Donc  enfin  -r—  =  B.  est  une  nouvelle  intégrale  da  mouvement.  On  aura 

de  même  -r—  =  Pj,  et  t—  =  p,. 

En  résumé,  le  problème  est  ramené  à  intégrer  Féquation  (3),  avec  trois 
constantes  arbitraires,  a^,  a,,  a,,  non  compris  la  constante  additionnelle,  et 
les  intégrales  de  la  question  s'obtiendront  ensuite  :  l""  en  prenant  les  déri- 
vées de  la  fonction  S  par  rapport  aux  variables  x,  y,  2,  et  en  les  égalant  aux 

vitesses  37  des  coordonnées;  2*  en  prenant  les  dérivées  de  la  fonction  S  par 
dt 

rapport  aux  arbitraires  «i,  a,,  a,,  et  en  les  égalant  à  de  nouvelles  constantes 
arbitraires  Pt,  Pi,  Ps* 


INTéCRALE  DBS  FORCES  VIVES.  —  SIMPLIFIGAnON  DE  Li  QUESTION  DAHS  LE  CiS 

où  CETTE  INTÂGRALB  EXISTE. 

141.  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  U  ne  contient  pas  le  tçmps  i,  Ja 
question  se  simplifie.  On  peut  alors  considérer  la  fonction  S  comme  linéains 
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par  rapport  an  temps,  ce  qui  revient  à  mettre  Téquation  (4)  sous  la  forme 

S  =  F(«,  y,  z,  «1,  «,)  — a  +  C. 

Les  dérivées  partielles  de  S  par  rapport  à  i,  à  a;,  à  s/  et  à  2  ne  contiendront 
plus  la  variable  U  Appelons  8  la  fonction  F  (x,  y,  z,  a^,  a,)  qui  est  indé- 
pendante du  temps,  et  remplaçons  S  par  sa  valeur  dans  Téquation  (5)  ;  il 
vieadra 


ou  bien 


-'-![(§)•+ (S)V(Ê)>«. 


Cette  équation  est  une  simple  conséquence  de  Féquation  des  forces  vives; 
car  le  premier  membre  représente  le  carré  de  la  vitesse  du  point  mobile,  et  le 

second  est,  à  une  constante  près,  le  double  de  la  somme  (  (Xdx+Tdy+Zeb), 

on  du  travail  accompli  par  la  force  qui  sollicite  le  point.  On  intégrera  cette 
équation  (5)  ;  l'intégrale  générale  exprimera  8  en  fonction  de  x,  y,  z  et  de 
quatre  constantes  arbitraires,  savoir  «i,  04,  G  et  la  constante  additionnelle 
G'.  On  donne  à  la  fonction  8  le  nom  de  fonction  caracléruiiqut.  La  dériva- 
tion de  6  par  rapport  à  â?,  à  y  et  à  s  donnera  les  vitesses  -^y-^t-ji»  conte- 
nant les  arbitraires  a^,  04  et  G;  la  dérivation  de  8  par  rapport  à  «^  et  à  «« 
rournira  deux  nouvelles  intégrales.  Pour  avoir  la  sixième  intégrale,  on  doit 
égaler  à  une  constante  la  dérivée  de  S  par  rapport  à  G  ;  or  cette  dérivée  est 

égale  à  ^  —  r.  la  dernière  intégrale  prend  donc  la  forme  ^  —  (  =  r,  en 

appelant  t  une  nouvelle  arbitraire.  Gette  dernière  équation  est  la  seule  qui 
renferme  le  temps  U 


APPUCiTION  AU  MOUVBMEHT  D*UN  POmT  ATTIBÉ  VERS  UN  CBHTBB  FIXE. 

i43.  Supposons  (fig.  89)  que  le  point  M  soit  attiré  vers  le  point  0  par 
une  force  proportionnelle  à  Tinverse  du  carré  de  la  distance  OM  ;  la  fonction 
des  forces  U  sera  indépendante  du  temps  et  inversement  proportionnelle  à 
la  distance  OM.  Soit  donc  OH=:r  :  nous  aurons,  en  appelant  A  une  con- 
stante donnée,  U  =  -.  La  question  est  ramenée  à  chercher  Tintégrale 
générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
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On  y  parrient  aisément  par  un  changement  de  variables,  en  passant  des 

variables  a;  =  OR,  y = RN,  z  =z NM,  aux  variables 
r=OM,  </  =  angleMOZ,  ç=: angle  POX;  l'avan- 
tage de  celte  substitution  résulte  de  ce  que  le 
second  membre  de  Téquation  ne  contient  que  la 
variable  r. 
Il  faut  donc  exprimer  les  dérivées  partielles 

-j-,  T-,  -j-  en  fonction  des  variables  r,^elf, 
ax   ay    az 


Fig.  89. 


et  des  dérivées  partielles  de  s  par  rapport  à  ces 
nouvelles  variables. 
Or  on  passe  des  coordonnées  r,  4^,  9  aux  coordonnées  x,  y,  z,  par  les 
équations 

x=  rsin  4^0039, 
2^=  rsiii'fsinf, 
a  =  rcos^. 

On  en  déduit  en  différentiant 

dx  =  </rsin^cosf  +  rcos^cosfd^  —  rûn^slnfdf, 
dy  =  cfrsin^sin^  +  rcos^sin^^^  +  rsint^cos^^, 
d%  =  cfrcos^  —  rsinfcf^. 

Résolvons  par  rapport  à  dr,  d^,  d?  ;  il  vient,  en  multipliant  la  première 
par  sin^cos9,  la  seconde  par  sinij^sinç,  la  troisième  par  Gosi|>,  et  en  ajou- 
tant 

dr  r=  sin  ^  cos  fdx  -h  sin  ^  sin  fdy  +  cos^s. 

Multiplions  la  première  par  cos  4*  cos  9 ,  la  seconde  par  cos  |  sin  f,  la  troi- 
sième par  —  sin^l'i  ajoutons,  puis  divisons  par  r  : 


d^ 


cos<f»cosydg-hco84/sinydy  —  sin^» 

r 


Enfin  multiplions  la  première  par  —  sin  9,  la  seconde  par  cos  9»  etigoutocs 
les  deux  équations;  il  viendra,  en  divisant  par  rsin4>, 

,   _  cos  fdy  —  sinydg 
^  rsiû^         * 

Ces  relations  vont  nous  servir  à  exprimer  les  anciennes  dérivées  partielles 
en  fonction  des  nouvelles  variables.  On  a  en  effet  identiquement 

^^A^^^^^  _i_^o  .      de  .    ,  de  .,  ,  de  . 
Remplaçons  <&*,  dj»,  d^  par  leurs  valeurs  en  dx^  dy^  dx,  puis  identiûons 
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les  multiplicafenrs  de  ces  derniers  accroissements,  qui  doivent  rester  arbi- 
traires; nous  aurons 

dB        .    .         de   ,  cos 4*008?  de        sino  de 
dz  ^       ^  dr  r        di        rsin^  df 

de        ...      de   ,   cosipsin?  de   ,    cos»  de 
dy  ^      ^  dr  r        d^       rsin^p  df 

de  .  de       sinii  de 

as  ^  dr  r    d^ 

Éleyons  au  carré  chacune  de  ces  équations,  puis  igoutons  et  substituons 
dans  Féqualion  (6)  :  ^ 

"'  (?r+Mi)"+«b(?)'=T+«- 

Les  doubles  produits  qui  proviennent  de  l'élévation  au  carré  se  détruisent 
dans  la  somme. 

145.  On  intégre  cette  équation  en  observant  que  e  peut  être  considéré 
comme  la  somme  de  trois  fonctions  d*une  seule  variable  chacune,  savoir  une 
fonction  de  r,  une  fonction  de  |  et  une  fonction  de  9.  Posons  en  eflet 

R  étant  une  fonction  de  la  variable  unique  r,  V  une  fonction  de  la  variable 

4>  et  ^  une  fonction  de  la  variable  9.  Les  accents  désignant  les  dérivées  de 

chacune  de  ces  fonctions  par  rapport  à  la  variable  qu'elle  contient,  Téqua- 

tion  (7)  devient 

i  i  2\ 

'   r*  f*sin*'f  r 

On  satisfait  aux  conditions  en  posant  les  équations  suivantes,  où  H  et  G 
désignent  des  constantes  arbitraires , 

II* 

équations  différentielles  qui  contiennent  chacune  une  variable  unique.  On 
en  déduit,  en  indiquant  seulement  les  quadratures,  prises  à  partir  de  limites 
que  nous  définirons  plus  tard  : 

♦  =  11?.  à 


\ 


MOUYEMETiT  D'UN  POINT 
La  foDCtion  8  est  formée  par  l'addition  de  ces  trois  fonctions,  et  ]*on  a 

(8)       «  =  "? +/V'*-SÏ''*-^X  V-  r^  +  T  +  2'="'- 

Il  est  inutile  d*ajouter  une  constante  C^  qui  n'influerait  pas  sur  la  solution 
du  problème  proposé.  La  fonctiond  une  fols  trouvée,  on  reviendra  aux  ancieiH 
nes  variables  x,  y,  s  et  la  solution  sera  contenue  dans  le  tableau  suivant  : 

h,  £f,  T  étant  trois  nouvelles  constantes. 

143.  Nous  allons  développer  cette  solution  en  cberchant  la  signification 
des  constantes. 

On  a  d*abord,  en  prenant  les  dérivées  de  e  par  rapport  aux  va- 
riables f ,  4^  et  r, 

5;-^' 


dx 
dt 

de 

ai' 

dy 

dt  " 

de 

dz 
dt  ^ 

de 

dz' 

•t' 


et  par  conséquent 


dx  _de 
dt  "  dx 


1    .          */      G«   ,   2A    ,  «-   ,   cos+co9f  ./Il         n«^       Hsiii? 
sin^cosf  v-'sH h^CH ^ — '  v^ ^-^ ^» 


dy  _de 
dt  ^  dy 


.    .  •      4  /     G"  ,  2A  ^  o^   -   cosj^sinf  .  /Il         H«^  ^    llcosy 


d%_^de 
dt  "  dz 


De  ces  équations  on  tire,  en  élevant  au  carré  et  en  igoutant, 

©■+(r+(ë)'"7-^ 
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c*esNà-dire  Téquation  des  forces  vives,  qui  déûnit  la  constante  G  d'après  la 
vitesse  initiale  et  la  dislance  initiale  du  mobile  au  centre  d'attraction. 

Multiplions  la  première  équation  par  y  dans  le  premier  membre,  et  par 
r  sin  tp  siu  ç  dans  le  second  ;  la  seconde  par  x  dans  le  premier  membre,  et 
par  r  sin  4»  cos  f  dans  le  second  ;  il  vient,  en  retranchant  la  seconde  de  la 
première, 

di       """• 

équation  qui  définit  la  constante  H  comme  le  double  de  la  vitesse  aréolaire 
en  projection  sur  le  plan  XOY. 

Pour  définir  la  constante  G,  formons  de  même  les  équations  des  aires  en 
projection  sur  les  plans  ÏOZ,  ZOX  ;  il  viendra 

ydz  —  3</tf  .       â  /Zl  H*"       „  .  , 


idx  —  xdz 


ÉloTons  au  carré,  puis  ajoutons  les  trois  équations  des  aires;  nous  au- 
rons 

[xdj/  —  ydx]*  -+■  [ydz  —  ay/y^'  -h  izdx  —  xdz)* 

Le  premier  membre  représente  le  carré  du  double  de  la  vitesse  aréolaire 
du  mobile  dans  le  plan  de  la  trajectoire,  et  Téquation  exprime  que  cette 
quantité  est  constante  et  égale  à  G>. 

Les  trois  premières  constantes  G,  H,  G  ont  donc  les  significations  suivan- 
tes :  G  est  la  constante  des  forces  vives,  H  le  double  de  la  vitesse  de  l'aire 
décrite  autour  de  Torigine  en  projection  sur  le  plan  XOY,  et  G  la  quantité 
analogue  dans  le  plan  où  le  mouvement  s'effectue. 

144.  11  reste  à  chercher  la  signification  des  constantes  h,  g  et  t. 

Reportons-nous  pour  cela  aux  équations  (8)  et  (10).  Il  Tient,  en  prenant  la 
dérivée  par  rapport  à  la  constante  H, 


IIcot<i> 
=  •  -h  arcsm  ^    ■ 


V  sin*if» 

d*où  résulte 

(12)  Hcot^  =  v^G«  — H«sin  (A  —  y)  =  —  ^G*  — li«sin(ç)  —  h). 

Le  radical  peut  être  pris  dans  cette  équation  ayec  le  signe  -|-  ou  avec  le 
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signe  — .  Si  Ton  y  foit  o  =  A,  on  en  déduit  col  4^=  0,  et  à  =  ^,ceqm 

montre  que  pour  9=h\e  mobile  se  troare  dans  le  plan  XOY.  Donc  k  est 
Tangle  que  fait  avec  Taxe  OX  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  de  la  trajec- 
toire coupe  ce  plan  coordonné. 

Le  plan  de  la  tmjectoire  lail  ayec  le  plan  XOÏ  un  angle  dont  le  cosiousest 
II 
égal  à  g.  En  effet  Edt  est  le  double  de  Taire  décrite  par  le  rayon  iredeorda 

mobile  projeté  sur  le  plan  XOT,  et  Gdf  est  le  double  de  rairedécrite  dus  le 
plan  de  la  tngectoire.  Donc 


ou  bien 


lldl  =  G<tt  X  cosM, 


II 

008»=  Tfw 

V 


en  appelant  «i  Tangle  du  plan  BOA  dans  lequel  s^eCTectue  le  mouTement, 
aTcc  le  plan  OAY  (Ag.  90).  On  en  déduit 


tangfti  =s  ±  ' — n » 


U 


et  en  substituant  dans  Féquation  (12), 


cot|  =  ±  tangM  X  sin  (f  —  A) . 

Cette  relation  peut  s'établir  directement. 
Du  point  0  comme  centre ,  décrivons  une 
sphère  ayant  pour  rayon  i^unité  ;  soit  B  à  un 
certain  instant  la  projection  du  mobile  sur 
la  sphère  ;  nous  aurons  BË  =  4*,  CD  =  ?. 
Soit  OA  la  trace  du  plan  de  la  trajectoire; 
Tare  AD  est  égal  à  h,  et  Tangle  BAC  à  «. 
Cela  posé,  le  triangle  BCA  rectangle  en  G 
donne  l'égalité 

^^9'  »•  Ung  BC  =  sin  AC  X  langBAC, 


ou  bien 


eot.p  =-  sin(p  •—  A)Uing«. 

Cette  équation  £xe  le  signe  qu*on  doit  attribuer  au  radical  ^G*— B*-  En 
effet,  Pangle  «  doit  être  pris  positivement  ou  négativement,  suivant  que 
pour  les  Taleurs  croissantes  de  9  à  partir  de  f  =  A,  Tangle  ^  est  lui-même 
décroissant  ou  croissant.  Dans  le  premier  cas,  le  plan  de  la  trajectoire  s'élève 
au-dessus  du  plan  XOY  ;  dans  le  second  il  s'abaisse  au-dessous  ;  par  consé- 
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quent  dans  le  premier  cas  on  deyra  changer  le  signe  de  ^G«— H*  dans  Iné- 
quation (iS),  et  poser 

(13)  II  cottf  ==  v/g«  —  H«sm(ç»  —  /*). 

On  conserverait  Téquation  (12)  si  la  trajectoire  s'abaissait  auniessous  du 
[dan  XOY  dans  le  sens  des  angles  f  croissants. 

Prenons  ensuite  la  dérivée  de  Téquation  (8)  par  rapport  à  G)  et  égalons  à 
g.  U  Tient 


de 

5g=^  = 


ou  bien,  en  faisant  les  intégrations, 

5!^1 
(il)  ^  =  aixcos  (  ^     )  —  arccos 


2G 


V'-^^ 


Les  radicaux  sont  pris  positivement.  U  est  inutile  de  tenir  compte  des 
limites  inférieures  des  intégrales  définies  qui  fourniraient  des  termes  con- 
stants, lesquels  se  fondraient  avec  la  constante  g» 

Pour  interpréter  ce  résultat,  reportons-nous  à  la  figure,  et  observons 

à/G*  —  H*  Gcos  4»    _    sinBC 

quesin«i  =  l— g — ,  et  que  cos  *  =  sin BC.  Donc  ^^===  -  jfiTgÂc" 

La  proportion  des  sinus  appliquée  au  triangle  rectangle  DCA  donne 
— ETr=  — r~  '  ^^^  ^  premier  terme  de  Tintégrale  (14)  est  égal  à 

arccos  (sinÂB)  =  ^  —  ÂB. 

Appelons  K  Tare  AB,  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  plan  de  la  trajec- 
toire à  partir  de  la  trace  OA  ;  faisons  de  plus  entrer  la  constante  ^dans  la 

constante  g,  en  posant  g'=:  ^^g,  L*équation  (14)  devient 

arccos  — ,  =  «'  — ç. 

2CG«      ^ 


xATl 


OU,  en  prenant  les  cosinus  des  deux  membres  et  en  résolvant  par  rap- 
port àr» 

(15  r  = .         ^  ^ » 

i  +  yi  +  ?^*cos(ç-i7'i 
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équation  polaire  d'une  courbe  du  second  ordre,  rapportée  dans  le  plan  M 

G*  /       2CG* 

au  pôle  0  et  à  Taxe  polaire  OÀ.  -r-  est  le  paramètre,  et  1/ 1  +  -r-^  Texcen 

tricité  de  la  courbe.  La  forme  de  la  courbe  dépend  uniquement  du  signe 

de  la  quantité  —r^,  c*est-à>dire,  en  déflnitive,  du  signe  de  G.  Si  G  esl 

négatif,  l'équation  (15)  représente  une  ellipse ,  si  C=^  0,  une  parabole;  si 
enfin  C  est  positif,  une  hyperbole.  Le  minimum  de  r  est,  dans  tous  les 
cas,  fourni  par  la  plus  grande  Taleur  du  dénominateur,  et  correspond  à 
l  =  ^  i  appelons  Tq  cette  yaleur  ;  il  Tiendra 

G» 
A 


r«  = 


i  A        2CG^ 


,+.^.        2CG. 


de  sorte  que  g'  est  la  valeur  de  C  qui  correspond  à  la  moindre  distance 
du  mobile  au  point  0,  et  r^  la  valeur  de  celte  moindre  distance. 

145.  Venons  enfin  à  la  détermination  de  la  constante  t.  Nous  aurons  pour 
cela  à  prendre  dans  Téquation  (8)  la  dérivée  des  par  rapport  à  la  constante 
C,  et  à  égaler  cette  dérivée  à  la  somme  t  +  t.  Ici  il  faut  observer  que  la 
limite  intérieure,  r^,  de  Tintégrale  dans  laquelle  figure  le  paramétra  C,  est 
elle-même  fonction  de  ce  paramètre,  de  sorte  que  Ton  doit  poser,  en  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  cette  limite, 


de 


I  /      G«       2A  Y       V       »'o  ^^ 

Mais  de  Téquation  (15)  on  tire  en  général 

\/-  ï  +  T  "^  '^^  =  è  VA»  +  2CG«sîn(ç-/), 

et  comme  on  a  r  =  r.  pour  Ç  =  ^,  le  facteur  par  lequel  est  multipliée  la 

dr 
dérivée  -ji  est  nul  de  lui-même.  On  a  donc  simplement 


/^  dr 


H-2C 
OU,  en  efieclnant  l'intégration, 

(10)       /  +  T  =  lv^-G*  +  2Ar  +  2Ci^ r=  «^rccos -J^=î' 

*^  2Cv'— 2C  \/2CG*  +  A' 
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Si  rondifTérentie,  on  trouve  en  efTet 

i_         (A-h2Cr)rfr  A  v/2CG«-|-A» 

2C  Y^__  G*  -h  2Ar  -f-  2Cr»       2C  /=lC 


./         (2Cr+A)« 
V  2CG«  +  A» 


Kdr  2CA  rfr 


2Cv/— G«4-2Ar  +  2Cr»       2C vCTâc  V^^^2C  y/—  G»  4- 2Ar  +  2Cf* 

^équation  (16)   donne  immédiatement   t  +  ?    sous  forme  réelle  sî 
^^3C  est  réel,  ou  si  G  est  négatif  ;  on  sait  qu'alors  la  trsgectoire  est  une 

ellipse.  Si  G  était  positif,  ^ —  2C  serait  imaginaire  de  la  forme  p  y^—  1  ; 

2Cr  H-  A 
mais  en  même  temps  -p====  serait  un  nombre  supérieur  à  1  unités 

ySCG*  H-  A* 

et  l'arc  correspondant  à  ce  cosinus  étant  un  nombre  imaginaire  de  la  même 
forme.  Je  rapport  ne  contiendrait  plus  v^ —  1  ;  on  pourrait  d'ailleurs  éviter 
les  imaginaires  en  introduisant  les  logaritlimes  au  lieu  de  l'arc  cosinus. 
Nous  nous  bornerons  ici  à  développer  les  calculs  dans  Thypothèse  de  la 
trajectoire  elliptique. 
Posons 

(i7)  costt=  -7=    ^ 

on  en  déduit 


sm 


«  =  V/' -  S^*  =  VSÎÏ  vCronpiÂTTic;.. 


et,  substituant  dans  (16), 


,  ,  V2CG*  +  A«  .  A 

2Cv^^;=^âC  2Cv^^^^^ 

ou  enfin 

(„)       •«_0Tlfsi„«=t|5)l(«+.). 

Si  dans  l'équation  (18)  on  fait  u  =  0,  on  a  <  =  —  t. 

La  constante  t  prise  négativement  est  donc  la  valeur  du  temps  pour  la- 
qudle  la  variable  u  se  réduit  à  zéro. 

Connaissant  u  en  fonction  du  temps  t,  on  déduira  les  valeurs  de  r  de  l'é- 
quation (17),  puis  l'équation  (15)  fera  connaître  l'angle  C,  qui  achève  de  dé» 
finir  la  position  du  mobile. 
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On  peut  remarquer  que  \/ 1  +  ——  ^t  rexcentricité  relative  de  Fellipse, 
et  que  le  demi  grand  axe  de  la  oouii)e  est  égal  à  la  demi-somme 


A  A  \         A 


,.y^T^-^,.y/,_-! 


—  2C 


Appelons  t  Texoentricité  et  a  le  demi  grand  axe;  Téquation  (18)  devien- 
dra 


(19)  u— e8inu  =  ^ 


Il  reste  à  exprimer  les  tariables  r  et  C  en  fonction  de  lanriable  auxiliaire 
If.  Or  on  a,  en  résolvant  Téquation  (17)  par  rapport  à  r, 

(20)  r  =  -jg  +  iL__ cosu 

Pour  avoir  une  relation  enlre  \  et  u,  repoilons-nous  a  Téquation  (15),  d'où 
nous  avons  déjà  déduit 


8in(?  — y')= — \ 


yfJ^^f^^ 


^V^ÂT+SCG* 


et  à  réquation  (17),  d'où  nous  avons  tiré 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  r,  la  seconde  par  a<  et 
divisons  ensuite  la  première  par  la  seomde.  Il  viendra 

rsin(g  — yO  —        G       _.  A 

2sinK  aV^^^ 


.  /—  2CG« 
V-Aï- 


G* 
Or  -T-  est  le  paramètre  de  Tellipse,  ou  l'ordonnée  au  foyer,  ou  enûa 
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—,  en  appelant  h  le  demi  petit  axe  ; -^  est  égal  à  1  —  e*.  Donc  enfin 


?  _(?) 


6« 


v^ 


2CG«       V*— c«       a  V'^  — c* 


=  t. 


et  par  conséquent 
(21) 


rsin(ç  — ^  =  ^. 
asinti  a 


146.  Soit  A  A'  le  grand  axe,  0  le  foyer,  G  le  centre  de  Tellipse  décrite 

par  le  mobile.  Pour  une  quelconque  de  ses  positions  M,  on  a  OM  ==  r  et 

MOA  =  Ç  —  g'.  Donc 

MP  =  rsin(ç  — ^/. 

Sur  AA'  comme  diamètre,  décriTons  une  drcanférence  et  prolongeons 
Tordonnée  PM  jusqu'à  la  rencontre  de  celle  circonférence  en  N.  On  sait 

pu  L 

(.ue  le  rapport  p^^  est  constant  et  égal  k  -j  h  étant  le  demi  petit  axe  de 

Fellîpse. 

L'ordonnée  du  cercle  PN=  GNsinNGA=asinNGA,  et  piar  suite  u =NGA. 

L*angle  u  est  compté  à  partir  du  grand  axe  GA,  dans  le  sens  du  mouTe- 
ment,  autour  du  centre  de  Tellipse.  Les  angles  l — ^  et  u  passent  à  la 
fois  par  les  valeurs  0,  ir,  2-^,  3ir, ...;  ils  ne 
diffèrent  que  pour  les  valeurs  intermé- 
diaires. L^équation  (19)  donne  l'angle  u  en 
fonction  du  temps  t;  Téquation  (20)  fait 
ensuite  connaître  le  rayon  r  =  OM ,  et 
réquation  (21)  Tangle  C  — ^=iMOA. 

On  peut  remarquer  que  Téquation  (20)  a 
une  interprétation  géométrique.  La  demi- 
distance  des  foyers,  OG,  est  égale  à  ae. 
D'ailleurs  CN  =  a,  et  l'angle  OGN  est  égal  à 
u.  Projetons  le  point  0  en  D  sur  le  rayon  GN. 
Nous  aurons  GD  =  GOcosti  =  ae  cosu .  Donc 
DN=:a{l— ecostt),  etDN=r  =  OM.  Le  point  D  est  situé  sur  une  circon- 
férence décrite  sur  GO  comme  diamètre  ;  de  sorte  que  les  rayons  vecteurs 
OU,  issus  du  foyer  0,  sont  respectivement  égaux  aux  segments  DN  inter- 
ceptés entre  les  deux  circonférences  OG  et  AA%  sur  les  rayons  correspon- 
dants CN,  issus  du  centre  G. 

Pour  trouver  à  un  instant  donné  la  position  du  mobile  sur  TeUipse,  on 
a  à  résoudre  Féquation  transcendante 


Fig.  91. 


(22) 


u  —  esinu  =  ^ 


-.ni+i 


sf? 
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qu'on  peut  écrire  plus  simplement 

(23)  II  — csina  =  ii<H-«, 

en  appelant  n  le  moyen  mouoemeni  du  mobile  autour  du  centre  d'attraction, 
c^est-à-dire  le  quotient  de  la  division  de  2r  par  la  durée  T  d'une  réyolulion 
entière.  Augmentons  en  effet  l'angle  u  de  2ic  dans  l'équation  (19),  et  soit 
T  la  durée  de  la  révolution*  On  aura  à  la  fois 


u  —  0sin  u  =  ^ 
et 


t-hr 


flS 


M  +  2ic  —  «inti  =  v/a  i:tl±I; 


donc,  en  retranchant» 


il  en  résulte 


2ir  ./a 


Le  moyen  mouvement  n  et  le  demi  grand  axe  a  sont  donc  liés  ensemble 

par  réquation 

n«a*  =  A. 

Faisant  de  plus       ^    =  ht  =  a,  on  parvient  à  Téquation  (23).  Li 

constante  a  serait  nulle  si  l'on  comptait  le  temps  à  partir  de  l'instaot  où 
le  mobile  passe  au  sommet  A  de  l'ellipse. 

147.  Pour  résoudre  cette  équation,  on  peut  employer  une  méthode  géo- 
métrique. 

Sur  une  droite  indéfinie  xy  faisons  rouler  une  circonférence  aa'  de 
rayon  oa  égal  à  l'unité.  Le  point  p  de  cette  circonférence  décrira  une 

cycloîde  qpr;  nous  représentons 
-.«s-        seulement  l'arc  compris  entre  le 
m'  point  de  rebroussement  q  et  le 

""^         sommet  r  de  cette  courbe. 

Considérons  un  second  poinlm, 

^    placé  sur  le  rayon  op,  à  une  dis- 

tance  om  =  e.  Ce  point  décrira 

"  H      *  n»  •         y    dans  le  mouvement  du  cercle  une 

FIg.  92.  cycloîde  allongée  m'mm^,  tou( 

entière  comprise  entre  les  paral- 
lèles «'il',  n'm*  ;  Tare  tn'mm'^  se  prolongerait  au  delà  du  point  m'  par  un 
arc  symétrique  par  rapport  à  la  droite  n,  puis  l'ensemble  de  ces  deux 
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arcs  se  répéterait  indéfiniment  comme  les  arcs  successifs  de  la  cycloïde 
elle-même. 

Cherchons  les  coordonnées  du  point  décrivant  m  en  fonction  de  l'angle 
^a  =.  Il,  dont  le  cercle  tourne  pendant  que  le  point  p  décrit  Tare  qp,  et 
que  le  point  m  décrit  Tare  m'm\  comptons  les  abscisses  x  à  partir  du 
point  q  sur  Taxe  xy,  et  les  ordonnées  y  à  partir  du  même  axe  sur  des 
peipendiculaires.  Nous  aurons 

x  =  qt  =  qa  —  ta=iZTcap  —  ta=^u  —  om  X  sinu  =  u  —  ^sin  ii, 
y=zmi=^oa  —  omcosu  =2;  i  —  «cosu. 

Comparons  ces  équations  aux  équations  (23)  et  (20).  Mous  en  déduirons 
les  relations 

r 
«=!'• 

La  courbe  cydoîdale  m'mm'  une  fois  construite,  on  aura  la  valeur  de  u 
en  fonction  de  t  en  coupant  cette  courbe  par  une  yerticale  ayant  pour 
abscisse  ni  4-  a,  ou  simplement  nt,  si  Ton  convient  de  compter  le  temps  à 
partir  de  Tépoque  du  passage  du  mobile  au  point  A,  auquel  sur  Tépure 
correspond  le  point  q.  D'après  Tinspection  seule  de  la  courbe,  à  chaque 
valeur  du  temps  correspondra  une  valeur  réelle  pour  Tangle  u=poa,  et 
une  seule.  L'ordonnée  y  correspondante  fera  connaître  la  valeur  corr^pon* 

dante  du  rapport  -• 

Une  construction  simple  donne  surlamême  figurefangle  ^—g'.  Onaen 
effet  (21) 


rsmi 
asinu 


Au  point  m  élevons  sur  op  une  perpendiculaire  mf,  et  prolongeons-la 

jusqu'à  la  rencontre  en  h  avec  la  droite  xy.  Prenons  m/=  ^1  —  e*.  On  a 

dans  le  triangle  mth 

mi^smhx  sinmhl  =  mAsinu, 
ou  bien 

tf  s=  -  =  mAsinii. 

"       a 


Donc 

r 


=  mA. 


asm  11 
Substituant  dans  (21),  il  vient  la  relation 

mAsin(ç  — 5f')  =  m/'. 
Au  point  f  élevons  donc  sur  mf  une  perpendiculaire  fq,  et  coupons  cette 
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perpendiculaire  par  un  arc  de  cerde  décrit  du  point  m  comme  centre  avee 
mh  pour  rayon.  L*angle  fmg  sera  le  complément  de  C — ù'. 

La  résolution  de  Téquation  transcendante  u  —  esinv=  ni  +  a  a  exercé 
les  analystes;  la  térie  de  Lagrange  permet,  lorsque  e  est  inférieur i ose 
certaine  limite,  d'exprimer  u  en  fonction  de  t  par  une  série  conTerge&(e. 
Si  e  est  très  petit,  on  peut  trouver  u  en  fonction  de  (  par  approxioatioDs 
successives,  conformément  au  tableau  suivant,  qu*on  peut  prolonger  aussi 
loin  qu'on  voudra  : 

II,  =  n/  H-  a  -f  esinti,  =  w/  -f-  «  -+-  esin  [ni  -f-  «), 

ti^  =  fit  +  «  +  tfsin  uj  =  n/  •+■  «  -f  csin  [{ni  -H  «)  +  «sin  (w<  -f  al|. 

tiji  =  fi/  +  «  +  esinti^  _  j . 

286.  Cherchons  enfin  à  exprimer  la  fonction  a  en  fonction  de  U  mia- 
ble  u.  Pour  cela,  il  sulBrait  de  se  reporter  à  Téquation  (8),  et  de  rem- 
placer les  variables  9,  (|>  et  r  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ».  Mais  il  ^ 
plus  simple  de  procéder  comme  il  suit. 

Nous  avons 

de^dx 

dx"^  dt' 

de^^dy 

dy'^dt' 

dB_d% 

dz  "dî' 

Multiplions  la  première  par  dx,  la  seconde  par  Jy,  la  Iroîsième  par  (^  et 
ajoutons.  11  viendra 

de  =  ''''■*■''£+'''' dt=ydt. 

dl* 

en  appelant  Y  la  vitesse. 
Mais  l'équation  des  forces  vives  nous  donno 


Donc  enfin 


Y«  =  —  -h  2e. 

r 


rfe  =  —  +  îCdL 

r 


Cela  posé, 

II  — esinu  =  iil-^  oE^ 
donc 

dui/i  —  ecùsu]  =  ndl. 
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D^ailleurs 

r  =  a(l  —  ecosti). 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  en  <2e,  il  vient 

i 

^^  _  2Arfn(i— gÇQSti)       2Crfti(l  — gçQStf) 
na(l— tfcostf)      '  » 

=  z::  ^"  H (*  —  eooêu)du. 

na  n  ' 

Mais  A  =  n'a»,  et  —^  =  a.  Donc 

2C  =  — -  =  — nV, 
a 

éi  enfin 

de  =  2na*</tf  —  na*  [1  —  ecosu]<fii  =  na^du  +  rii*0cos  udii. 
Ou  en  déduit  en  intégrant 
(24)  e  =  na}  { ti  —  «o)  4-  na*e  (sin  ti  —  siu  ti|} , 

«o  étant  une  valeur  arbitraire. 

148.  La  solution  que  nous  venons  de  développer  trouve  son  application 
dans  la  Mécanique  céleste,  lorsqu*on  cherche  le  mouvement  relatif  d'une 
planète  unique  autour  du  soleil. 

La  constante  A  est  alors  égale  à  f\t.,  f  étant  Tattraction  de  Tunité  de  masse 
sur  Funité  de  masse  à  une  distance  égale  à  Tunité  de  longueur,  et  {&  la 
somme  des  masses  du'  soleil  et  de  la  planète.  Le  plan  XOY  (ûg.  90)  est  le 
plan  fixe;  l'axe  OX,  la  droite  fixe; 

L'angle  9  mesure  la  longitude  relative  au  plan  fixe; 

L'angle  ^  est  la  colatitude; 

La  distance  r  est  le  rayon  vecteur. 

Le  plan  ÂB,  dans  lequel  s'effectue  le  mouvement,  est  le  plan  de  Vorhite; 

L*angle  céi=  BAC  est  VinclinaiMon  de  Torbite; 

la  droite  OA  est  la  ligne  des  ncsuds; 

L'angle  h  =  XOA  est  la  longitude  du  nœud; 

Le  sommet  de  l'ellipse  le  plus  voisin  du  point  0  est  le  périhélie  de  la 

planète. 

it 
L'angle  ^=0  —  9  est  la  longitude  du  périhélie  comptée  dans  le  plan  de 

l'orbite  à  partir  de  la  ligne  des  nœuds. 

La  distance  r^  est  la  distance  de  la  planète  au  soleil,  à  son  passage  au 
périhélie. 

La  constante  —  r  est  la  valeur  du  temps  qui  correspond  au  passage  de  la 
planète  au  périhélie. 

T.    —  MtZ,   GOLLIOR02r.  18 
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L*aDgle  ti  est  Vanamalie  excentrique. 

L'angle  (J^  •—  g")  est  Vanomalie  vraie. 

À  la  place  de  Tangle  constant  a,  on  peut  mettre  une  différence  i— g'; 

l'équalion 

u  —  «sinii  =  tU-{-a 

devient 

tt  —  «sinu  =  12/  4-  «  —  g*. 

L'angle  u  est  compté  dans  le  plan  de  Torbile  à  partir  du  grand  axe 
de  la  trajectoire,  ou  du  rayon  qui  va  au  périhélie.  Pour  i  =  0,  on  aura 
t  =  g'-Htio  —  esintio,  et  abstraction  faite  du  terme  correctif  «sint^ 
t  =  j/'  +  tiQ.  Or  ^  est  Tangle  compris  entre  le  rayon  du  périhélie  et  la  ligne 
des  nœuds  :  t  représente  donc  la  longitude  moyenne  correspondante  à  ^=0, 
ou,  comme  on  dit  en  astronomie,  la  longitude  moyenne  de  l'époque.  La 
somme  tU  +  •  est  la  longitude  moyenne  de  la  planète  à  Tinstant  t,  Eii 
général,  lorsqu'une  quantité  variable  en  fonction  du  temps  est  exprimée 
par  mie  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  du  temps  t,  chaque  terme 
delà  série  constitue  une  inégalité^  et  les  termes  en  dehors  des  signes  sinus 
et  cosinus  forment  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  variable. 

mouveneut  d*un  point  Amaé  par  deux  centres  fixes. 


149.  Le  problème  du  mouvement  d'un  point  matériel  attiré  simultané- 
ment par  deux  centres  fixes,  proportionnellement  aux  masses  des  centres 
d'attraction  et  à  l'inverse  du  carré  des  distances,  a  été  résolu  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler,  à  l'aide  d'un  choix  convenable  de  coordonnées.  La 
solution  qu'il  a  donnée  est  rapportée  par  Legendre  dans  le  premier  volume 
du  traité  des  Fonctions  elliptiques^  et  nous  renverrons  le  lecteur  à  cet 
ouvrage,  où  elle  est  exposée  dans  tous  ses  détails.  Nous  nous  bornerons  ici 

à  faire  voir  comment  le  problème  peut  être 
mis  en  équation  par  la  m^hode  de  Jacobi. 

Soient  Â  et  B  les  deux  centres  d'attraction; 
prenons  la  droite  AB  pour  axe  des  z,  et  fixons 
l'origine  0  au  milieu  de  la  distance  ÂB,  que 
-^  nous  représenterons  par  2à.  L'axe  des  x  et  l'axe 
des  y  seront  deux  droites  rectangulaires  élevées 
au  point  0  perpendiculairement  à  la  droite  AB. 
Nous  représenterons  par  A  et  B  des  quantités 
données,  proportionnelles  aux  masses  attribuées 
aux  points  A  et  B.  Soit  M  le  point  attiré. 
Faisons  MA  =  r,  MB = j  ;  la  fonction  des  forces  U  poiurra  s'exprimer  par  la 
sonrnie 

r    '   « 


A 


T> 


9^^::^ 


M 


Fig.  93. 
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Les  coordonnées  du  point  M  atliré  sont 

OL  =  T.      LN  =  y,      NM  =  «, 

et  la  recherche  des  équations  du  mouvement  est  ramenée  à  l'intégration  de 
réquation  aux  dérivées  parlielles  : 

(g)^(S)v(g)'=vv?+'«. 

C  étant  la  constante  arbitraire  de  l'équation  des  forces  vives. 

Nous  transformerons  cette  équation  en  prenant  d'autres  variableSi  savoir  : 

L*ang1e  f  du  plan  ÂMB  avec  le  plan  fixe  ZOX; 

La  distance  MP  =  ON  du  point  M  à  Taxe  OZ  :  nous  la  représenterons 
par  h; 

Enfin  la  distance  OP  =  ;s  du  point  M  au  plan  XOY;  cette  dernière  coor- 
donnée est  commune  aux  deux  systèmes  de  variables. 

La  transformation  s'opérera  donc  au  moyen  des  équations 

tangy  =  2, 

/*«  =  a;«  -+-  y\ 

3  =  3. 

Représentons  provisoirement  par  les  notations  (3~)M3r)«(7~)> 
les  dérivées  de  8  prises  par  rapport  aux  variables  ç,  h,  z\  les  notations 
^,  ^- ,  r-*  sans  parenthèses,  représentant  les  dérivées  de  e  par  rapport 
aux  variables  x,  y,  %,  Nous  aurons  Tidentité 

Haiades  équations  de  transformation  on  tire 

.  _  ïrfy  —  ydx 

^^xdx  +  ydy^ 

n 
di  =^  dz. 

Substituons  dans  le  second  membre  de  Tidentité,  puis  égalons  séparé- 
ment à  léro  les  coefficients  de  âx^  dy,  dz;  il  viendra  les  équations 


de  _  y      (de]      X  /dQ\ 

dx  ""       x«H-y«Uf/       S\£/Ay 

de  _       X      /de\      y  (de\ 
dy  "  x^^i/»\dfj'^h\dhj' 

de     /de\ 

s  =  [d^r 
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Elevons  au  carré  et  sgoutons;  on  trouve 

S&*     de*     Si5*_  g'-hy'  (àsy     x«-hy«/rfe\«     /rfe\« 

;  =H?)"+(a)'+(i)' 

et  i'éq[uation  transformée  est 

i(?r+(S)v(g)*-^+?+«. 

Dans  le  second  membre  on  peut  exprimer  r  et  s  en  fonction  de  h  et  t,  au 
moyen  des  équations 

«  =  V'a» -f  (a  4- »)«. 

Le  second  membre  est  indépendant  de  7.  Pour  sattsiaire  à  Téquation  avec 
deux  constantes  arbitraires,  on  pourra  donc  poser 

o  représentant  une  fonction  de  7,  et  F  une  fonction  de  ft  et  x  indépendante 
de  q>  ;  et  pour  que  9  n'entre  pas  dans  Téquation  aux  dérivées,  on  fera 
o  z=  H9,  H  étant  une  constante  arbitraire.  L*équation  prend  alors  la  forme 


(dey    /dey_        %k  ^u  h» 


2B H^ 


OÙ  il  n*y  a  plus  que  deux  variables  indépendantes  ft  et  s.  La  question  se 
trouve  ainsi  ramenée  à  un  problème  de  mouvement  dans  un  plan  fixe  mené 
par  Taxe  OZ. 

Il  suffira  de  trouver  pour  cette  dernière  équation  une  solution  conte- 
nant une  constante  arbitraire  a  ;  car  si  e  =  F  (A,  %,  a)  est  cette  solution, 
on  aura  pour  la  solution  générale 

e=ii?-hF(A,  ».  «). 

équation  qui  contient  les  deux  arbitraires  H  et  a. 
Pour  la  fonction  S,  on  aura  par  conséquent 

S  =  Hf  4-F(A,  a,  «)— «. 

Les  dérivées  -j-t  j-«  ^  >  représenteront  les  vitesses  projetées  sur  les 
axes,  et  les  dérivées  ^>  j-»  in*  égalées  à  des  constantes,  compléteront 


AniRÉ  YBRS  DEUX  CENTRES  FIXES.  ^77 


ks  équations  du  mouTement. 
L*équatioii  à  intégrer  est  de  la  forme 


(S)'+(g)'-n^-i. 

si  l'on  prend  de  nouvelles  variables  imaginaires,  ^  =  h  -{-  z  v^—  i   et 
«=^  —  «v^— 1»  elle  se  ramène  à  la  forme  suivante, 

qui  est  intégrable. 

La  solution  conduit  à  des  fonctions  elliptiques,  que  Ton  ne  peut  exprimer 
sous  forme  finie.  Euler  était  parvenu  à  l^intégration  directe  des  équations 
différentielles  du  problème  en  prenant  pour  variables,  p  et  9,  des  quantités 
liées  aux  angles  IfBA  =  »,  MAZ  =:  4»,  par  les  relations 

tangj6i  =  p^,     tangjf  =  ^. 

C'est  cette  méthode  qu'a  développée  Legendre.  Le  même  problème  a  été 
traité  par  divers  géomètres,  entre  autres  par  Jacobi,  qui  7  a  appliqué  ses 
méthodes  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Plus  récem- 
ment, M.  Serret  a  fait  voir  que  la  solution  s'achève  en  employant  les  caor- 
données  elliptiques.  On  sait  que,  dans  ce  système,  chaque  point  du  plan  est 
déterminé  par  la  rencontre  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  homofocales» 
et  se  trouve  défini  par  les  paramètres  spéciaux  des  deux  courbes  qui  s'y 
coupent  à  angle  droit.  De  son  côté,  H.  Bertrand  a  fait  à  ce  problème  Tap- 
plication  de  la  méthode  fondée  sur  le  théorème  de  Poisson,  dont  il  sera 
question  plus  loin. 
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150.  Soient 

(«,  y,  »),  {«',  y',  aO,  («»,  y»,  a»),  ... 

les  coordonnées  rectangles  de  n  points  mobiles; 

f  fil  ,  "*  t    ***9 

les  masses  respectives  de  ces  n  points  ; 

x,Y,z,   x',Y',z',  x^Y^z^... 

les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces  qui  agissent  sur  eux. 


S78  THÉORÈME  DE  JAGOBI 

Les  équations  du  mouTement,  au  nombre  de  Su,  seront 


m  2^  =  T     /        pour  le  premier  point; 


f 


m'  -^  =  Y'    /        pour  le  second; 


Les  quantités  X,  Y,  Z,  X%  Y',  Z%  ...  sont  des  fonctions  données  des  coor- 
données JB,  y,  z,  Jf^  y^t  ^^  ...  de  tous  les  points  mobiles;  elles  peuvent  en 
outre  contenir  le  temps  (•  On  appellera  fonction  des  forces  une  fonction  0 
telle»  qu*on  ait  identiquement 

X.-'£,     Y'-^.     Z'-^ 
^-"djc'  dir       ^~d*'' 

X'=^.    Y'  =  ^,    Z'=^. 


de  sorte  qu'on  ait  FidentUé 

*U  =  \ix  +  Yiy  4-  ZJa  4-X'ax' -+-  Y'«y  -f-  Viz'-h  . ... 

le  temps  (  étant  toiyours  regardé  comme  une  constante.  Lorsque  la  fonc* 
tion  différentielle  X^^  +  Y^y  4-  Z^;s  +  If^af  +  ...  est  intégrabie  a  priori, 
la  fonction  des  forces,  U,  existe,  et  les  équations  (1)  expriment  que  les  pro- 
duits des  masses  des  points  par  leurs  accélérations  projetées  sur  les  axes 
sont  respectivement  égaux  aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  U. 

La  méthode  de  Jacobi  a  pour  objet  de  déterminer  une  fonction  S  du 
temps  t  et  des  coordonnées  x,  y,  z,  a/,  y'.  2^, ...  telle,  que  les  dérivées  par- 
tielles de  S  par  rapport  aux  5»  coordonnées  soient  respectivement  égales  à 
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dx       dy       dz        daf 
^di^  ^(Û*  ^dî*  ^'~dl*  '"*  ^^  ^^^  qu*on  ait  les  Sn  égalités  sul- 

vantes: 

dx       dS 
"'Sê^'di* 

dy       d$ 
dt        dy 

dz       dS 
'^di^'di* 

#cn  i         ,dz'      dS 

"^Tt-d^' 

j  di'       dS 


La  fonction  S  doit  contenir  d'ailleurs  3n  arbitraires,  de  sorte  qne  le 
groupe  (2)  représente  Tintégrale  première  du  groupe  (1). 

DiiTérentions  Tune  des  équations  (2),  la  première  par  exemple,  en  y  faif- 
sant  Tarier  le  temps  et  les  coordonnées.  Il  viendra 

d^      d^^  d—  rf~ 

._.  d*x dx  dx  dx  dx  dy   ,       dx  dz 

cl^  d^  d~ 
dx  dx^          dx  dy'  dx  dz* 

'^  dx'  m  '^  dy  Tt  "^  "57"  dï'^"' 

dx    utf    d%    dxf 

Dans  cette  équation  remplaçons  ^  ^  ^  '  ^  '  •jt'»  •  •  •  P^  ^^urs  valeurs 

tirées  du  groupe  (2)  :  nous  en  déduirons,  en  changeant  Tordre  des  dériva- 
tions partielles, 

,  rfS  / .  rfS  .  rfS  d^     \ 

dS  .  (fô  ^  dS 


1  (^d?dS    ,       dy^dS        ^ai^dS  ) 
'^wKdx    dx'^    dx    dy''^    dx   dy/"*""** 


équation  qu^on  peut  écrire 

+  21?  [(S)   +  (  J)'  +  (df')  ]  +  •  •  •)' 


d*« 
d? 
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ou  encore 

la  somme  2^  s'étendant  aux  n  pdiits  m,  m',  ... 

Donc  les  fonctions  0  et  |  +  2  Ij  [(g)*  +  (|)"  +  (f  )] 

ont  des  dérÎTées  partielles  identiques  par  rapport  à  la  variable  x.  On  prou- 
verait de  même  qu'elles  ont  même  dérivée  par  rapport  à  y,  par  rapport  à  s, 
par  rapport  à  xf^  et  ainsi  de  suite  pour  les  5n  coordonnées  des  points  mo- 
biles. Donc  ces  deux  fonctions  sont  égales,  à  moins  qu'elles  ne  diffèrent 
d'une  constante  ou  d'une  fonction  du  temps.  Mais,  comme  la  fonction  S 
entre  dans  le  calcul  seulement  par  ses  dérivées  partielles  prises  relative- 
ment aux  coordonnées,  on  peut,  sans  rien  changer  à  la  solution,  ajouter 
à  cette  fonction  telle  constante  ou  telle  fonction  du  temps  qu'on  voudra,  et 
choisir  cette  quantité  additionnelle  de  manière  à  annuler  la  différeDce 

entre  la  fonction  U  et  la  fonction  •ir-  4-  —  On  aura'  donc  l'équation 

«     S^2i[(i)v©'+(S)>". 

et  si  Ton  peut  trouver  une  fonction  S  du  temps  t  et  des  3n  coordonnées 
'1  y*  *>  •  -  •  <iui  satisfasse  à  cette  équation  avec  3n  constantes  arbitraires, 
on  aura  les  intégrales  premières  du  problème  en  prenant  les  dérivées  par- 
tielles de  S  par  rapport  à  chaque  coordonnée. 

151.  Lagrange  a  donné  le  nom  dHntéçrale  complète  d'une  équation  aox 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  l'équation  qui  satisfait  à  l'équatiou 
proposée  avec  autant  de  constantes  arbitraires  qu'il  y  a  de  variables  indé- 
pendantes. Ici,  l'intégrale  complète  de  l'équation  (5)  contiendra  donc 
5»  -i- 1  arbitraires,  puisqu'il  y  a  3n  + 1  variables,  savoir  le  temps  t  et  les 
3n  coordonnées  x,  y^  ...  Mais  Téquation  (5)  ne  contient  que  les  dérivées 
de  la  fonction  S  ;  de  sorte  que  toute  fonction  S  qui  satisfait  à  l'équation 
donnée  y  satisfait  encore  quand  on  y  ajoute  une  constante.  L'une  des 
3n  -h  1  constantes  est  donc  une  constante  additionnelle,  qui  n'influe  pas 
sur  la  solution  et  qu'on  peut  omettre.  Les  3n  autres  constantes  sont  les 
seules  arbitraires'utiies. 

Soit  donc 

(6)  Ss=5F(/,  X,  y,  X,  x',  y,  »',  ...,  ai,  «t,  as,  ...,  «5») 

la  solution  de  l'équation  (5)  avec  les  5n  arbitraires  «i,  04,  ...  a^t  indé- 
pendamment de  la  constante  qu'on  pourrait  ajouter  à  la  fonction  F.  Les 
dérivations  par  rapport  k  x,  y,  z,  ...  donneront  les  3n  équations  du 
groupe  (2).  Pour  compléter  la  solution,  il  faut  encore  trouver  un  groupe 
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de  9fi  équations  aTec  3n  nouvelles  arbitraires.  Mais  Jacobi  a  fait  Toir  que  ce 
second  groupe  peut  se  déduire  de  Téquation  (6)  en  prenant  les  dérivées 
partielles  de  S  par  rapport  aux  arbitraires  a|,  «„  . . .  a^.  Considérons,  en 
effet.  Tune  de  ces  arbitraires,  a,  prise  à  part.  S  étant  fonction  de  a,  mais 
U  ne  contenant  pas  celte  quantité,  prenons  la  dérivée  partielle  de  Téqua- 
tion  (5)  par  rapport  à  a  ;  il  viendra,  en  changeant  Tordre  des  dérivations 
sQcoessîTes, 

rfa        ^ri  1  I  rfS       rf«         rfS       rfot         rfS       dx\  - 

"rfT  '^idm\dx  "dx"  "*"  dy  ~df  "^  dz  IT/  ""  "' 

. .  ,       ,   1  dS    1  dS  ,  ,         dx   dy 

on  bien,  en  remplaçant  —  ^-i  -  j-»  •  •  par  leurs  valeurs  tt,  :?/,  .  •  • 

'^  ^      mdx   mdy        '^  dt    dt 

tirées  du  groupe  (S), 

^dS  ^dS  ^<fô  d—      \ 

da   ,   yi      da  dx  dat  dy  dot  dz  \ ^ 

di    '^^  dx   di  "^   dy    di  '^    dz   dlj  ""  "* 

Or  le  premier  membre,  multiplié  par  d(,  est  la  diflérentielle  totale  de  la 
fonction  ^,  quand  le  temps  augmente  de  sa  différentielle  dt.  Cette  dlf- 

lerentielle   étant  identiquement  nulle,  la  fonction  j-  est  constante,  et 

par  suite 

dS 

■j-  =  constante 

est  une  intégrale  du  problème.  On  aura  donc  les  Zn  intégrales  qui  restent 
à  trouver  en  posant  les  3n  équations 

dS_^  ^S_-  ^'S^^ 

où  Pi,  Pi>  . . .  désignent  Su  nouvelles  constantes. 

Lorsque  la  fonction  U  est  indépendante  du  temps  t,  auquel  cas  Tinté- 
grale  des  forces  vives  a  lieu,  on  satisfait  à  Téquation  (5)  en  prenant  pour 
S  une  fonction  linéaire  du  temps,  plus  une  fonction  dçs  coordonnées. 
Posons  . 

(!)  S  =  e  — tt. 

e  étant  une  fonction  de  «,  y,%,  sf,  •  • .  indépendante  de  i,  et  G  une  des 
Su  orastantes  «.  On  aura  alors 

^-~c 
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et  -T-  =  j-f»  <le  sorte  qu'il  suffira  de  changer  S  en  e  dans  le  groupe  (i). 
i*équation  (5)  devient  dans  ce  cas 

«   2i[(S)'+(S)"+(gn="°+^- 

11  suffira  de  trouver  une  fonction  e  des  coordonnées  x,  y,  ...  satisfai- 
sant à  cette  équation  (8)  avec  3fi  — 1  constantes  arbitraires  a^,  a,. ... 

Osa— 1. 

Les  dérivées  partielles  ^>  t"*  -  •  •  contiendront  les  3n  arbitraires  «i, 

«,,  ...  «sii-i  6t  C,  et  donneront  les  valeurs  de  ^y  ^,  ...,  c'est-^-dire  les 

3n  intégrales  premières.  Les  Su  int^rales  définitives  s'obtiendront  en 

•égalant  à  des  constantes  les  3n  dérivées  -j-  «  -r—f  . . .  s ^  in-  Us 

^  asi    oa,  ooisii^i  du 

3n  —  1  premières  sont  identiques  à  t— ,  j—  ,  • .  •  j ;  la  dernière 

^  est  égale  à  ^  —  <,  de  sorte  que  la  dernière  des  équations  déûDitives, 
la  seule  qui  contienne  le  temps»  prend  la  forme 

rfe     - 

T  étant  une  arbitraire. 

On  peut  observer  que  Téquation  (8)  n*est  autre  chose  que  Téquation  des 
forces  vives  ;  G  est  la  constante  qui  figure  dans  celte  équation. 

La  méthode  de  Jacobi  s'applique  aussi  à  des  systèmes  soumis  à  des  liai- 
sons, mais  moyennant  qu*on  fasse  un  choix  particulier  de  variables  indé- 
pendantes les  unes  des  autres;  nous  nous  occuperons  de  ce  si^et  daosle 
4:hapitre  suivant* 


CHAPITRE  II 


RéOUGnON  DES  ÉQUATIOIIS  OU  MOUVEMENT  A  LA  FORME  CANONIQUE, 
ET  THÉORÈME  DE  JACOBI  DANS  LE  CAS  OéNÊRAL. 


i5S.  On  appelle,  en  général,  forme  canonique  d'une  fonction  ou  d^un 
groupe  d^équations,  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  ramener 
cette  fonction  ou  ce  groupe  d'équations  sans  lui  faire  rien  perdre  de  sa  géné- 
ralité. Les  équations  du  mouvement  d'un  système  de  points  dont  les  liai- 
sons peuvent  être  exprimées  par  des  équations,  sont  réductibles  à  une  forme 
canonique  que  Lagrange  a  le  premier  indiquée,  et  que  Hamilton  a  su 
perfectionner  depuis.  On  y  parvient  facilement  par  la  méthode  suivante, 
beaucoup  plus  rapide  que  celle  dont  Lagrange  avait  fait  usage. 

Considérons  un  système  matériel  composé  de  n  points,  dont  les  masses 
soient  m,  m|,  m,...,  fiia-i  ;  les  coordonnées  de  ces  points,  au  nombre  de 
5ji,  seront  désignées  par 

Noos  r^résenterons  par  fiiX,  mY,  mZ,  i7i|X{,  yn|Y|,  nt|Z|,...  mn—i^n—ti 
fnji-iT«_|,  mj|.iZ||.i,  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces  qui 
agissent  sur  ces  n  points.  Les  quantités  X,  T,  Z,  X|,  Y|....  Z«-i  sont  des 
fonctions  connues  des  coordonnées  x,  y,  2,  a;,,  yi,...  h-^u  ^  peuvent  en 
outre  contenir  le  temps  U 

Soient  enfin 

L,  =  0, 
L,  =  0, 


Sn— il;  équations  entre  les  coordonnées,  équations  qui  peuvent  contenir 
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aussi  le  temps  I,  et  qui  expriment  les  liaisons  auxquelles  le  système  est  is- 
su jetti. 

Les  équations  différentielles  du  mou?ement  se  déduiront  du  théorème  de 
d'Alembert,  à  l'aide  de  l'équation  du  travail  virtuel  : 

La  somme  z  est  étendue  aux  n  points,  et  les  variations  èx,  iy,  h,.,  sa- 
tisfont aux  équations  L=0.  Le  nombre  des  équations  différentielles  dis- 
tinctes qu*on  en  déduit  sera  égal  à  ft  (III,  §  133). 

L'équation  (i)peut  s'écrire,  en  séparant  les  forces  dans  un  membre  et  les 
accélérations  dans  Tautre, 

Nous  supposerons  qu'il  existe  une  fonction  U  telle,  qu*on  ait  identiqoe- 
ment,  en  difTérentiant  la  fonction  U  sans  faire  varier  le  temps  t,  opération 
que  nous  indiquerons  par  la  caractéristique  ^, 

(2)  *U  =  2  m  [Ux  H-  Yiy  4-  Wa). 

U  sera  la  f(mciiondeêfarce$;  on  en  déduit  mX=(T-K  mY=(^),etc, 

de  sorte  que  les  composantes  des  forces  données  seront  les  dérivées  partiel- 
les de  cette  fonction  par  rapport  aux  coordonnées. 

On  peut  donc  remplacer  par  ^U  le  second  membre  de  Téquation  (1  H<). 
Quant  au  premier,  on  le  transforme  d'une  manière  analogue  en  introdui- 
sant la  force  vive  3T  : 

PI       "-s-[(l)V(S)V(S)l 

Faisons  pour  abréger 

— — */     ^— .//     ^'  — ^ 
di"^*     di"^'     Jf^' 

I*accent  indiquant  ici  le  rapport  de  la  différentielle  totale  de  la  variable  qui 
en  est  affectée  à  la  différentielle  du  tempt^  ou  la  vitesee  de  cette  variable* 
U  viendra 

(3  6»)  2T=:2m(«^  +  î^  +  »'«), 
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et  tirant  de  cette  relation  les  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  aux  Taria- 
bles  immédiates  sf^  y',  %'  qui  y  figurent,  on  aura 


{mis,  diflërentiantces  dernières  équations  et  divisant  par<ft, 

âmxf rf*'  «ftr  \àif) 

ir-'"'3<  =  '"rf?  =  ~~sr' 

De  même 


•  •  •• 


*"  rf<« ar 


4 


(S) 


d»2 

Substitnant  dans  Téquation  (1   hxi^^  nous  obtiendrons  Téquation  trans- 
formée 


.-  s[^-#..ifi, 


==5U. 


La  somme  s  s'étend  aux  n  points  mobiles,  dont  chacun  fournit  à  Téqua- 
tion  trob  termes  semblables  à  ceux  que  nous  ayons  écrits. 

Souvenons- nous  que  la  notation  \-^\  représente  la  dérivée  partielle 

de  T  par  rapport  à  x',  déduite  de  Téquation  (5  hx£)  \  les  caractéristiques  d 
sont  les  signes  de  la  différentiation  totale,  le  temps  étant  regardé  comme  la 
seule  variable  indépendante  ;  les  caractéristiques  ^  indiquent  aussi  une  dif- 
férentiation totale,  mais  lorsque  le  temps  i  est  regardé  comme  constante. 
La  principale  difûculté  des  transformations  analytiques  qui  vont  être  déve- 
loppées résulte  des  points  de  vue  divers  auxquels  on  doit  se  placer  pour 
opérer  ces  dérivations  et  ces  dilTérentiations  successives  ;  nous  éviterons  la 
confusion  dans  les  résultats  en  employant  autant  que  possible  des  notations 
spéciales  pour  représenter  les  différentes  opérations  à  exécuter. 

155.  Proposons-nous  de  changer  les  variables  x,  y,  «,...  en  d* autres  va- 
riables 9|,  9„...  9^  au  nombre  de  k.  Les  5n— i;  équations  de  liaisons  per- 
mettent, par  exemple,  d^exprimer  5n— i;  des  coordonnées^,  y,  x,...  en 
fonction  des  k  coordonnées  restantes,  lesquelles  demeureront  indépendan- 
tes comme  s'il  s'agissait  d'un  système  de  points  libres.  On  peut  ausâ 
exprimer  les  k  coordonnées  restantes  en  fonction  de  k  autres  variables,  ce 
qui  revient  à  exprimer  les  5A;  coordonnées  «,  y,  «..«  en  fonction  de  k  varia- 
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bles  nouTelles,  9i, . . .  qk,  qui  resteront  indépendantes.  Cette  seconde 
marche  présente  plus  de  symétrie  que  la  première,  n  est  possible  d'ail- 
leurs que  le  temps  t  figure  dans  les  équations  L  =  0,  et  qu^il  sobsisie 
dans  les  équations  qui  expriment  jc,  y  et  x  en  fonction  des  q,  de  sorte  qoe 
nous  poserons  d*une  manière  générale,  comme  type  des  équations  qal  ser- 
yent  au  changement  de  variables,  la  formule 

i 
La  lettre  accentuée  q'  indiquera  encore  le  rapport  ^  dq^  oa  la  vitesse 

de  la  variable  q.  Gela  posé,  diiïérentions  Téquation  précédente  et  dinsoDS 

par  dt  ;  il  viendra,  en  représentant  par  les  notations  -jj-,  ^9  les  dériTées 

partielles  de  x  par  rapport  à  <  ou  à  9, 

Cette  équation  montre  que  â/,  fonction  du  temps  t,  des  nouvelles  coordon- 
nées q  et  de  leurs  vitesses  ç',  est  linéaire  par  rapport  aux  vitesses  g';  on  en 
déduit  par  conséquent,  en  prenant  la  dérivée  partielle  de  af  par  rapport 
à  Tune  quelconque  des  variables  q',  par  rapport  à  q^i  par  exemple, 

dx' dx 

dq^i~Wi 

Cette  relation  va  nous  servir  à  trouver  les  valeurs  de  -rr  et  de  7-1 

dqU         açi 

dont  nous  aurons  besoin  pour  transformer  Téquation  (4). 

Il  vient  d*abord,  en  observant  qu*en  vertu  de  l'équation  (3  hi»)t  T  est 

une  fonction  de  x',  y\  2^,  et  que  ces  variables  s'expriment  en  fonction  des 

9  et  des  f' , 

dqu" ^VW)dq\'^\dyf)dq*J  W-7^'J' 

et  par  suite,  en  remplaçant  -j-r  par  t — ,  -^  par  t^,..., 
•^  *^  ag'rf   '^      dqi     dq'i   *^     dqi 

les  sommes  z  s'étcndant  à  tous  les  points  du  système. 
On  aurait  de  même,  en  prenant  la  dérivée  de  T  par  rapport  à  qi, 

dqi'^^lX  dx'}  dq^  ^  UW  dq,  +  \  d,')  dq^ 
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(dT\   daf 
^)  j—  «îans  le  second 

membre  de  cette  équation.  Pour  le  transformer,  prenons  dans  Véquatioa 
écrite  plus  haut  la  déri? ée  partielle  de  x^  par  rapport  à  Çi  ;  il  viendra 

.  dx  .  dx  .  dx  d  — 

dx'  dt  dÇi  dq^  ^9u 

5j;=^ +«'• -^+«'» -5^ +  ••••  + «'»-5^' 

i 

» 

ou  bien,  en  intervertissant  Tordre  des  dérivations, 

dx  .  dx  .  dx  .  dx 

i^  d=-  à=-  d^ 

On  aurait  de  même 

i^  d^  d^  a^ 

.   d%  ,  di  ,  dz  j    di 

35;=  ir  +  «^»  rfîT'^ '^^  rf?;  "^ ■  ■   ■  ■^'*~rf?7 ■ 

Substituons  dans  :?—;  il  viendra 

aqi 


m 


ira—        d—         -\ 


\  d%-      d^       1 


Or,  si  Ton  différentie  Téquation  (5),  et  qu*on  divise  par  dt,  on  obtient  Té- 
quation  suivante» 


d 


dt 

en  n*écrivant,  pour  abréger,  que  les  termes  fournis  par  le  premier  terme 
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dô  l'équation  (5)  ;  l'équation  complétée  deTrait  contenir  3n  —  1  doohles 
termes  semblables  à  celui  qui  est  écrit. 

On  retrouve  dans  (7)  les  termes  mêmes  du  second  membre  de  (6).  Résol- 
vant l'équation  (7) par  rapporta  la  somme  de  ces  termes,  il  vient 

fd^  d^  1       d^  d(^\ 


et  enûn,  en  vertu  de  léquation  (6), 

dï 

dt         Zà       dt 


d~  d  (^\ 

d^i       ^       \dx'J  dxdV 


ou  bien  encore 


dg^      dq/ 
rfT 


d^L  .fdî\ 

(8)  rfy^i      eff  _  y  "^  W)  dx 

dt         dqi~^  Zà       dt       dql 


la  somme  z  du  second  membre  comp"*enant  en  tout  Zk  termes  sembla- 
bles à  celui  qui  est  écrit. 

L*équation  (8)  nous  fournit  en  réalité  k  équations,  en  donnant  à  i  toutes 
les  valeurs  entières  de  1  à  ifc.  Multiplions  Téquation  (8)  par  ^^t,  puis  Élisons 
la  somme  des  k  équations  ainsi  préparées;  il  viendra 

'|(T'-S)'..-|24f-^^'.. 

le  2]  s«08  indices  s'appUquant  aux  3n  coordonnées  «,  y,  «,...  Si  l'on  inter- 
vertit les  deux  sommations,  on  aura 


<  =  »  d 


w) 


SS-^^'». 


<  — 1 

d 


V       \dx')  (dz  ,     ,  dx  .      .  .  dx  .   \ 

Zà     dt        ' 

c'est-à-dire,  on  retrouve  la  somme  même  qui  forme  le  premier  membre  de 
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réquation  (4)  ;  cette  somme  est  égale  à  ^U,  et  par  conséquent  on  obtient 
Téqualion 


m 


i  =  1 


équation  où  la  fonction  T  est  supposée  exprimée  en  fonctions  des  q  et  des 
q',  et  la  fonction  U  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées  q  seulement. 

Les  nouvelles  coordonnées  étant  indépendantes,  par  hypothèse,  les  èq  sont 
arbitraires,  et,  par  suite,  Téquation  (9)  fournit  k  équations  distinctes,  de  la 
forme 

,  dT 


(10) 


dg'i 


di 


EL 

^9i 


rfU 

dq^ 


C'est  la  première  forme  canonique  à  laquelle  on  peut  ramener  les  équations 
du  mouvement.  La  méthode  se  résume  dans  le  dioix  de  k  coordonnées 
indépendantes,  ^i,  g,,...  ç^,  en  fonction  desquelles  on  exprime  la  fonction 
des  forces,  U;  on  appelle  ensuite  g'i,  q'tf*  <tv  ^^^  vitesses  de  ces  nou- 
velles coordonnées,  et  on  exprime  la  demi-force  vive  T  en  fonction  de 
^i»9t>"»  9r  c^  <^^  Ç'i>  9'9<**'  ir  ^^  forme  au  moyen  des  équations  qui  don- 
nent 13  et  T  les  dérivées  partielles  de  U  par  rapport  à  Çi,  Çf..  q^^  et  les 
dérivées  partielles  de  T  par  rapport  à  q^,  9,,...  9^,  et  à  q\^  q^t,-  q'^^ 

On  substitue  dans  les  k  équations  (10),  et  on  a  les  il  équations  dilïérentiel- 
les  du  mouvement,  qu'il  reste  à  intégrer. 

Remarquons  que  les  équations  (10)  subsistent  encore  lorsqu'il  n'y  a  pas 
de  fonction  des  forces,  c*est-à-dire  lorque  la  fonction  x  m(X^x  + Y^y+Z^z) 
n'est  pas  une  difiërentielle  exacte.  Il  suffit,  en  effet,  d'exprimer  cette  somme 

en  fonction  des  variables  q  et  iq,  et  de  regarder  -3—  comme  le  coefficient 

de  èq^  dans  le  développement  de  celte  sonune. 
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Fig.    94. 


V.  —  MfC.    COLUGROa. 


i54.  Prenons  pour  axes  la  verticale  et  deux 
^  droites  horizontales  rectangulaires  se  coupant 
au  centre  0  de  la  sphère.  Le  sens  positif  de 
Taxe  des  *  sera  supposé  descendant.  Les  co- 
ordonnées rectangulaires  du  point  M  seront 

«=0R,        y  =  RP,        »=PM. 

Kous  y  substituerons  les  coordonnées  indé- 
pendantes qui  suivent, 

19 


c  * 
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9i= angle  AOS»  longitude  du  point, 
ç^= angle  SOM,  latitude. 

Le  rayon  OA  de  la  sphère  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  et  la  masse 
du  point  pour  unité  de  masse,  on  aura 

«  =  cos  Çt  ces  9i,  U  =  ^  =  ^  sin  ç,. 

y  =  ces  9i  sin  qg, 
%  =  sin  9a, 

D'où  résultent  les  vitesses 

af  =  —  sin  g,  cos  g,  X  ^1  —  C08  9,  sin  ç,  x  q'i, 
y'  =  —  sin  qt  sin  q^  X  q^t  4-  ces  ^i  cos  ^r,  x  ^|, 
»'  =  cos  9t  X  qft' 

La  demi-force  vive,  T,  sera  rgale  & 

T  =  i («^  +  y^  +  *^)=  J^,«  +{  cos  Vi  X^r',*; 


donc 


de  plus 


rfT     ^  dT  . 

rfX  .  -  rfT 


rfU     ^  dU 


Les  équations  du  mouvement  seront  donc 

-^  — oos9tsin9tXç'i«  =  <7Cos^,. 

La  première  équation  intégrée  donne 

q\  cos  *9«  =  G. 
Substituant  dans  la  seconde  équation  cette  valeur  de  q\^  il  vient 

^•-cosç,smftX55^  =  ^co89., 
ou  bien 

^T't      /ia  sin  qm  . 

rf/  cos*9,      sr«»yt     «, 

équation  du  second  ordre  en  q^^  puisque  -^  est  égal  &  -^* 


• 
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i55.  Lorsque  les  équations  des  liaisons,  L^  =  0, ...  ne  contiennent  pas 
explicitement  le  temps  t,  on  peut  simplifier  les  équations  (10)  et  les  rame- 
ner à  une  forme  plus  symétrique  et  plus  élégante.  On  y  parvient  en  chan- 
geant encore  de  variables,  et  en  substituant  aux  2A  variables,  g  et  ç'  =  -^, 
dont  on  s*est  d*abord  servi»  2A  autres  variables  q  eip,  ces  dernières  varia- 
bles  étant  égales  aux  dérivées  partielles  -j-,. 

La  fonction  U  étant  exprimée  en  fonction  des  variables  q  seules,  le  chan- 
gement de  variables  est  indifférent  pour  elle,  et  ses  dérivées  partielles  -j- 

soDt  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes. 

n  n*en  est  pas  de  même  de  la  fonction  T.  Dans  le  système  des  variables 
q  et  ^,  cette  fonction  a  des  dérivées  partielles  représentées  par  les  symbo- 

les^  et  j-p-  Dans  le  système  des  variables  q  et  p,  elle  aura  d'autres  déri- 
vées, qu'on  représentera  par  les  symboles  (  7"  )  ^M  j"  )  entre-parenthéses, 

pour  éviter  toute  confusion. 
Nous  avons  posé  Téquation  générale 

qui  définit  les  variables  p^,  et  qui  exprime  les  dérivées  —  en  fonction  de 

ces  nouvelles  variables.  Cherchons  maintenant  les  dérivées  -j—  en  fonction 

de  p^  el  de  q^.  On  y  parvient  très  rapidement  par  la  méthode  suivante. 

La  fonction  T  étant  exprimée  en  fonction  des  q  et  des  ^,  difîérentions 
cette  fonction  en  ne  faisant  varier  que  les  q^.  Nous  représenterons  par  la  ca^ 
ractéristique  dla  diflérentiation  faite  à  ce  point  de  vue  particulier. 

Nous  aurons 

ou,  en  remplaçant  j-^  par  f/, 

(12)  dT  =  p'^àfi^  H-  f/,d9',  -h  .     .  .  +  p/dçj'. 
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MaisT  est  la  demi-force  vive  du  système.  Les  liaisons  L^  =0,...  étant  snp- 
posées  indépendantes  du  temps,  les  coordonnées  primitives  x,  y,  «...s'ex- 
primeront aussi  indépendamment  du  temps  <,  en  fonction  des  nouvelles 
▼ariables  9i»  9i...  q^:  par  suite,  on  aura  les  titeues  des  coordonnées  par 
dei  équations  de  la  forme 

dx  dz  dx 

c'est*Â-dire  que  les  af  seront  des  fonctions  homogènes  du  premier  degré  des 

variables  <f,  La  demi-force  vive,  T  =  ^  ^  m(x^ -4-  y^  +  z^),  sera  donc 

aussi  une  fonction  homogène  du  second  degré  des  variables  q'.  Le  ikémm 
de$  foncliont  homogènei  donne  Téquation 


ou  bien 


(15)  2T  =  Pi^'i+P«v'i4-.  .  .  .  +r»5^». 

Diiïérentions  cette  équation  sans  faire  varier  les  variables  q  ;  il  viendra, 
en  employant  encore  la  caractéristique  d, 

(14)  2dT  =  (p,  dç',  -f  p,d^, 4- -^Pk^k) 

+  (Vi'*Pi  +  9't^Pt  +  ....  +  q'kdp^). 

La  première  parenthèse  étant  égale  à  dT  en  vertu  de  l'équation  (12),  il 
vient  «ussi 

(15)  q\  d;;,  +  ç'.dp,  + -\- q\  dp^  =  dT. 

Donc  g'i  est  la  dérivée  partielle  de  T  par  rapport  à  pi,  g',  la  dérivée  par 
rapport  à  p„...  ^^  la  dérivée  par  rapport  à  p^,  et  enfin  on  a  génôralemeni 


(16) 


(©='' 


éqiintion  qui  fait  oonnattre  if^  en  fonction  des  nouvelles  variables. 
T  étant  exprimé  en  fonction  des  q  et  des  p,  on  a  identiquement 
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dp.  dq". 

Dans  cette  équation,  changeons  chaque  dérivée  -j-^  en  — r^ ,  ou.  en 

dq^  dq^ 

intenrertissant  Tordre  des  opérations,  en 
il  viendra 


(«)  if = 


Or  T  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  eu  9'  ;  ses  dérivées  par- 
tielles,  j—,  par  rapport  aux  variables  q,  sont  encore  homogènes  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  variables  <f,  et  par  conséquent  on  a,  eu  appli- 
quant le  théorème  des  fonctions  homogènes,  _ 

d—  d  —  d  — 

Substituons  dans  (18)  ;  il  viendra  l'équation  très  simple 

dqt      \dqj  "^     dq/ 

OU  bien 

dT  /dT\ 

Ainsi  le  changement  des  variables  (ç,  ^)  en  (9,  p)  a  pour  effet  de  chan- 
ger le  signe  des  dérivées  de  T  par  rapport  aux  variables  9,  communes  à 
ces  deux  groupes. 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  ce  changement  de  variables  n*influe  pas 
sur  les  dérivées  partielles  de  U  par  rapport  à  q,  de  sorte  qu'on  a»  en  em- 
pbyant  toujours  la  notation  convenue , 


ft'ubstituons  dans  les  équations  (10)  les  valeurs  de  tt  et  de  7-  dédui- 

dq'i  dq^ 
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tes  de  (ii)  et  de  (SO),  et  la  valeur  de  ^  fournie  par  (21);  il  viendra 

on  bien 


m 


di^l      dq,      \ 


Aux  équations  (iO),  qui  contiennent  explicitement  deux  séries  de  raria- 
bles,  q  et  ^,  il  faut  joindre  les  équations 


ou,  en  vertu  de  Téquation  (16), 

^9i 


(25) 


«9<  _  /^\ 
di  -  \dpj 


La  fonction  D  ne  contenant  que  les  variables  q  à  Texclusion  des  Taria- 
bles  p,  on  a  identiquement  l  -^  j  =  0  ;  on  peut  donc  écrire  Féquation 
(25)  sous  la  forme 

Les  équations  du  mouvement,  au  nombre  de  2A,  sont  en  déOnitive  ame- 
nées à  la  forme  symétrique  suivante,  dans  laquelle  H  est  la  fonction  T—  U, 
diïérence  entre  la  demi-force  vive  et  la  fonction  des  forces: 

dt  "~       dq.* 

m  (    . 

dr  ""  "*■  dp^ 

Les  seconds  membres  indiquent  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  H 
par  rapport  avec  variables  q  et  p.  On  a  supprimé  les  parenthèses  dans  ces 
dernières  équations,  parce  qu'il  n'y  a  plus  aucune  confusion  à  craindre,  les 
anciennes  variables  (f  étant  entièrement  éliminées. 

156.  Cest  au  groupe  (25)  qu'on  réserve  ordinairement  aujourd'hui  le  nom 
à^équation$  canoniques  du  mouvement.  Celte  forme  suppose  que  les  liaisons 

ne  contiennent  pas  le  temps  i,  et  que  la  fonction  ^m  (X^jc  -j-  Y J|y  -f  ^*} 

soit  inlégrable.  Elle  est  donc  moins  générale  que  la  forme  (10). 
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Pour  former  les  2A  équations  (25),  on  opérera  comme  il  suit  : 

1*  On~exprimera,  au  moyen  des  équations  de  liaisons,  les  3n  coordonnées 
Xy  y,  s...  en  fonction  de  k  variables  q,  non  liées  ensemble; 

2*  Avec  les  variables  g,  on  formera  la  fonction  des  forces,  U  ; 

5*  Des  équations  qui  donnent  x,  y,  z,...  en  fonction  de  ^i,  g,,...  on  dé- 
duira les  vitesses  af,  y',  s',...  en  fonction  de  q^,  g^,...  et  de  leurs  vitesses 

4*  Avi'c  les  variables  q  et  les  variables  q^,  on  exprimera  la  demi-force 
vive  T  ; 

5*  On  formera  la  fonction  H  =T — U,  qui  contiendra  les  variables  q  et  les 
variables  q'  ; 

6*  On  prendra  les  dérivées  partielles  de  T  par  rapport  aux  variables  q', 
et  on  les  égalera  à  de  nouvelles  variables  p; 

7*  On  exprimera  les  ç'  en  fonction  des  ^  et  des  p  en  résolvant  les  équa- 
tions ainsi  formées,  et  on  substituera  ces  valeurs  dans  la  fonction  H  ; 

8*  On  formera  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  H  par  rapport  aux  va- 

riables  q  et  par  rapport  aux  variables  p  ;  on  égalera  les  dérivées  ^  changées 

de  signe  aux  vitesses  des  variables  p  de  même  indice  ;  et  les  dérivées  -r-j 

prises  avec  leurs  signes,  aux  vitesses  des  variables  q  de  même  indice.  On 
obtiendra  ainsi  le  tableau  des  ^k  équations  canoniques  du  mouvement. 

Pour  que  cette  seconde  forme  canonique  soit  applicable,  il  est  nécessaire, 
comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  que  la  fonction  U  existe  réellement.  Au- 
trement on  ne  pourrait  former  la  fonction  H. 

SXEMPLB.  —  MOUVBIIBRT  D^UH  PODIT   PESAIIT  SUR  VtOL  SBUkHM  FIXE. 

157.  Nous  avons  trouvé  dans  le  §  154  : 

Us=  y  sin  ut- 
iles dérivées  partielles  par  rapport  aux  ^  nous  donnent 
df 

^-p^cM^qtXti,  que  nous  égalerons  à  p«i 

aq  I 


On  a  donc 


ifT 

TT"  =  î'f  V^  >^o^  égalerons  à  p^. 


^         Pi 
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et 

La  fonction  H=T— U=:  iPS-hJ-^î ^sin^,.  On  en  déduit 

COS  Vf 

dqi 

dH  ___  ;)t*  sin  q^ 
dg^       COS  *9j 

«m 

dp 
dH 


gcoag^ 


dW  ^    Pi 

dPi     COS  Vf' 


Les  quatre  équations  canoniques  du  mouTement  du  point  sont  donc: 

dp\      A  dpm  Pi*  sin  g*  , 

-f-'  =  0,  -i^  =  ^Cl _Z!4.^cOS9tf 

dt  di  COS  Vf        '^        '"^ 

dq\_    Pi    ,  ^  — « 


MTiGRâLB   DES  P0RCE8  TITES. 

158.  Reprenons  les  équations  (10),  et  supposons  que  les  liaisons»  Li=^ 
L,  =  0,...  soient  indépendantes  du  temps  t,  auquel  cas  T  est  une  fonction 
homogène  du  second  degré  par  rapport  aux  variables  q^.  Multiplions  cha- 
que équation  d'indice  t  par  dq^  ou  par  qf^  dt,  puis  faisons  la  somme  des 
k  équations  ainsi  préparées.  Il  viendra 

les  T]  s^étendant  à  toutes  les  valeurs  de  Tindice  t,  de  1  à  A'. 
En  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogèneSi  on  a  identiquement 

DifTérentions  cette  équation.  U  viendra 


S^'.-.T.+S^/'''^'^- 
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Substituant  dans  la  première  équation  la  valeur  de^q'^d  7-7  tirée  de  la 
dernière,  il  vient 

Hais  y\  T-r  dg'<  "^  S  3«  ^^<  ®^'  **^  somme  des  différentielles  partielles  de 

la  fonction  T  par  rapport  à  toutes  les  variables,  q  et  g',  au  moyen  des- 
quelles celte  fonction  est  exprimée  ;  cette  somme  est  égale  à  la  différen- 
tielle totale  dî,  et  Téquation  qui  précède  revient  à 

swr-dT=aT  =  2f/?.. 

Si  la  fonction  U  ne  contient  pas  le  temps  t,  elle  ne  dépend  que  des  va- 
riables 9,  et  Ton  a 

Inéquation  différentielle  devient  alors  dT  =  dU,  ce  qui  donne 

T  =  U  +  C, 

G  étant  une  constante.  Dans  ce  cas  rinlégrale  des  force*  vives  a  lieu;  il  en 
est  ainsi  quand  les  équations  de  liaisons  et  la  fonction  des  forces  sont  indé- 
pendantes du  temps  L 

Si,  au  contraire,  la  fonction  des  forces,  U,  contient  le  temps  i,  on  n*a 
phis 

mais  bien 

de  sorte  que  l'équation  différentielle  devient 

dont  rintégrale  ne  peut  être  posée  à  priori. 

Par  exemple,  dans  le  problème  que  nous  venons  de  traiter  (§  157),  les 
liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  ce  qui  nous  a  permis  de  donner 
aux  équations  la  seconde  forme  canonique.  De  plus,  la  fonction  D  ne  con-* 
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tient  pas  le  temps  L  Donc  T  —  U  ==  constante,  oa  n= constante,  esl  une 
intégrale  du  mouvement. 


TBitORiMB  DB  JÀGOBI  DAV8  LB  GàS  gMraL. 

159.  Supposons  les  équations  du  mouvement  ramenées  à  la  forme  cano- 
nique suivante  : 

<^<  _  rfU  _  flfT 
dt  "~  dq.       dq.  ' 
(i)  \      ,  '  ' 

is^-^dp; 

sa  observant  que  la  fonction  H  est  égale  à  T  —  U»  et  que  D  est  indépendant 
des  variables  p. 
Proposons-nous  de  trouver  une  fonction  S  des  variables  q  telle,  que  les 

dérivées  partielles  ^  soient  égales  aux  valeurs  de  p  :  qu'on  ait,  en  d'autres 

termes»  Féquation  générale 

(«)  ^*=%- 

la  fonction  S  contenant  d'ailleurs  le  temps  U 

Le  groupe  des  k  équations  (S)  constituera  une  intégrale  première  des  21; 
équations  du  groupe  (1);  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  la  fonction  S 
contienne,  outre  les  k  variables  g,  k  arbitraires  a|,  a|, ...  a».  Onpoum 
donc,  au  moyen  des  équations  (2),  exprimer  les  p  en  fonction  des  q  et  des 
arbitraires  a,  puis  substituer  dans  la  fonction  T,  qui  se  trouvera  dès  lors 
exprimée  en  fonction  des  quantités  «  et  9.  La  fonction  T  a  donc  deux 
formes  distinctes  :  dans  Tune,  elle  contient  les  variables  q  et  les  varia- 
bles p  ;  dans  la  seconde,  elle  ne  contient  plus  que  les  variables  9,  les  p 
^tant  éliminés  au  moyen  des  équations  (2).  Nous  représenterons  par  T' celte 
seconde  forme  de  la  fonction  T,  la  lettre  T  sans  accent  continuant  de  repré- 
senter la  première. 

Formons  les  dérivées  de  T'  par  rapport  aux  variables  q  ;  nous  aurons,  en 
observant  que  T'  n'est  autre  chose  que  la  fonction  T,  dans  laquelle  les  ia- 
riables  p  sont  exprimées  en  fonction  des  variables  9, 


(3^ 


rfr__  rfT^        V  —  ^ 
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Les  équations  (1)  nous  donnent 

dp^  —  di  ' 
€t  les  équations  (2) 

*i  ^  J^  _    rf*S ^  _  ^Pi^ 


Substituant  dans  Téquation  (3),  il  vient 


y=* 


(*) 


Or  p^  est  une  fonction  du  temps  t  et  des  variables  Çi,  g,,  g,...  ;  on  a  donc, 
en  prenant  la  différentielle  totale  de  p^. 

Divisant  par  dl  et  résolvant  par  rapport  à  la  somme,  on  a 

w  2jd^.ii^di''Pi--dt' 

Hais  réquation  (3)  nous  donne,  en  prenant  les  dérivées  partielles  des  deux 
membres  par  rapport  au  temps  t, 

(6)  *?  -  -^'  -_     ^< 

dt  '^     dt     ^    dq^' 

Substituons  cette  valeur  dans  (5),  puis  la  valeur  de  la  somme  z  dans  (4)  ;  il 
vient 

Mais  7.4p<*  ▼îtesse  de  la  variable  p^,  est  donnée  par  la  première  des  équa- 
tions (1) 

1    .      ,dî_dU 

dr^*^d^^^d^^* 
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ce  qui  change  l'éqaation  (7)  en  Téquation  suivante» 


0 

di^      <*j,        rfj,  • 

OU  encore 

(8) 

An    XAt      '     *    /   Min 

Cette  équation,  ayant  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  l'indice  t,  montre  que 

les  fonctions  (]  et  ^  H-  î'  ont  les  mêmes  dérivées  partielles  par  rapport  aux 

variables  q\  que,  par  conséquent,  la  difTérence  de  ces  deux  fonctions  est  une 
constante  ou  une  fonction  de  i  seul  ;  comme  d'ailleurs  la  fonction  S  ne  sert  qu'à 
fournir  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables  ç,  on  peut  y  ajouter 
indifl'éremnieut  telle  constante  ou  telle  fonction  de  i  qu'on  voudra,  et  par 
conséquent  on  peut  faire  disparaître  la  difTérence  ;  ce  qui  conduit  à  Téqua- 
tion 

■ 

dans  laquelle  T'  est  la  demi-force  vive  exprimée  en  fonction  des  ^  et  des 
dérivées  de  S.  La  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  cherchée  fst 
donc  simplement  exprimée  par  Téquation  (9),  qui  est  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  liant  la  fonction  S  aux  variiibles  ç. 
D  reste  à  former  la  fonction  V. 

Observons  pour  cela  que  la  fonction  T,  égale  à  ^Zm  (x'*  +  y'*  +  s'^)» 

est  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  aux  vitesses  x^,  y',  i^,  les- 
quelles sont  linéaires  en  ç',  dès  que  les  liaisons  sont  indépendantes  du 
temps.  La  fonction  T  ebt  donc  aussi  homogène  et  du  second  degré  par 
rapport  aux  vitesses  if.  Mais  les  variables  p  étant  liées  aux  variables  <(  par 
la  relation 

« 

les  p  sont  linéaires  par  rapport  aux  ^;  réciproquement  les  f  sont  linéaires 
par  rapport  aux  p\  par  suite  enfin,  la  fonction  T  est  homogène  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  variables  p. 
Le  calcul  donnera  donc  pour  T  une  expression  de  la  forme 

(10)  T  =  Ap^*  -h  2D;?,p,  -f-  €;,,«  +  SDpjp»  +  . . . 
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JQ  jo  jq 

Pour  en  déduire!',  il  sufQra  de  changer  p.  en  j-»  Pi  en  t—,  p.  en  j— ,  ... 
et  Ton  aura 

Inéquation  (9)  prend  donc  la  forme  définitive 

L'équation  (12),  qui  est  du  premier  ordre,  exprime  une  relation  qui  lie  la 
fonction  S  aux  A  + 1  variables  indépendantes  ^  ^i»  Çi,...,  qk  ;  ^intégrale  com- 
plète de  cette  équation  contiendra  k .+  '1  constantes  arbitraires,  dont 
l'une  peut  s'ajouter  à  la  fonction  S  elle-même,  puisque  ses  dérivées  seules 
ligurent  dans  Téquation  donnée,  et  se  trouve  sans  influence  sur  la  solution 
du  problème  proposé.  On  peut  laisser  de  côté  cette  constante,  et  mettre 
la  fonction  cherchée  sous  la  forme 

«it  «tf  •••  A*  étant  les  arbitraires  introduites  par  Tintégration. 

160.  Lorsqu'on  aura  trouvé  cette  fonction,  on  pourra  en  déduire  le 
groupe  des  valeurs  de  p  fourni  par  les  équations  (2),  en  prenant  les  déri- 
vées de  S  par  rapport  à  g^,  g,,...  On  aura  ainsi  k  intégrales  premières  des 
équations  (1).  Pour  achever  Tintégration,  on  remarquera  qu'il  suffit  de 
prendre  les  dérivées  de  S  par  rapport  aux  arbitraires  a,  et  d'égaler  ces  h 
dérivées  à  de  nouvelles  constantes  P|, ...,  h'  £n  effet,  prenons  la  dérivée  de 
l'équalioD  (12)  par  rapport  à  une  arbitraire  a  quelconque,  nous  aurons 

d—  d  —  d  —   •  d  — 

dt    .  g^  dS      dqi   .  gp  <^S  ^  </y,    .  gg  ^      <<g> 

doL  dg^    dx  dq^    da,  dq^     da 

+  2C^-^*  +  ...=0. 
dq^     da 

Nous  égalons  à  zéro  parce  que  la  fonction  U  ne  contient  pas  les  a.  Inter* 
vertissons  Tordre  des  dérivations  partielles,  puis  remplaçons  les  j-  par  les  p 
de  même  indice.  Il  viendra 

^dS  ^dS  ^rfS  ^dS 

+  ÎCp, -j^"  +  ...-0, 


m  UÈTHODE 

ottbieD 

111)  -^+(2Ap.-h«Bp,+  ...)-^ 

+  (2Bp,-h2C;ij+...)-3r^+...  =  0. 

De  réquation  (10)  on  tire,  en  prenant  les  dériTÔes  partielles  de  T  par  rapport 
auxp, 

^^  =  2Bp,  +  2Cpi4-..., 


et  substituant  dans  (1-1),  il  vient 

^dS  ^dS  ^rfS 

(2o(         <fT       da         cfT        ifst 

MaÎB,  en  yertu  des  équations  (1), 

rfT  __d£| 
dp,  ~"  di  • 

dp,  ""  d*  ' 


ce  qui,  substitué  dans  (1 5),  donne 

d—      d~  d  — 

dS 

OU  bien,  puisque  -r-  est  fonction  seulement  des  q  et  de  t, 

ds 
Donc  la  fonction  :r  ^t  constante,  et,  par  suite,  on  déduira  de  Téqush 

a* 

tion  (15)  A  intégrales  nouyelles  en  égalant  à  des  constantes  arbitraires  les 

dériyées  de  la  fonction  S  par  rapport  à  chacune  des  k  arbitraires  qu'elle 

contient  déjà.  Les  2A  intégrales  du  problème  sont  donc 

dS  dS  dS 

^»  =  d^/     ^•  =  dS'-->'»  =  d7/ 

dS_  ^  ^a  ^— fi 
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161.  Lorsque  la  fonction  U  est  indépendanle  du  temps  i,  on  simplifie  la 
solution  en  posant  S  =  e  —  cf,  e  étant  une  constante,  et  d  une  fonction 
des  variables  g,  indépendante  du  temps.  Grâce  à  cette  transformation, 
l'équation  (12)  devient 

«1       '(t)V»g,t+c(f.)V  ...=... 

La  constante  e  est  alors  la  constante  de  Féquation  des  forces  vives. 

Le  problème  est  ramené  à  trouver  une  fonction  e  des  A  variables  q,  qui 
satisfasse  à  Téquation  (17)  avec  A; — 1  constantes  arbitraires  «o  o^,*..  ««  — i^ 
outre  la  constante  c.  Les  k  intégrales  premières  seront  encore 

de  de  de 

et  les  intégrales  définitives, 


de     ^     de      ^  de       .         de 


^, -^»'   ar,-^' •••rfTTt""^-*'    d^"^-^' 


Reprenons  comme  exemple  le  mouvement  d*un  point  pesant  sur  una 
sphère, 
lions  avons  trouvé 


Done 


^i\dqj    "^'acos'^.Uvi/  ' 


ou,  en  adoptant  tout  de  suite  la  forme  (17),  puisque  Tintégrale  des  forces 
vives  a  lieu, 

L'équation  (17)  devient»  en  remplaçant  U  par  sa  valeur  g  sin  ç,, 


1     /de Y  ,  i  /dey  ^ 


2cos*ç, 

et  le  problème  consistera  à  déterminer  6  en  fonction  de  Çi,  de  q^,  de  c  et 
d'une  nouTelle  ari)itraire  unique  a|. 


SOI  THÈORËHS 
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162.  Supposons  qu*on  ait  trouYé  les  équations  primitiTes  du  groupe  ca- 
nonique de  2A  équations  du  premier  ordre  : 

dt  ^^  dp{ 

Ces  équations  renfermeront  2A  arbitraires,  et  les  valeurs  des  p  et  des  9 
seront  exprimables  en  fonction  de  ces  SA  quantités  et  du  temps  i.  Résol- 
vant les  2A;  équations  par  rapport  aux  arbitraires,  on  exprimera  inverse- 
ment chaque  arbitraire  a  en  fonction  du  temps  i  et  des  variables  p  et  9. 
Mises  sous  cette  forme,  les  équations  intégrales  du  mouvement  expriment 
que  certaines  fonctions  du  temps  et  des  variables  p  et  47  restent  constantes 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  si  Ton  a  été  conduit  à  poser 
réquation 

(2)  «  =  /"(«.  Pi»  Pt»  . .  .1  Vv  9i'  ^«'  •  •  ••  ^*)» 

on  pourra  dire,  en  regardant  a,  non  plus  comme  une  constante,  mais 
comme  la  fonction  même  à  laquelle  Tarbitraire  a  se  trouve  égalée  dans 
réquation  (2),  que  XéqvuOxon  a  =  eonxiardt  est  une  intégrale  du  système  (\  ). 

Le  théorème  de  Poisson  montre  que  si  Ton  connaît  deux  intégrales  dis- 
tinctes, a  =  constante  et  P  =  constante,  du  système  (1),  on  peut,  à  l'aide 
des  deux  fonctions  a  et  p,  en  former  une  troisième  7  qui  reste  aussi  con- 
stante pendant  toute  h  durée  du  mouvement  ;  de  sorte  que  si  cette  troi- 
sième fonction  ne  se  réduit  pas  identiquement  à  une  constante,  ou  obtiendra 
une  troisième  intégrale  du  système  (1)  en  régalant  à  une  constante  arbi- 
traire. 

Pour  former  la  fonction  7,  différentions  Péquation  (2),  et  divisons  parett, 
il  viendra,  en  mettant  entre  parenthèses  les  dérivées  partielles  déduites  de 
réquation  (2), 

.-©^i;(i)t-i(i,)t. 

.  àq^  dR    ,  ^Pi  dH , 

ou  bien,  en  remplaçant  -^  par  ^  et  -^^  par  —  ^» 
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L'équation  (3)  étant  identiquement  satisfaite  en  vertu  des  éqnatîons  du 
mouTement,  si  a=  constante  est,  comme  on  le  suppose,  une  intégrale  de  ces 
équations,  on  aura  encore  des  équations  identiques  en  prenant  les  dérivées  de 
réquation  (5)  par  rapport  à  Tune  des  variables  q  ou  par  rapport  à  une  va- 
riable p.  Prenons  d'abord  la  dérivée  par  rapport  à  la  variable  qj.  U  vient 


_       \dlj         y  rfH      y'VtJ  _  yàtt      \df 


[dpj 


i=k  i=k 


Remplaçons  dans  la  première  bgne  t-  par  -^,  et  j-  pa*^  — -jT» 
puis  intervertissons  Tordre  des  difiërentiations  : 

dt       '^  Zu       dq.       di'^  ^      dp,       di 

^^y9i)dp,dqj        Zà^^dpJ  dq,d^; 

La  première  b'gne  du  second  membre  est  la  tUeue  de  la  fonction 
Id"  )'  ^^*^^  P®^'  écrire  sous  la  forme  j-  d  (t-)  ;  o^  21  ^^^^  Téquation 

opérons  de  même  pour  la  variable  p.  ;  nous  obtiendrons  une  équation 
qui  ne  différera  de  l'équation  (4)  que  par  le  changement  de  q.  en  p,  : 

La  seconde  intégrale,  p  =:  constante,  conduit  de  même  à  deux  équations, 

T.   —  UÉ.C.   COLLIGKOa.  20 
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qu^on  déduira  des  équations  (4)  et  (5)  en  changeant  simplement  «  en  |i,  ce 
qui  donne 

P)    " = j«  **  (4)  ■•"  2  df;^^  {4j  -  S  d^^  [4j' 

L*indicey  a  la  même  valeur  dans  les  quatre  équations  (4),  (5),  (6)  et  (7). 
Ajoutons  ces  quatre  équations,  après  ayoir  multiplié  la  première  par 

—  f-F^l,  la  seconde  par  -h  (  j- i,  la  troisième  par  -+-  (  j-^  i,  la  dernière 

par  —  (;p^)»  °^^  aurons,  en  £ûsant  passer  les  premiers  termes  du 
second  membre  dans  le  premier  membre  de  l'équation  finale, 

«  i[(i)'(i)-(^)'(i)-(è,)'(i) 


(ÏJ  ''  i^pj]  -  S  d,,  d,^  [(4)  (rfj-)  Q  (4)] 


+ 


2j^  dp,  dpj  \XdgJ  [d,J        [dyj  ^j J 


Le  premier  membre  de  cette  nouvelle  équation  est,  à  part  le  ractear 
T.t  la  différentielle  du  déterminant 

de  sorte  qu'on  peut  poser 
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<=k 


ea  désignant  par  ^  l'ensemble  dès  quatre  sommes  qui  figurent  dans  le  se- 

i  =1 

cond  membre  de  réquation(8).  Nous  aurons  autant  d'équations  (9)  qu'on  peut 
donner  de  valeurs  distinctes  à  J'indice  j.  Écrivons  toutes  ces  équations  Tune 
au-desssous  de  Tautre,  et  joutons-les.  La  somme  des  seconds  membres 

j  =  *    i  =  k 

y\  2  sera  identiquement  nulle.  En  effet,  à  Tun  quelconque  des  termes 
écrits  dans  le  second  membre  de  Féquation  (8),  au  terme 

par  exemple,  correspondra,  dans  l'équation  où  les  indices  t  eij  auront  été 
permutés,  le  terme 

qui  dans  la  somme  détruit  le  premier.  Nous  ayons  donc  en  définitive 
Féquation 

..-    â^|[(|)(|)-(|) (!)]=»• 

dont  rinlégrale  est 


j?X(%)(©"Qw]" 


=  constante. 


et  Ton  pourra  poser 


j=* 


La  fonction  «y,  formée  au  moyen  des  fonctions  a  et  p,  fournira  une  troi- 
sième intégrale  du  mouvement,  à  moins  que  cette  fonction  ne  se  réduise 
identiquement  à  une  constante;  alors  l'équation  7  =  constante  ne  serait 
qu'une  identité.  La  fonction  7  se  déduit  des  fonctions  a  et  p  en  formant, 
pour  chacune  des  k  valeurs  de  Tindice  j',  le  déterminant  du  système 


dx 

dk 

dÇj 

dp^ 

d^ 

d? 

dçj 

dpj 
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on  le  Jacohien  du  sysléroe  des  fonctions  a  et  p  par  rapport  aux  deux  Ta- 
riables  conjuguées  q^^  p^^  puis  en  faisant  la  somme  des  k  Jacobiens  succes- 
sivement formés.  Lagrange  qui,  le  premier,  a 
reconnu  Tiroportance  de  cette  sonune  de  détermi- 
nants, r indique  par  la  notation  (a,  P). 

163.  Exemple,  —  Soit  M  un  point  libre,  attiré 
par  deux  centres  fixes,  0  et  Â,  proportionnelle- 
ment à  rinverse  du  carré  des  distances.  Nous 
prendrons  pour  variables  q  les  coordonnées  rec- 
tangles X,  y,  z  du  point  M,  rapportées  aux  axes 
Pig.  95.  OX,  OY,  OZ  ;  les  variables  q*  seront  les  vitesses 

c'y  y',  x'  de  ces  coordonnées.  Nous  avons  pour  la  demi-force  vive 

T  =  5  (a:*» -h  î^" -h  i'»). 

en  supposant  que  la  masse  du  point  H  soit  égale  à  Tunité.  On  en  déduit 

dP-^'   rf//'""^'   5y~'' 

de  sorte  que  af^  |^,  nf  tiendront  aussi  lieu  des  variables  p,  La  fonction  U  des 

A       B 
forces  est  égale  à  -  +  -f  en  appelant  A  et  B  des  constantes,  r  la  distance 

CM  et  s  la  distance  AU. 

Nous  aurons  une  première  intégrale  du  mouvement,  en  écrivant  Téquation 
des  aires  décrites  autour  du  point  0  en  projection  sur  le  plan  XOY,  c'est-à- 
dire  en  posant 

Une  seconde  intégrale  sera  donnée  par  Téquation  des  forces  vives, 
T  — 11=  constante,  ou  bien 


Les  quantités  r  et  «  sont  respectivement  égales  à  v/x  •  +  y*  +  »«  et  à 

^  «•  -h  y*  +  (a  —  «)',  en  appelant  a  la  distance  OA  des  deux  centres  d'at- 
traction. Formons  les  dérivées  partielles  des  fonctions  a  et  p,  par  rapport 
à  a;  et  a;',  puis  par  rapport  à  y  et  y',  enfin  par  rapport  kzei  ^^  pour  en 
déduire  les  trois  déterminants  qui  suivent: 


dx 

dx 
dx' 

dx 

dy 

dx 

dy' 

dx 
dz 

dx 
di' 

dx 

d? 
dx' 

rf3 

dy 

d^ 

dy 

d^ 
di 
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On  a  saccessÎTement  : 

dcr  ^ 

dx  __ 
dx'         ^' 

d?      ^'      . 

et  par  suite 


dx  . 

dx 


di 


=  0, 


=  «, 


rf,B  _  /A    .    B  \ 


dx.       A 

rf,3       A      -   B  ,         . 


M 


y 


quantité  qui  se  réduit  identiquement  à  zéro.  Ici  donc  le  théorème  de  Poisson 
est  Térifié»  mais  il  ne  fournit  aucune  indication 
nouvelle  sur  le  mouvement.  U  en  est  ainsi  toutes 
les  Tois  que  des  deux  intégrales  a  =  constante, 
et  p  =  constante,  dont  on  se  sert  pour  former 
la  fonction  (a,  p),  l*une  est  Inéquation  des  forces 
Tiyes,  et  que  Fautre  ne  contient  pas  explicite- 
ment la  variable  U 

164.  kuHre  exemple.  Point  matériel  libre  attiré 
vers  un  centre  fixe,  0. 

Nous  prendrons  encore  pour  variables  q  les 
coordonnées  rectangles  x,  y,  »  du  point  mobile ,  rapportées  à  des  axes 
menés  par  le  point  fixe. 

Les  vitesses  af,  y',  z'  de  ces  coordonnées  seront  les  variables  p,  car 

1  dr 

la  demi-force  vive  T  a  pour  valeur  ^  («*«  +  y'*  -f-  «'»)  et  •T^=xf. 

Prenons  pour  intégrales  a  et  ^  les  équations  des  aires  projetées  sur  les 
plans  XOT,  YOZ  ;  il  viendra 

a^xy'  —  yxf. 

Formons  la  somme  des  trois  déterminants;  nous  aurons 


Fig.  96. 


dx        ^     dx 

ê-o.  %->. 

u 

rfT="'     as?-"' 

r 

■à^-^'  5?=»' 

:£=*'. 


=  «. 


=  — «, 


^ 


s=  (—aO(— »)  —  **' =  *'3  -  «i^' 


310  TnÉORiME  DE  POISSON. 

Donc  (a,  ^)  :=z  zft  —  X7^  =.  constante,  équation  qu'on  aurait  pu  pos^  (àr 
rectement  en  appliquant  le  théorème  des  aires  à  la  projection  du  mouyement 
sur  le  plan  ZOX. 

165.  Le  théorème  de  Poisson  fournit  pour  les  problèmes  de  mécamqoe 
une  méthode  particulière  d'intégralion  dont  Timportance  a  été  surtout  mise 
en  lumière  par  Jacobi.  Toutefois  Tapplication  pure  et  simple  du  théorème 
ne  conduirait  pas  toujours  au  résultat  cherché,  parce  que  les  intégrales  % 
et  p  que  Ton  associe  peuvent  être  telles,  que  la  combinaison  (a,  i)  soit 
constante  d'elle-^méme  et  n'ajoute  rien  à  ce  qu'on  savait  d^à.  C^la  arrive 
lorsque  Tune  des  fonctions  a  et  p  est  exprimable  au  moyen  de  l'autre  ;  car 
alors  la  constance  de  a  implique  la  constance  de  B,  et  de  la  combinaison 
(a,  P),  qui  n*est  plus  qu'une  simple  fonction  de  a.  H.  Bertrand  a  fait  con- 
naître, dans  le  Journal  de  M,  IJouville,  année  1853,  le  p9rti  qu'on  peut 
tirer  de  cette  circonstance  pour  trouver  les  intégrales  du  problème.  Sa  mé- 
thode est  fondée  sur  le  théorème  suivant,  que  nous  nous  bornerons  à 
énoncer  : 

fSia=:fetp  =  4' sont  deux  intégrales  d'un  même  problème,  suppo- 
sons qu*en  les  combinant  par  la  méthode  de  Poisson  on  trouve  une  troi- 
sième intégrale,  (a,  p)  =  ^,  puis  une  quatrième  (a,  7)  =  ^,  etc.,  et  qu'on 
arrive  enûn  à  une  intégrale  (a,  m)  =  Ct  qui  puisse  résulter  de  la  combinai- 
son des  précédentes,  de  telle  sorte  que 

il  existe  toijgours  une  certaine  intégrale  de  la  forme 
qui,  combinée  avec  «,  donne  identiquement 

U  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  l'identité  suivante,  qu'il  est 
facile  d'établir  : 


->S-^*8+-+'-)2-  ' 


Pour  déterminer  C,  on  n'aura  donc  qu'à  poser  (a,  |)  =1,  et  à  intégrer 
l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

ya^+...+(«.i»)2;=«* 

dont  les  intégrales  satisferont  k  la  condition  demandéa 
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CBANGBVBIIT  DBS  YARIiBLES  p  ET  q  VU  (t. 

166. 1  es  variables  d'un  problème  de  mécanique  sont,  comme  nous  Tavons 
TU,  au  nombre  de  2kj  savoir  : 

A  variables  p,     Pi»/'«.  •••Pjk, 
k  variables  q,      Çg,  q^ q^. 

L'intégration  des  équations  conduit  à  exprimer  ces  variables  en  fonction  du 
temps  i  et  de  2Ar  constantes  arbitraires,  «i,  a,,  <x,jk.  Chacune  de  ces  con- 
stantes peut  être  considérée  comme  représentant  une  fonction  de  t  et  des 
24:  variables  p  et  </  ;  et  si  Ton  a  deux  de  ces  fonctions  qui  restent  con- 
stantes dans  la  suite  du  mouvement,  le  théorème  de  Poisson  permet  de 
former  une  troisième  fonction  indépendante  du  temps,  par  la  combinaison 
des  deux  premières.  Cette  opération  s'indique  par  le  signe  (a  ,  %V  qui 
représente  une  somme  de  déterminants  fonctions  des  dérivées  partielles 
de  (L^  et  de  «^  par  rapport  aux  p  et  aux  q. 

Réciproquement,  nous  pouvons  regarder  les  p  eilesq  comme  exprimés 
en  fonction  des  a,,  et  il  peut  être  utile  pour  la  solution  de  certains  pro- 
blèmes de  passer  des  dérivées  partielles  -p-t  -r-  aux  dérivées  ~^,  -p»  prises 

par  rapport  aux  variables  a,  considérées  comme  autant  de  variables  indé- 
pendantes. 

Proposons-nous  d'effectuer  ce  changement  de  variables. 

Prenons  une  arbitraire  a  ;  elle  est  fonction  des  p  et  des  q,  le  temps  i 
étant  regardé  comme  un  paramètre  constant  dans  l'opération  des  dérivations 
partielles.  On  a  donc  identiquement 

Nais  les  p  et  les  q  étant  fonctions  des  2A;  variables  a,  on  a  aussi,  pour 
toutes  valeurs  de  i, 

dp^  dpf 

^  àqt  dq^ 
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Substituons  dans  (1)  les  valeurs  des  dp  et  des  dq  données  par  les  êqua* 
tions  (2),  puis  identifions  les  coefficients  des  da,  dans  les  deux  membres; 
il  Tiendra  l'équation  générale  : 


(5)  /'fflt  *t  +  l!V  ^  +       ^-  ^  J?*'\ 

\dpi  da^       dpt  d%^       ''  '       dp^  do^J 

-^\dq,'dx,'^""^dq^d^J 


=  0,  si  /ft  et  y  sont  diCTérents, 


et 


=  1  f  si  /A  =  y. 


Substituons  aussi  dans  les  équations  (2)  les  valeurs  des  Ja,  fournies  par 
l'équation  (1),  puis  identiOons  les  coefficients  des  dp  et  des  dq;  nous  en  dé- 
duirons les  six  équations  générales  suivantes  : 


dp 


W 


à«.  '"'-  "*" 


dp 

dx 

dq 


(5) 


da^ 
dPi 


+ 


àPi  da^ 


dx^m  dp^ 


dpj 
dvi 


dq 


+ 


i 


ddi 


dx^dq^'^"''^ 

<ki  da, 
dZ^^ 


-^^-y^  =0,  pour/  différent  de  i, 

dpi    dsL^^ 
'^  d^  'df  "^  ^'   ^^^  ^®  ^^^^' 

dÇf  d(t^ 


da^  dq^ 


=  1, 


da»  dpf 


+ 


^^      ^  =^0,  poar>  différent  de  », 


dx^  dq 


J 


+  à^^*=^'^*^^^^«^^*^'- 


Considérons  en  particulier  les  deux  dernières  équations  du  groupe  (4)  ; 

d%  d% 

multiplions  la  première  par  ^,  la  seconde  par  ^  ^ ,  etigoutons;  il 

viendra 

(6)      0  =  ^f^  ^  -.  ^  ^W . . .  4-  ^  (^  fi  -.  ^  ^\ 
dcci  \dpj  dqj        dq^  dpjj  '^  "  '  ^  da^  \dpj   dq^         dq^   dpjj' 

équation  oA  J  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  de  0  è  ik,  sauf  la  valeur  t,  qui 
exigerait  qu'on  employât  la  première  des  équations  (4).  Si  Ton  combine  de 
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même  la  première  des  équations  (4)  avec  la  troisième,  en  multipliant  l'une 

d%  dit 

par  -j^,  et  l'autre  par  —  j^,  on  trouve  Téqualion 

^  '       ^,       rf«i  \*,  rf7,        dq^  dpj  "*■  -  -^  da^  \d~p^  dq^         dq]  dp^j  ' 

c'est  ce  que  devient  Téquation  (6)  pour  le  cas  particulier  de/  =  t.  Faisons 
successivement  dans  (6)y=:i,  ;  =  2,...;  =  î--l,;  =  t.+- 1,...;  =  ^, et 
ajoutons  ensemble  les  &  —  1  équations  résultantes,  ainsi  que  Téquation  (7)  ; 
nous  trouverons  pour  résultat,  en  adoptant  la  notation  de  Poisson, 

da^  __.  rfp|  dp^ 

'*'  55;      dT,  («»'  «1*)  +  •  •  •  +  5^  («t»»  ^)- 

On  trouTerait  de  même,  en  opérant  sur  les  équations  du  groupe  (5), 

dtt.^  dq^  dq^ 

formule  qui  se  déduit  de  Téqualion  (8)  en  permutant  les  lettres  p  et  9,  ce 
qui  change  simplement  le  signe  des  parenthèses. 

Le  problème  proposé  s'achèvera  par  la  résolution  des  équations  (8)  et 

(9)  ;  on  aura  en  effet  les  valeurs  des  -^  et  des  :~  en  fonction  des  -:^  et 
^  "  d%  d%  dq 

d%  ^9i  ^Pi 

des  ^,  en  multipliant  Téquation  (8)  par  -r-j  Téquation  (9)  par  ^ ,  et  en 

ajoutant.  11  vient 

haï        ''"•*  "^^  j-  ''"«*  *<  -  /         X  /''P'  ^       ^  *A 
'    '         dfi  dT^  '^  df^  d7^  "  r«'  "i*)  \S;;  da,  ■*■  da,  S^^ 

+  ..•  -h  («^,  *j  ^5;;^  sr,  ""  5^  s:; j  ' 

équation  dans  laquelle  on  peut  donner  à  t  toutes  les  valeurs  1, 2,...  ifc  ;  ajou- 
tant, on  a  pour  la  somme  des  premiers  membres,  le  premier  membre 
de  l'équation  (3),  c'est-à-dire  0  ou  1.  Dans  le  second  membre,  les  paren- 
thésea  (a»  a  J  se  trouvent  multipliées  par  les  sommes 


(f^Pi 

dp  dq 


sommes  formées  avec  les  dérivées  ^>  j^*  de  la  même  manière  que  la 
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tonction  (a,  a^)  est  formée  ayec  les  dérivées  ^,  ^.  On  représente  ces 
nouvelles  sommes  par  la  notation  suivante,  adoptée  par  Lagrange, 

L'équation  finale  qui  provient  de  Faddilion  des  équations  (10)  est  donc 
simplement 

(13)      («1,  a^)  [«I,  «^]  4-  («t,  a^)  [«t,  «J  H-  ...  4-  («^,  «^)[«it,  «»] 

=  0,  si  /ui  et  y  sont  difTérents, 
=  1 ,  si  /u  =  «. 

Gela  posé,  multiplions  Téquation  (8)  par  [«i,  a^^] ,  puis  donnons  à  ^  toutes 
les  valeurs  de  1  à  SA;,  et  ajoutons  les  ^k  équations  résultantes.  Nous  aurons 

On  trouverait  de  même 


(14) 


Ces  équations  (13)  et  (14)  se  déduisent  respectivement  des  équations  (8) 
et  (9)  en  changeant  à  la  fois 

da       da       dp       dq  ^^ 


en 


dq      dp      doL       dot,       ^      -      ^, 
T.'     à'     dq'      Tp     *♦      I"''!' 

et  en  conservant  les  indices. 
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OUATIONS  DO  MOCYBHBHT    d'UN  SOLIDE  AUTOUR  d'uN  POINT  FIXE   0. 

167.  Nous  représenterons  par  m  la  masse  d'un  point  en  particulier,  par 
^i>  Vi)  'it  ces  coordonnées  constantes,  par  rapport  aux  trois  axes  principaux 
d'inertie  OI^,  0Y|,  0Z|  menés  par  le  poinl  0  ; 

Par  p,  g,  r,  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire  instantanée,  autour 
des  mêmes  axes  ; 

Par  ^,  0,  ff,  les  angles  (III,  §  321)  qui  fixent  la  position  des  axes  mobiles 
OHi,  OTj,  0Z|  par  rapport  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ. 

Nous  ayons  exprimé  p,  q,  r  en  fonction  des  angles  9,  0,  ^  et  de  leurs  vi- 
tesses, au  moyen  des  équations 


.  ^  Ai>  ,         de 

p  =  SlUf  8100  -^  -î-  COSf  Tj, 


(1)  /      g  =  cosfsmflgI— sm^g^. 

Nous  avons  à  exprimer  la  force  vive  du  corps  en  fonction  des  variables- 
t»  9,  f ,  et  de  leurs  vitesses.  Nous  y  parviendrons  en  multipliant  Téqua- 
tion  (10)  par  la  masse  élémentaire  m  du  point  x^^  yi,  z^  et  en  faisant  la 
somme  de  toutes  ces  équations  pour  tous  les  points  du  corps  ;  il  viendra  r 

en  étendant  le  signe  ^  à  tous  les  points  qui  composent  le  corps  solide, 

et  en  faisant  sortir  de  ce  signe  les  quantités  p,  9,  r,  communes  au  même 
instant  à  tous  les  éléments, 

Les  sommes  2  "«  (yi'  +  *i*)»  S  ^  (*«'  "^  ***)'  2  "*  ^***  "*"  î'»*)  *^"^ 
les  moments  dMnertiedu  solide  par  rapport  aux  axes  0X|,  0Y|,  OZ^;  nous 

les  représenterons  par  Â,  B,  G.  Les  sommes  2  '^'^i^i)  S  wty t  %i  ^ 

2  ^n^i  ^1  sont  nulles  si  Ton  prend  pour  axes  0X|,  0Y|,  OZ^,  les  axes  prin- 
cipaux de  Tellipsoîde  d*inertie.  Nous  supposons  qu'il  en  est  ainsi,  et  alors 
la  force  vive  2T  s'exprime  par  Téqualion  très  simple 


5,(j  ROTATIO» 

OU,  en  fonction  des  nouvelles  yariables. 


(5)     2T  = 


A(g]%in«*sin«0-hAcos«y(^)V2A8iiiycosyrin9ji* 
-fBf^j  cos*çsm*ô4-B8in*f  (  T^  )  ^SBsio^cosf  sinO^  ^ 

+  c(gy+Cco..(-J)%,Cco,.Jg 
=  ^^y  (Asin«f  sin'O  +  Bcos»?  sin*ô  4-  Ccos'ô) 


+  C 


(sr 


H-S-^  -j- (AsiDf  C08f  sin6  — B8in«oos08!n6) 
ai    at 

^^^5  dt' 


Les  yariables  4^,  d  et  f  ne  sont  assujetties  à  aucune  liaison  ;  si  Ton  veut 

donner  aux  équations  du  mouvement  la  première  forme  canonique,  on  fera 

d^  (f 9  dA 

4»^  =  -jy,  ç'  =  •;^.  ft'=  tt;  on  exprimera  en  fonction  de  4»,  0  et  f  la  fonc- 


dl' 


dt' 


dt 


tion  U  des  forces,  et  on  aura  les  trois  équations 


W 


d^ 

"^  dy 

__<rr_<fli 

dt 

d^"^  dr^ 

j<n* 

d  T- 

« 

1     ^ 

dT^dU 

de'^  d9 

1    ^dT 

''s?' 

_dT_d[U 

1      d< 

df       df 

Si  Ton  teut,  au  contraire,  employer  la  seconde  forme  canonique,  qui  per- 
met d'appliquer  la  méthode  de  Jacobi  et  le  théorème  de  Poisson,  on  prendra 

gPW^  Jf  ^tV 

pour  nouvelles  variables  Y=  ^,  e  =  Tr;,  *  =  ^p.  .Puis  on  exprimcni 
T  en  fonction  des  six  variables  ^,  6,  «f,  7,  Bi  ^.  Pour  opérer  cette  transfor- 
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malion,  réprenons  Téquation  (2),  et  formons  les  dérivées  partielles  de  T  par 
rapport  à  ^\  ô',  ©'  ;  il  viendra 

.       trr        .    dp    ,   „   dg  dr 

*  =  df=''Pdf-^^9^  +  ^df- 

Les  équations  (3)  nous  donnent  ensuite 

^P        •       •   /»  dp  dp 

^,  =  cos^sin0,         ^^-  =  -siny,         ^,=0, 
rfr  dr       g.  ^f        . 

3p  =  cos«.  ^  =  0.  ^  =  1. 

Substituant  ces  valeurs  dans  le  groupe  (5) ,  il  vient 


(«) 


f  =  Xp  sin^  sin  d  +  B^cos  ^  sin  0  +  Cr  cos  $, 
6  :=  Apcosf  —  Bqsinf, 
♦  =  Cr. 


Résolvons  par  rapport  à  À/?,  Bg,  Cr  : 

A/>  =  Y  sin  f-f- 6C0S  ç)  sin  fl  —  *  cos  0, 
B^  =  Ycosf  —  Ssiny  sinô  — ♦cosO. 

Donc  enfin 

(7)     2T  =  A|»»-f  Bg«  +  Cr*=  |- (Ysinf -t-ecosf  sinô  — ♦cosô)* 

4  1 

+  g-(Tcosf  —  Ssin^sina  — ^cos0)*  +  ^  ♦*. 

On  fera  ensuite  T  —  U  =  H,  et  on  aura  à  intégrer  le  système  des  six  équa- 
tions difTérentielles  : 


d^        <m 

dV         dn 

(/6           dn 

dt"      df' 

dt  '^      d^' 

dt  "      dQ' 

dl'^'^d^'        dt^'^dHf'        di^'^dB' 

Ces  équations  sont  le  point  de  départ  des  études  analytiques  sur  le  mouve- 
ment de  rotation  des  corps  célestes.  Le  point  fixe  0  est  alors  le  centre  de 
gravité  du  corps  tournant.  On  sait,  en  effet,  qu'un  corps  solide  libre  dans 
Tespace  tourne  autour  de  son  centre  de  gravité  comme  si  ce  point  était  ûie 
(t.  ni,  §311). 


CHAPITRE  III 

«OUVKHENT  DE  TRANSLATION  DES  CORPS  FAISANT  PARTIE 

DU  SYSTÈME  SOLAIRE. 


168.  Nous  supposeroDSt  dans  ce  chapitre,  le  soldl  et  les  planètes  réduits 
ides  simples  points  matériels,  s'attiniïit  mutuellement  suiTant  les  directions 
des  droites  qui  les  joignent  deux  à  deux.  Celte  simplification  est  entièrement 
rigoureuse  quand  il  s*agit  d*un  corps  sphérique  composé  de  couches  con- 
centriques homogènes.  Elle  est  admissible  à  titre  d*approximation  pour  un 
système  sollicité  par  des  forces  attractives  émanant  des  points  d*uu  autre 
système  matériel  très  éloigné  par  rapport  aux  dimensions  de  chacun  des 
systèmes  considérés;  en  effet,  dans  ce  cas,  les  attractions  sont  sensible- 
ment parallèles  et  proportionnelles  aux  masses,  et  se  composent  en  une 
force  unique  appliquée  au  centre  de  gravité,  et  égale  à  Tattraction  qui 
serait  subie  par  ce  point  si  toute  la  masse  y  était  concentrée.  Cette  re- 
marque permet  de  réduire  à  un  point  matériel  unique,  non-seulement 
une  planète,  mais  le  système  formé  par  cette  planète  et  tous  les  satellites 
dont  elle  peut  être  accompagnée-  U  ne  faut  pas  oublier  toutefois  qa*une 
telle  réduction  est  purement  approximative,  et  que,  dans  certains  cas,  elle 
peut  exiger  une  correction  appréciable.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple, 
dans  la  théorie  du  mouvement  de  la  lune;  la  forme  ellipsoïdale  de  la  terre 
a  sur  le  mouvement  de  son  satellite  une  influence  qu'on  ne  saurait  né- 
gliger  ;  elle  est  due  à  la  proximité  des  deux  corps,  et  à  la  grandeur  du 
rapport  de  la  masse  de  la  lune  à  celle  de  la  terre. 
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iqUinORS  GiN^ftlLIS  DU  MOUTBHEHT  d'OH    STSlàMB  DE  POINTS  MATERIELS 
S'HTIRIHT  XOTUBLLEXBNT  SOITAIIT  LA  LOI  NEWTOilIElINB. 

169.  Étant  donnés  n  points,  dont  les  masses  sont  m,  m^,  m,,...  et  dont 
les  coordonnées  rapportées  à  des  axes  fixes  sont 

Xf     X^f     X^     .      «      <      y 

y»  yi.  s/t  •  •  •  > 
*»  *i»  *i  •  •  •  • 

proposons-nous  de  trouver  Texpression  de  la  fonction  des  forces  U. 

L^attraction  exercée  par  le  point  nii  sur  le  point  m  a  pour  composante 
suivant  Taxe  des  x: 

/wmt ^ x  —  xi 

(*  -  «,)•  +  to  —  Vi)*  +  («  —  »i)*     ^(x  -  «,)•  +  (y  —  yi)«  +  (»  —  «i)** 

ou  bien 

4i     /)wmt 


L^attraetion  mutuelle  du  point  m  sur  le  point  nti  sera  ^ale  et  contraire  ; 
on  en  obtiendra  la  composante  en  prenant  ia  dérivée  partielle  de  la  même 
fonction  par  rapport  à  X|.  On  aura  autant  de  fonctions  analogues  à  considérer 
qu'il  y  a  de  manières  de  prendre  deux  points  sur  une  collection  de  n  points, 

ou  qu^il  y  a  de  combinaisons  de  n  objets  2  à  2,  ou  enfin    — ^-^ — '- . 

La  fonction  des  forces  relative  à  Tensemble  du  système  sera  donc  la 

somme  de  ces  —^-5 — '-  fonctions  particulières,  et  nous  aurons  par  consé- 


quent 
(1)  U 


2 

V(*  -  «.)• + ( 

+ 


y/{x- 

-  «!)•  +  (y  -  vi)' 

+  (»- 

-'•)• 

y/(x- 

-  ».)»  +  (ï  -  y.)' 

fmm^ 

+  («• 

-».)» 

V'(«- 

-  *J'  +  (y  -  y»)' 

+  (»- 

-'.)• 

/m,OT, 

\/(*É- 

-»i)»+(yi-y,)*+(»i- 

-H)* 

/•m,»!. 

•   • 


+ 


v'(«.  -  «»)• + (yi  -  y»)'  +  (»i  -  H)* 
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Les  forces  qui  sollicitent  le  point  m  auront  pour  composantes  suivant  les 
axes  les  dérivées  partielles  --r-,  -j-,  -^»  qui  seront  exprimées  chacune 

par  n  —  1  termes,  représentant  les  composantes  des  actions  de  chacun  des 
n — 1  points  sur  le  point  m. 
L'équalion  générale  du  mouvement  est  en  déûnitive 


■ODVBKEIfT  DU  CENTRE  DE  GRAVIUÉ,  ET  MOUVEMENT  RELATIF  PAR  RAPPORTA  DBS 
AXES  DE  DIRECTIONS  CONSTANTES  PASSANT  PAR  CE   POINT. 

470*  Nous  avons  pour  le  mouvement  d'un  point  m  en  particulier  Téqua- 

tion 

d*x     du 

Pour  un  autre  point»  nous  aurions  de  même 


m 


*  dt*  ~dxi 


et  ainsi  de  suite  pour  les  n- points.  Ajoutons  ensemble  toutes  ces  équations, 
et  observons  que,  dans  les  diverses  dérivées  partielles  -.  ,  -p  . . . ,  les  ter- 
mes sont  detu  à  deux  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires. 
Leur  somme  est  donc  nulle,  et  Ton  a  par  conséquent 


d*x  .        d*Xf 


m  -jjf  -\-  m^  -j^  -|-  .  .  .  =r  0. 


Soit  \  Tabscisse  du  centre  de  gravité  :  on  aura 

Ç  X  (m  +  m|  -f  .  .  .)  =  m«  -f  /«£  «I  -f  .  .  . ; 


donc 


d^x  ,         d^x^  .  /       ,  ,  ,  v<^*« 

•"  "S*  "*■*"«  "rfï*  "^  •  •  •  =  ("»  4-  '"i  +  '"a  -r  •  •  •)  ^» 


et  par  suite 


On  prouverait  de  même  que  -j/j=  0,  t-  =0,  u  et  Ç  étant  les  autres 

coordonnées  du  centre  de  gravité. 
Donc  le  mouvement  du  centre  de  gravité  e$t  rediligne  et  uniforme. 
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Si  Ton  change  de  coordonnées,  et  qu'on  rapporte  les  positions  du  sys- 
tème à  trois  axes  parallèles  aux  premiers,  mais  menés  par  le  centre  de  gra- 
vité, les  équations  de  mouvement  ne  changent  pas.  Cette  transformation 
revient  à  changer  a;  eu  a;  +  ( »  y  en  y  +  ^,  2  en  2 + C>*  • .  ce  qui  ne  change  pas 
la  fonction  U,  dans  laquelle  n'entrent  que  les  différences  â^^Xi,  y  —  Jfi*  — 

L'équation  générale  du  mouvement,  qui  était 

devient 

+  (S + S)  <'*+'«)]='"' 

ce  qu'on  peut  écrire,  en  faisant  sortir  des  signes  y\  les  facteurs  qui  sont 
les  mêmes  pour  tous  les  points, 

En  Tertu  dn  théorème  dn  mouTement  du  centre  de  gravité,  on  a 

^_0     ^-0     ^-0- 
déplus 

S"  rf?=3<ïS'"=•• 
L'équation  se  réduit  donc  à 

c'est  à  dire  que  le  mouvement  relatif  à  des  axes  mobiles  de  dirediont  coït'' 
ttaniee,  passant  par  le  centre  de  gravité,  a  les  mêmes  équations  différcn- 
tieUes  qiie  le  mouvement  absolu, 

▼.  —  nie.  coLLitisuH.  ^1 
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■OUYEMBinr  EEUTIF  A  D88   AXES    DE  DIRECTIOSS  OQRSTAIITES,  MBSis  PAl  OS 

DES  P01KT8    DU  srSTtHE. 

171.  Parmi  les  n  points  du  système,  considérons>en  un,  de  masse  M,  au- 
quel nous  donnerons  le  nom  de  point  ou  de  corps  ffrindpaL  Par  ce  point, 
menons  parallèlement  aux  axes  fixes  de  nouveaux  axes  par  rapport  aux- 
quels on  demande  le  mouvement  du  système.  La  question  se  résout  par  un 
changement  de  coordonnées  :  il  suffit  en  effet,  en  appelait  X,  Y,  Z  les  coor- 
données du  point  principal  par  rapport  aux  anciens  axes,  de  changer  dans 
les  équations  du  mouvement  x  en  X  +  a;,  |(  enY-^y,  et  2  en  Z  +  x.  Avant 
d'opérer  cette  transformation,  observons  que  l'on  a  identiquement,  en  em- 
ployant les  anciennes  coordonnées, 

rfU__y|rfU 
c/X""      2jdx' 

dX"      2ddy' 

dU  _  _  yi  rOJ 
dZ  ~      2j  d» 

les  sommes  des  seconds  membres  s*é(endani  aux  n  —  1  points  autres 
que  le  point  principal..  Gela  résulte,  en  efTet,  de  ce  que  la  somme  des  dérivées 
partielles  prises  successivement  par  rapport  aux  abscisses  des  n  points  est 
identiquement  nulle  ;  de  sorte  que  Tune  de  ces  dérivées,  relative  à  Pun  des 
points  en  particulier,  est  égale,  -au  signe  près,  à  la  somme  des  dérivées  ana- 
logues prises  pour  tous  les  autres.  Les  mêmes  équations  subsistent  encore 
quand  on  conserve  dans  le  premier  membre  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  pri> 
ses  par  rapport  aux  anciens  axes,  et  qu*on  altère  de  quantités  égales  les 
coordonnées  x,  y,  %  qui  figurent  dans  le  second  ;  car  cette  altération  corn- 
mune  ne  change  rien  aux  différences  qui  entrent  seules  dans  la  fonction  U 
et  dans  ses  dérivées.  On  peut  donc  supposer  que,  dans  le  second  membre, 
X,  y  y  z  représentent,  non  pas  les  anciennes  coordonnées,  mais  les  nouvel- 
les, qui  n*en  diffèrent  que  des  quantités  X,  Y,  Z. 
Les  équations  du  mouvement  sont  renfermées  dans  féquation  générale 

soit  que  les  axes  primitifs  soient  fixes,  soit  qu'ils  passent  constamment 
par  le  centre  de  gravité  ;  x,  y,  %,  sont  les  coordonnées  rapportées  à  ces 
axes. 


DE  TRÂNSLAnOIi.  S2S 

Changeons  «  en  1+x^  y  en  Y+sf,  %  en  Z  +  s;  la  fonction  D  de- 
viendra 

U««  +  y«  +  a*     v/*i* + y\  f  V        '  J 

le  premier  crochet  contenant  les  n  —  1  termes  qui  renferment  en  facteur  la 
masse  M  du  point  principal,  et  le  second  les  ^ -^ '  termes  qui  cor- 
respondent aux  actions  mutuelles  des  n  —  2  autres  points. 

Le  premier  membre  devient,  par  la  même  transformation,  en  mettant  en 
évidence  les  termes  correspondants  au  corps  M,  et  en  restreignant  la  somme 

Y^  aux  n— 1  autres  points  seulement, 

Occupons-nous  spécialement  de  la  première  ligne;  elle  devient,  en  faisant 
sortir  du  signe  ^  les  facteurs  ^X  communs  à  tous  ses  termes, 

La  quantité  qui  multiplie  ^Xest  nulle  d'elle-même;  car  elle  représente  le 

produit  de  la  masse  totale,  H  +  >j  m,  par  Taccélération,  ^,  du  centre  de 

gravité,  la  coordonnée  X  étant  rapportée  aux  anciens  axes.  La  première  li- 
gne se  réduit  donc  à 

d*X 
Pour  éliminer  -^^  seul  facteur  qui  contienne  encore  trace  des  ancien- 
nes coordonnées,  observons  que  le  mouvement  du  point  principal  est  défini 
par  les  trois  équations: 

rf«X_rfO 

■  dl*  ""  dX' 

■  dl'  ""  dï' 
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et  qu'en  verta  de  la  remarque  faite  en  commençant,  on  peut  poser»  avec 
les  nouTelles  coordonnées  des  n—  i  autres  points. 


M 


Substituons  ces  faleurs  dans  le  terme  Tj  m  ^  ^x;  il  prendra  la  forme 

Faisant  passer  ce  terme  dans  le  second  membre  de  Téquation  générale» 
il  Tient  pour  équation  finale 

Le  second  terme  du  second  membre  représentée  variation  de  la  fonction 
de»  forces  apparente»  qu'il  faut  adjoindre  aux  forces  réelles  pour  traiter  le 
problème  de  mouvement  relatif  comme  s*il  s'agissait  d'un  mouvement 
absolu. 

173.  Pour  transformer  cette  équation,  posons  d'une  manière  générale 

V^i*  +  y<*  H-  »  •  =^  f  <»  distance  du  point  t  au  point  principal  ; 
^{x^  —  «p«  -f  {y^  —  yj)*  4-  {z^  —  Zj)*  =  p^p  distance  mutuelle  des  points  t  et;. 
La  fonction  U  prend  alors  la  forme 


=[^^+^.+fe+...]+ 


fou         ^O'i  I 

'K  :  ;  j 


Prenons  la  dérivée  de  U  par  rapport  à  x  ;  nous  aurons 

du  /"Mm*      fA^wm,  (x  —  ag|)  ,  fntm^jx  —  x^  ,  "1 

s== — ji — L — ?^i     ■*■     A^i     "*■  •  •  J 

Le  premier  crochet  ne  donne  qu'un  terme  ;  le  second  en  donne  autant 
qu*il  renferme  de  termes  contenant  le  facteur  m,  c'est-à-dire  n — 8. 


DE  TRANSUTION.  505 

Si  Ton  opère  de  même  pour  tous  les  x,  et  qu'on  fasse  la  somme,  on  aura» 
eu  divisant  par  M, 

savoir n—l  termes  seulement,  caries  termes  compris  dans  le  crochet  se 

détruisent  deux  à  deux. 

Cela  posé,  occupons-nous  seulement  du  point  de  masse  m  dont  Tabscisse 

€St  X,  Pour  trouver  les  équations  de  son  mouvement  en  projection  sur  l'axe 

des  Xy  il  faut  chercher  dans  le  second  membre  de  Téqualion  gêné- 

d*x 
raie  quel  est  le  coefficient  de  èx,  et  régaler  à  m  -,  *,  ce  coefGcient  est 

* 

pUmx      fmm^  (»  —  x^)      fmm^  (x  —  x^ 

"■"     __,     "~"  ■  -^  «  ^^  •  •  • 

fm^x      fmnixX^      ftnm^^ 
ou  encore 

On  peut  mettre  le  crochet  sous  forme  de  dérivée  partielle.  En  effet  le  terme 

jc — X.  I 

— r — =  est  la  dérivée  partielle  prise  par  rapport  à  x  de .  Quant 

X 

au  terme  — ^t  comme  r^  est  indépendant  de  x,  c^est  la  dérivée  partielle, 

XX.                       xx.'hyy.-\-M. 
fMir  rapport  à  «,  de  —^  ou  encore  de — »  forme  qui  permet- 

tra  de  considérer  une  seule  et  même  fonction  pour  les  projections  du 
mouvement  sur  les  trois  axes.  Nous  ferons  donc 


on  en  déduit 

dR 


dx 


(x^x^     xA 
et  réquation  du  mouvement  prend  la  forme 
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OU  encore 

Si  Ton  pose  enfln 

M  +  m  =  /r, 
les  trois  équations  du  mouvement  du  point  m  seront 

rf/«  "^  f*  ~  f/y 

rf*»       /"«l;» dQ 

d/«  "^  r*  ■"  d»" 

Si  là  fonction  o  était  constamment  nulle,  les  équations  précédentes  dé- 
finiraient le  mouvement  elliptique  du  corps  m  autour  du  corps  principal. 
La  fonction  O,  qui  altère  les  équations  du  mouvement  elliptiquet  re- 
présente la  perturbation  causée  dans  ce  mouvement  par  Taction  des 
n  —  2  autres  points  sur  le  point  m.  On  lui  donne  le  nom  de  fonction  per- 
turbatrice. 

Pour  chacun  des  n—  1  points  autres  que  le  point  M,  on  peut  écrire  5 
équations  semblables  ;  les  quantités  x,  y,  2,  r,  n  et  ^.y  varient  de  Tunà  Tau- 
tre.  Mais  Tintégration  rigoureuse  d*un  tel  système  d'équations  simultanées 
dépasse  les  forces  de  Tanalyse.  Elle  ne  devient  possible  pour  le  système  pla- 
nétaire qu*au  moyen  d'approximations  successives,  grâce  à  la  petitesse  des 
termes  provenant  de  la  fonction  n. 

Si  Ton  veut  étudier  le  mouvement  d*une  planète,  on  prend  le  soleil  pour 
corps  principal  ;  les  autres  planètes  produisent  les  perturbations  ;  pour 
plusieurs,  Tinfluenoe  perturbatrice  est  tellement  petite,  qu'on  peut  la  né- 
gliger, eu  égard  à  la  Taiblesse  des  masses  et  à  l'éloignement. 

Pour  étudier  le  mouvement  d'un  satellite,  de  la  lune  par  exemple,  on 
prendra  la  terre  pour  corps  principal  ;  les  corps  perturbateurs  seront  alors 
le  soleil  et  les  planètes  ;  parmi  celles-ci,  Vénus  et  Jupiter  joueront  le  prin- 
cipal rèle. 

Nous  allons  donner,  dans  les  paragraphes  suivants,  l'esquisse  des  méthodes 
d*approximation  qu'on  peut  suivre  en  pareil  cas  ;  elles  consistent,  d'une 
part,  à  isoler  successivement  chacun  des  corps  perturbateurs,  et  à  composer 
ensuite  les  effets  dus  à  chacun  d'eux  pris  séparément  ;  d'autre  part,  à  ap- 
pliquer au  problème  la  méthode  de  la  varicHon  de»  arhilravru^  l'une  des 
plus  fécondes  de  l'analyse* 
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HÉTDODB  célliRALB  Dl  LA  TARUTION  DES  ARBITRAIRES. 

175.  Supposons  que  Ton  sache  résoudre  le  problème  du  mouvement 
d*UD  système  matériel  assujetti  à  certaines  liaisons  et  soumis  à  des  forces 
données  ;  les  équations  dilTérentielles  de  ce  mouvement,  ramenées  à  la 
forme  canonique,  sont  au  nombre  de  2»,  savoir  ; 


(i) 


dt   ~       dq^* 

^<_       rfH 
dt  ""^c//»/ 


Leurs  intégrales  sont  aussi  au  nombre  de  2n  ;  résolues  par  rapport  aux 
S/t  constantes  introduites  par  Fintégration,  elles  prennent  la  forme  géné- 
rale 

P)  «f,  =  /*('»  7i.  9%,  '•  Çh*  ri.  P*>    "  Pn)- 

La  fonction  H  est  égale  à  la  difTéreiice,  T— U,  entre  la  demi-force  vive 
et  la  fonction  des  forces  données. 

Cela  posé,  nous  admettrons  qu'en  outre  des  forces  qui  entrent  dans  la 
fonction  U,  le  système  subisse  Taction  de  forces  dites  perturhatrices,  avec  les- 
quelles on  compose  une  seconde  fonction  des  forces  n.  La  plupart  du  temps, 
cette  fonction  o  dépendra  des  positions  des  points  mobiles,  c*est-à-  dire  des 
coordonnées  q,  et  sera  indépendante  des  variables  p.  Proposons-nous  de 
résoudre  le  problème  du  mouTement  du  même  système,  modifié  par  Tad- 
jonction  des  forces  o.  Les  équations  canoniques  de  ce  nouveau  mouvement 
s'obtiendront  en  changeant  U  en  U  +  n,  ce  qui  change  11  eh  H  —  n;  de  plus, 

dCï 

O  étant  indépendant  des  p,  on  a  -j-  =  0  ;  de  sorte  que  les  équations  pren- 
nent la  forma 


(3) 


dt  "~ 

dqi 

dq, 
dt  ~ 

da 


La  méthode  de  la  variation  de*  arbitrairee  se  résume  dans  un  changement 
de  variables:  au  lieu  de  considérer  des  arbitraires  a|,...  a^, comme  des 
constantes  dans  les  équations  (2),  on  les  considérera  comme  des  variables 
déterminées  de  telle  sorte  qu'elles  satisfassent  aux  équations  (3).  Ainsi  les 
équations  (2)  peuvent  être  envisagées  à  deux  points  de  vue  :  les  quanti- 
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tés  a  sont  ocmstanteSp  8*11  8*agit  de  la  solution  des  équations  (!)•  onda 
premier  problème  ;  elles  sont  variables,  s*il  s*agit  de  la  solution  du  se- 
cond problème  ou  des  équations  (3).  Dans  les  deux  cas.  Us  mUues  des  coor-- 

données,  -r-,  <nU  Us  mêmes  expressions  analyUques,  puisque  la  seconde 

«quation  du  système  (5)  est  identique  à  la  seconde  équatbn  du  système  (1), 
la  fonction  Q  étant  indépendante  des  variables  p. 

Diflérentions  l'équation  (3)  ;  il  viendra,  en  mettant  les  dérivées  partielles 
entre  parenthèses. 

Substituons  dans  (4)  les  valeurs  des  ^  et  des  ^,  tirées  des  équations  (3); 
nous  pourrons  écrire  l'équation  résultante  mus  la  fonne  suivante  : 

W       <U-\diJ^  \dgJdp,-*-\dqJdp,+     -  +  WJs^, 


\dptJdq,       \dpt)  dq^  \dp,J  dq, 

('!^\da      (àa^\da  .{'''Ada 

\dpjdq,  ^  \dptJdq,-*---^\^j3f; 


+ 


Or  les  deux  premières  lignes  se  réduisent  identiquement  à  zéro  ;  car  si  Ton 

fait  n=0,  le  système  (5)  se  réduit  au  système  (i),  lequel  est  satisfait,  par 

d% 
hypothèse,  en  posant  a  ^=:  constante,  ou  _^  =0.  Donc  Téquation  (5)  se 

simplifie,  et  donne 

1**^  di   '\dpJdq,+  WJd^,-^''''^\dfJdf: 

Telle  est  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  la  variabU  a  pour  que  l'é- 
quation (2)  soit  une  solution  du  système  (3).  On  sera  ainsi  conduit  à  poser 
2n  équations  différentielles,  qu*il  restera  à  intégrer. 

Mais  on  peut  donner  à  ces  équations  une  forme  beaucoup  plus  simple  en 
exprimant  Its  p  et  les  g  en  fonction  du  temps  et  des  arbitraires  a,  au  moyen 
des  équations  (2).  Faisons  cette  transformation  dans  la  fonction  O;  elle  sera 
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exprim<^e  en  fonction  de  t  et  des  a.  La  dérivée  partielle  ^  deviendra  dans 
celte  nouvelle  hypothèse  : 

et  on  aura  n  équations  semblables,  pour  chaque  valeur  de  Tindice  t. 

De  même  on  aurait,  en  prenant  la  dérivée  partielle  de  n  par  rapport 
à  Pf,  et  en  observant  qu*elle  est  nulle,  puisque  n  est  indépendant  de  celte 
variable, 

^^'     dPi-^d.\dpJ-^d;,[diPj^'''-^di;^[^^^^ 

On  aura  »  équations  semblables,  qui  doivent  être  identiquement  véri- 
fiées. 

Substituons  dans  (6)  la  valeur  de  -7—  fournie  par  (7)  : 

\djr^  )  Uai  \dqj  "^  </«! \dqj        '"       d:i^\  dq^ / J 


+ 

4- 


\dfjVdaAdqn)  '^  d.^\dqj  -^  '•  -^  dc^\dqj\ 

=  S  |4lW)  \dqù  +  \^/  (a^y  "^  •••  "*■  teJVrfrJJ) 


C 


Cette  dernière  équation  peut  se  simplifier;  multiplions  Téqualion  (8)  par 

d%  \ 

j-^  h  puis  faisons  varier  t  de  i  à  n,  et  ajoutons  toutes  les  équations  ainsi 

formées  ;  il  viendra 

.   rfn  /lia,  \  (d'A    ,dSÏ  /da^\(dcc^\  rfû  /dct^\  (^\ 

+  rf7.  Va^;;  va^;:/  *^  si  Up.;/  V^^./  "^  "•  "^'rf'*!  W/'t/  V^^./ 


+ 


dQ  /dccA  (d^\  ,  da  /d«t \  /^\  .         ,  fto  (dj^\  (^\ 

daAdpJ  \dqnj^da^\dpj  \dqj  "*"  ""^da^\dpj  \dqj 
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Retranchons  réquation  (10)  de  Téquation  (9).  Nous  aurons  poorrésolUf, 
en  omettant  les  parenthèses  pour  les  dérÎTées  des  «  par  rapport  aux  p  cl 
aux  g, 


(M)  ^—    y,  pQ  ^rf«^  tf«,       dot^  dm^ 


>»=l 


da    da^       dx    dat^  dx    dx^        dx    da^  X"! 

d^i^dq^"!^  dpi  '~^dp»dqi''dgii  dfu/J 

La  quantité  entre  parenthèses  est  la  somme  de  déterminants  qui  6gure 
dans  renoncé  du  théorème  de  Poisson,  somme  que  nous  avons  r^résentée 
par  («1^,  ajj.  Donc  Téquation  (li)  se  réduit  simplement  à 


v  =  t 


On  sait,  par  le  théorème  de  Poisson,  que,  «^  =  const.  et  «^  :=  const.  étant 
deux  intégrales  du  système  (1),  la  fonction  f^a.^  a^)  est  indépendante  du 
temps  t;  de  sorte  que,  dans  le  système  des  în  équations  (là)  qui  définissent 
la  variation  des  arbitraires,  les  seconds  meoibres  ne  contiennent  que  les 
arbitraires  elles-mêmes,  à  Pexclusion  de  la  variable  (. 

174.  On  peut  encore  simplifier  les  inéquations  (là),  et  les  ramener  à  la 
forme  canonique,  c'est-à-dire  réduire  leurs  seconds  membres  à  un  terme 

unique,  de  la  forme  ±  j-*  U  suffit  pour  cela  de  faire  un  choix  convenable 

d'arbitraires. 

Observons  d'abord  que,  par  suite  de  la  définition  de  la  fonction  («p,  «,  ), 
on  a  (dj^,  a^  )  =  —  («^,  a^)  j  la  permutation  des  deux  fonctions  que  Ton 

combine  a  pour  effet  de  changer  de  signe  la  fonction  résultante.  Comme  pre- 
mière conséquence,  on  voit  que  U    «,  ) =0  quand  v  =  u,  de  sorte  que  la 

dérivée  j—  a  pour  coefficient  0,  et  n'entre  pas  dans  l'équation  (7). 
Cela  posé,  prenons  pour  arbitraires  a  des  quantités 

*  1»  '%»  •  •  •  ■  «» 
Qi»  Oj!  •  •  •  Qji» 

telles,  que  pour  une  même  valeur  particulière,  t = <o,du  temps,  on  ait 

l'a  =  Pf.  Pi  =  l^t»  •        PH  =  ^n 
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Four  cela»  il  faut  et  O  sofQt  qu'en  faisant  t=io  dans  les  équations  mté- 
grales  du  sytéroe  (1), 

(15)  P^  =  /■  (^  ^1  •  •  •  ^11,  Pi  .  .  .  P«î, 

Q*  =  ?  ('»  ^1  •  •  •  Çn»  Pf  •  •  •  Pn)f 

on  ait  ?^=p^  Q^  =  q^  égalilés  faciles  à  réaliser  en  multipliant  les  équa- 
tions (13)  par  des  facteurs  constants  convenablement  choisis.  Ces  relations 
ayant  lieu  pour  ^=i^  quand  les  quantités  P^,Q^  sont  constantes,  auront 
lieu  encore  pour  1=  i^  quand  ces  mêmes  quantités  deviennent  variables  et 
qu'elles  satisfont  aux  équations  (3).  Pour  cette  valeur  particulière  du  temps- 
<,  on  a  donc 

d? 

i^= 0  pour  toute  valeur  de  t  différente  de  pi, 

et 

--£  =  1  pour  1=  tt. 

dp^         '^ 

De  même  ^  est  nul  pour  t  différent  de  v,  et  égal  à  l'unité  pourî  r=  v.. 

rfP„      dQy 
Enûn  T^  et  ^ —  sont  nuls  pour  toute  valeur  de  t .  Donc 

IV«*'- V*i  dq,       dq.dp,^  •      •   ^dp^dq^        dq^dpj 

est  identiquement  nul  si  {a  etv  sont  différents,  car  chaque  terme  du  déve-^ 

loppement  renferme  un  facteur  nul.  Nais  il  en  est  autrement  si  {ii=v  ;  car 

d?   dQ 
alors  le  développement  contient  le  terme  -p^  ^  qui  est  égal  à  l'unité,  et 

tous  les  autres  termes  sont  égaux  à  léro.  On  a  donc  (P^,^  Q^^  =  + 1,  et  par 
suite  (Q  P  )  =  —  i,  ce  qu'on  pourrait  d'ailleurs  reconnaître  directe- 
n:ent.  Ces  égalilés  sont  vraies  pour  (=io;  nizvs,  comme  la  fonction  f%  aj^ 
est  indépendante  du  temps,  elles  sont  vraies  pour  toute  valeur  du  temps  i  si 
elles  sont  vérifiées  pour  Tune  d'elles.  Grâce  à  ce  choix  spécial  d'arbitraires, 
le  second  membre  des  équations  (12)  se  réduit  à  un  seul  terme,  et  ces  2n 
équations  prennent  la  forme  canonique 

(i4) 


rfp 

dt  " 

dQ 

dt 

dû 
dV' 

i 
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qui  se  déduit  des  équations  (1)  eu  y  chaugeant  lesp,  les  9  et  la  foDclion  11 
enP,  Qel— O. 
On  aura  par  conséquent  le  choix  entre  la  forme  (13)  et  la  forme  (14). 

Dans  les  deux  cas,  si  les  dérivées,  ^  ,  de  la  fonction  perturbatrice  ont  de 

très  petites  valeurs,  les  vitesses  -^  des  arbitraires  variables  seront  très- 
petites,  et  les  arbitraires  elles-mêmes  pourront  être  développées  en  séries 
convergentes. 

IPPLICiTIOH  DB  Là  METHODE  DB  JAOOBI   AD    PROBL&IIB  DB  LA  YAEUnO!! 

DBS  ABBITRAIRE8. 

175.  Les  équations  canoniques  du  mouvement,  abstraction  faite  des  per- 
turbations, sont 

(*)  --di  —  d^; 

.  ^9i_     tin 
rfT  ^  "^  dp/ 

Supposons  ces  2n  équations  intégrées  par  la  méthode  de  Jacobi.  Nous  au- 
rons déterminé  une  fonction  S  du  temps  t,  des  n  coordonnées  ç  et  de  k 
arbitraires  a^,  04... a»,  telle  que  les  2n  intégrales  des  équations  (1)  soient 
données  par  les  équations 

<«)  Pi  =  di: 

dS 

Pour  passer  aux  équations  diflerentielles  du  mouvement  troublé,  il  sufTA 
■d'ajouter  à  la  fonction  U  la  fonction  des  nouvelles  forces  n,  ce  qui  revient  à 
remplacer  dans  les  équations  (1)  U  par  U  — >fl.  En  général  n  ne  contient 
avec  le  temps  t  que  les  variables  q.  Mais,  dans  certaines  problèmes,  dans 
ceux  où  les  mouvements  s^etfectuent  dans  un  milieu  résistant,  ou  dans  ceux 
où  il  s*agit  d'un  mouvement  relatif  rapporté  à  des  axes  doués  d'un  mouve- 
mient  de  rotation,  la  fonction  n  peut  contenir  encore  les  vitesses  p,  Nous 
ferons  celte  hypothèse,  et  les  équations  du  mouvement  troublé  prendront 
la  forme 

àl  "'^ dq^"^ dql 
dt  dp^      dp/ 
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Gela  posé,  nous  regarderons  encore  les  équations  (2)  et  (3),  au  nombre 
de  2n,  comme  les  intégrales  du  système  des  2n  équations  (4),  en  y  consi- 
dérant les  arbitraires  a  et  3  conmie  de  nouvelles  variables.  Cherchons 
à  quelles  équations  différentielles  ces  nouvelles  variables  doivenl  satis- 
faire. 

Pour  cela  diiïérentions  et  divisons  par  dt  les  équations  (2)  et  (3)  ;  ce  qui 
donne 

^^'  dt  ^  dtdu.  "^  Zà  dqjiq^  dt  "^  Zd  dqAvL^  dt  ' 


1*= 


(6) 


<<«,<//  "^  ^  rfa,d^    r/<  "^  JL  da^dtjL     dt         dt  ~"  "• 


i  =  i  j*  =  t 


Dans  les  2n  équations  ainsi  formées,  et  dans  celles  qu*on  en  déduira,  les 
indices  «  et  v  sont  des  indices  constants  pour  une  même  équation,  et  va- 
riables d'une  équation  à  Fautre  ;  tandis  que  les  indices  j  et  p.  sont  relatifs 
aux  sommations  indiquées,  et  reçoivent  dans  chaque  équation  toutes  les 
valeurs  entières  de  1  à  it. 

Nous  remplacerons  dans  les  équations  (5)  et  (6),  les  -^  et  les  ;7Tpar 

leurs  valeurs  tirées  de  (4),  ce  qui  donnera  des  équations  qu'on  peut  écrire 
de  la  manière  suivante  : 

rf»S    .  ^fi"   rf«S    d\\ 


(7) 


dÇi  (        \  i=»  lAcssn 

'^dqA        \  _  V     <^S    rfg  _j_   ^     rf«S    <^»H 


(«) 


<PS        yi    d»s    an 


Zd  rf<x,d^.  rfpj  +  Zd  doida^  dt        dt 


La  première  ligne  de  réqualion  (7),  considérée  à  p^rt,  correspondra  à  Tliy- 
pothèse  n  =  0  avec  aj,=  constante,  c'est-à-dire  à  la  solution  des  équations 
(1);  et  comme  Téquation  (â)  satisfait  alors  à  ces  équations,  la  première 
ligne  de  l'équation  (7)  forme  une  égalité  qui  est  identiquement  vérifiée.  La 
seconde  ligne  forme  donc  une  nouvelle  équation,  à  laquelle  les  nouvelles  va- 
riables a  doivent  satisfaire  quand  on  admet  l'action  dea  nouvelles  forces  n. 
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De  nteie  TèquatioD  (8)  se  réduit  à  une  identité  quand  on  y  fait  n=0  el 
•p  =  constante;  et  par  suite  la  première  ligne  est  identiquement  nulle.  La 
seconde  forme  une  équation,  qui  définit  la  yariation  des  arbitraires.  On 
obtient  ainsi  les  équations 


iis=ii  .  i  =  « 


w 


2à  dq^oi    di  ""Sq^"^  2Là  dq^q^  dpi 
H  =  i  i  =  i 

ii=n  .  ,^        i  =  » 

V      <^     ^^'^t^      ^—    V  »^^ 
^*"'  2rf  rf«  rf«^  dt^  dt"^  Zà  dddq.  dp/ 

i*  =  t  "^  i  =  i  ' 

au  nombre  de  2n,  qui  renferment  la  solution  du  problème  du  mouyement 
troublé,  il  reste  à  simplifier  ces  équations  :  on  y  parvient  par  une  mé- 
thode qu'il  est  utile  d'indiquer  ici,  parce  qu'elle  est  suscepUble  de  nombreu- 
ses applications. 

En  général,  si  x,  y,  x,...  sont  autant  de  yariables  indépendantes  qu'on 
Youdra,  et  Â,B,  G,...  A',  B^  G',...  deux  groupes  de  fonctions  données  de 
•ces  yariables,  chacun  des  deux  groupes  contenant  le  même  nombre  de 
fonctions,  Téqualion  générale 

Aî« -h  B^y -h  cas -H  .  .  .=A'aa;-+-B%  +  Caï-h.  .  . 

•dans  laquelle  ix,  iy,  ^2,...  sont  des  variations  arbitraires,  entraîne  les 
équations 

A  =  A',         B  =  B',         C  =C, 

et  réciproquement.  Si  Ton  change  de  variables,  et  qu'on  exprime  x,  9,  s,... 
en  fonction  de  nouvelles  variables  en  nombre  égal  (,  m,  C,-..  les  ^x,  ^y, 
^x,...  pourront  s'exprimer  de  même  par  des  fonctions  de  ^$,  ^,  ^,...  et  l'é- 
quation unique 

que  l'on  déduit  de  l'équation  proposée,  entraînera,  comme  celle-ci,  la  série 
d'équations 

A  =r  A',         B  =  B',         C  =  G',         ... 

Nous  considérons  dans  les  équations  (9)  et  (10)  les  «  et  les  9  comme  des 
variables  indépendantes,  et  les  quantités  f^  etp  comme  des  fonctions  des  q 
et  des  a,  déduites  des  relations  (2)  el  (3);  la  dilTérentiation  donnera  ensuite 
les  Sp  et  les  ^  en  fonction  des  $q  et  des  ^x  qui  resteront  arbitraires.  Gela 
posé,  multiplions  réquation  (9)  par  iq^  et  l'équation  (10)  par  *«/,  après 
quoi,  nous  donnerons  à  Tindice  t  les  n  valeurs  qu'il  peut  avoir,  et  nous  fe- 
rons de  même  pour  l'indice  v  ;  enfin  nous  ajouterons  les  2rt  équations 
ainsi  préparées.  L'équation  finale,  où  les  ^%  et  9q  restent  arbitraires, 
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^qnÎTiiidra  aax  n  équations  (9)  et  aux  n  équations  (10).  Or  le  résultat 
peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante,  en  intervertissant  Tordre  des  som- 
mations : 

=:i>,''-|[f,(;i;^.,.|^.)] 

On  retrouve  dans  cette  équation,  comme  coefficient  de it,  la  variation 

totale  de  :i— ,  ou  de  Pyi  ;  et  comme  coefficient  de  :r->  la  yariatîou  totale  de 
j— ,  OU  de  pj;  Féquation  (11)  devient  donc: 

l»=i  v=l  '=1       *  3=1      •' 

Elle  se  simplifie  encore  si  Ton  remarque  que  les  sommes  sont  alors  sépa- 
rées les  unes  des  autres,  et  que  les  indices  p.,  v,  ij,  doivent  recevoir  chacun 
toutes  les  valeurs  entières  de  1  à  n;  la  distinction  des  indices  est  donc  sans 
aucune  utilité,  et  Ton  peut  écrire  par  conséquent  l'équation  sous  la  forme 

ï(^«,-t--J=2(f.''.-f/'> 

ou  encore,  en  observant  que  le  second  membre  n*est  autre  chose  que  la  va« 
nation  tolate  to,  et  en  multipliant  par  dl^ 

(12)  2]  (*'«.*  %  -  "^^v^  '«k)  =  "^  'û- 

Cette  équation  très  simple  tient  lieu  des  2n  équations  (9)  et  (10),  et  permet 
d'opérer  immédiatement  le  changement  de  variables.  Au  lieu  de  considé- 
rerO  comme  une  fonction  des  p  et  des  q^  nous  pouvons  l'exprimer  par  une 
fonction  des  «  et  des  P,  qui  sont  liés  auxp  et  aux  q  par  les  2it  équations  (2) 
et  (5).  Nous  aurons  alors 

^      rfo  *      .  t  dQ  ^      .    «/û  ,^    ,  ,   dû  ^^ 

*o  =  3â-/««  +  •  •  • + as; '«•  +  3?; '^«  +  •  •• + 5S '^" 
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Remplaçons  ^fl  par  cette  valeur  dans  Téquation  (12),  puis  jalons  les 
coefficients  des  ^  el  des  ^a  de  même  indice,  nous  obtiendrons  les  Su  équa- 
tions difTerentielles  de  la  varialion  des  arbitraires  sous  la  forme  cano- 
nique : 

<''»tt      dût 

^^^ rfû 

c*est-à«dire  sous  une  forme  analogue  à  celle  des  équations  (1),  qui  apparu 
tiennent  au  mouvement  non  troublé. 


REMARQUE  SUR  LA  MiTBODB  DE  JiCOBI. 

176«  La  méthode  de  Jacobi,  exposée  dans  les  deux  premiers  chapitres 
de  ce  livre,  suppose  Texistence  de  la  fonction  des  forces  U  ;  en  d'autres 

termes»  elle  suppose  que  la  somme  ^  (X<^cH-  Y'^gf  -{-1^%-^ ...)  est  une 

différentielle  exacte,  le  temps  i  étant  regardé  dans  cette  fonction  comme 
une  constante. 
Les  autres   méthodes,  celle  de  Lagrange  par  exemple,  emploient  les 

notations  ^U,  X"*  j~*  •  *  •  ^^^^  ^"^  supposer  nécessairement  Teiis- 
tence  d*une  fonction  U.  Car  alors  ^U  représente  simplement  la  somme 
2  (X^«-l- Y*y-I-  • . .)»  ®^  S'  ^®  coefficient  X  de  la  variation  ^z  daiis 

cette  même  somme.  È'est  seulement  quand  on  pose  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles  en  S  que  Ton  voit  intervenir  explicitement  la  fonction  U, 
dégagée  de  tout  signe  de  dérivation  ou  de  variation. 

Mais  on  doit  remarquer  que  la  méthode  de  Jacobi,  pas  plus  que  celle  de 
Lagrange,  ne  suppose  Texistence  analytique  de  la  fonction  n  ;  car  cette  fonc- 
tion entre  seulement  sous  les  signes  de  la  variation  to,  ou  des  dérivations 

partielles  55^'  jT  î  d  ces  symboles  sont  susceptibles  d'une  interprétation 
semblable,  déduite  de  Tidenlité 
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SOUmOR  APPROXIMATITB  DU  PROBLftMl  DU  MOmmBMT  TBOCBLA. 

177.  Les  équations  exactes  du  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil, 
ou  des  satellites  autour  de  la  planète  principale,  sont 

d^  ■*■  r»  "  dx' 

dl*  '^   r*   ^  dy' 
d*z       ffxz  _  do, 
dt*  "*    r»  ■"  </»  ' 

On  commencera  par  négliger  la  fonction  perturbatrice,  n,  ce  qui  réduit  les 
équations  aux  termes  correspondants  au  mouvement  elliptique  : 

di*  ■*'  r»  —  "' 


dt* 

Nous  connaissons  (§  142)  la  solution  de  ce  problème  ;  elle  consiste  à  ex- 
primer x^yj  z  en  fonction  du  temps  t  et  de  six  constantes,  soit  les  con- 
$tante$  canoniques  fournies  par  la  méthode  de  Jacobi,  soit  les  constantes 
tuuelles  qui  se  déduisent  des  premières,  et  qui  sont  la  longitttde  du  nceud, 
Yinclinaison  de  V orbite,  la  longitude  du  périhélie^  le  grand  axe,  VeûxenirtF' 
cité  et  enGn  la  longitude  de  Vépoque, 

Pour  chacun  des  corps  du  système  planétaire,  on  pourra  déterminer  ces 
t»ix  arbitraires,  qui  restent  constantes  tant  que  le  mouvement  n*est  pas 
troublé,  mais  qui  deviennent  variables  dès  qu'on  veut  tenir  compte  des  per^ 
turbations. 

La  plupart  du  temps,  la  fonction  perturbatrice  n  est  très  petite,  et  peut 
se  mettre  sous  la  forme  iiv,  i  étant  un  nombre  très  petit,  et  (Y  une  fonc- 
tion qui  ne  croit  pas  indéfuiimenl.  lorsqu'il  est  permis  de  négliger  les 
termes  qui  contiennent  en  facteur  i*,  auquel  cas  on  dit  qu^on  néglige  le 
carré  des  forces  perturbatrices,  l'approximation  du  mouvement  troublé  se 
fait  avec  une  tr^  grande  facilité.  Supposons  que  l'on  ait  employé  des  arbi- 
traires quelconques  ;  les  variations  de  ces  arbitraires  seront  données  par  des 
équations  de  la  forme 

T.   —  MÉC.    COLUGXO.Y.  22 
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Les  fonctions  -j—t  ^— >  seront  de  Tordre  de  grandeur  du  facteur  c 

Quant  aux  arbitraires  a,  elles  se  réduisent  à  une  partie  constante  a'  quand 
o  =:  0  ;  donc  on  peut  les  regarder  comme  égales  à  cette  partie  constante  a', 
augmentée  d'une  partie  yariable  èaf,  de  Tordre  de  grandeur  de  i.  La  vitesse 

-J^  de  larbitraire  a    se  réduit  donc  à  — Jtt  qui  est  elle-même  de  Tordre 
dt  ^  di     ^ 

de  t.  De  même  les  fonctions  1%  o.^  peuvent  s'exprimer  par  la  fonction 
i%*     a'v)  ^^^  parties  constantes,  augmentée  d'une  partie  variable  de  Tordre 

de  grandeur  de  i  ;  dans  le  produit  (a^^,  ol^  -r-*  on  pourra  n^liger  cette 

correction  du  coefficient  qui,  multipliée  par  -p ,  serait  de  Tordre  de  f^.  On 
trouvera  donc  la  variation  de  Tarbitraire  a    par  Téquation 

diocf„  dCk  do.  do. 

sr  =  K. -'.)  S  +  K,  «'.)£.+  •  •  •  +  («'..«'.)£' 

dans  laquelle  le  coefficient  de  chaque  terme  est  réduit  à  sa  partie  constante, 
et  enfin  on  en  tirera 


expression  qui  a  un  sens  parfaitement  défini,  dès  que  la  fonction  n  est  ex- 
primée  en  fonction  du  temps  t  et  des  arbitraires  a,  réduites  toutes, 
pour  cette  première  approximation,  à  leurs  valeurs  moyennes  a'.  La 
méthode  consiste  à  admettre  que,  pendant  un  certain  intervalle  de  temps, 
les  corps  trmiblants  et  le  corps  troublé  suivent  rigoureusement  les  lois  de 
leur  mouvement  elliptique,  et  à  en  déduire  d'une  manière  approchée  les 
variations  des  éléments  elliptiques  relatifs  au  corps  troublé  seul. 


DÂVBLOPPBMENT  DE  LA  W&THODB  DE  JACOBI   EN    TENANT    COMPTE    DE    LA  VABIATIOri 

DES  ARBITRAIRES. 

178.  L'intégration  des  équations  du  mouvement  elliptique,  par  la 
méthode  de  Jacobi,  introduit  dans  le  calcul  six  coMlanles  canoniques,  dis- 
tribuées en  deux  groupes  de  trois  chacun,  savoir  les  constantes  11,  G  et  G,  qui 
correspondent  aux  a  de  la  théorie  générale,  et  les  constantes  h,  g,  c,  qu) 
correspondent  aux  p.  Ces  quantités  restent  constantes  tant  qu'il  s'agit  du 
mouvement  elliptique  ;  elles  deviennent  variables  quand  on  passe  au  mou- 
vement troublé,  ou  qu'on  tient  compte  de  la  fonction  perturbatrice  n.  Léo 
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Yariations  des  arbitraires  sont  définies  par  le  groupe  de  six  équations  cano- 
niques: 

dH__dû  ^_*i  ^_^ 

.     di"  dh'  df^  dg'  dt  ~'  de' 

^  —  —  ^î      ^  —  «.^      'Z£  —  _^ 

({<  "■       d\\  '      d<  ■"       rfG  •      <//  ""      </G  ' 

qu'on  peut  écrire  d'une  autre  manière,  sous  forme  symbolique  (§  175)» 

(2)         dHih  —  cfAaH  4-  (fG^^  —  <f(7^G  +  dC^ic  —  dciC  =  dlSCl, 

Dans  ces  équations,  fl  est  exprimée  en  fonction  des  coordonnées  de  la 
planète  dont  on  étudie  le  mouvement,  et  des  coordonnées  de  toutes  les 
autres  planètes  qui  altèrent  le  mouvement  de  la  première  ;  les  coordonnées 
de  la  planète  s'expriment  en  fonction  du  temps  et  des  éléments  elliptiques, 
soit  des  éléments  canoniques,  soit  des  éléments  usuels,  par  des  formules 
où  le  temps  n'entre  jamais  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus.  La  fonc- 
tion fl  ne  contient  donc  que  des  termes  périodiques.  Mais  nous  allons  voir 
qu'il  n'en  est  pas  de  même  de  toutes  ses  dérivées  partielles.  Le  temps 
n'entre  dans  les  équations  du  mouvement  elliptique  que  joint  à  la  cou* 

sUnte  c,  dans  Téquation  ^  =  t  H-  <?•  Les  dérivées  partielles  m*  -^*  in* 

y  a^)btiendront  sans  faire  sortir  le  temps  t  des  signes  trigonométriques, 

de  sorte  que  ces  dérivées  partielles  restent  encore  périodiques.  Pour  étu- 
dier à  ce  point  de  vue  la  forme  des  deux  dernières  dérivées  partielles,  chan- 
geons de  variables,  et  posons  /  =  n  (t  -\-  c),  n  représentant  le  moyen  mou-- 

vement  ^ — 7—^9  et  /  Vanomalie  moyenne  de  la  planète  ;  celte  transforma- 

lion  nous  permet  de  remplacer  par  une  lettre  unique  la  sonmie  i  +  c  du 
temps  et  de  la  variable  c.  Au  système  des  arbitraires 

H»  h,  G,  g,  C,  c, 
nous  substituons  donc  le  système 

H,  h.  G,  g,  C,  /. 

Cela  posé,  prenons  les  dérivées  de  fl  par  rapport  à  c  d*abord,  puis  par  rap- 
port à  G  ;  nous  aurons 

de  ^  dl  de"^  dî  ^  "' 
de  sorte  que  -r-  ne  contient  pas  non  plus  le  temps  en  dehors  des  signes 


UO  MÉTUODfi 

dCï 
sinus  et  cosinus,  liais  il  en  est  autrement  de  -^^  ObseiTons  en  effet  que  O 

exprimée  dans  le  nouveau  système  de  variables  contient  C  explicitemeQl 
d*abord,  et  implicitement  dans  /.  Désignons  par  des  parenthèses  les  déri- 
vées  prises  dans  ce  nouveau  système  ;  il  viendra 


Mais 


Donc 


rfC"  \dc)  ■*"  \dïjd0' 


1 


etenûn 


dù_/da\        3H2C)i  /rfû\ 

de  sorte  que  dans  Tune  des  équations  (i),  la  dernière,  le  temps  figure  en 
dehors  des  signes  sinus  et  cosinus,  c&  que  les  astronomes  expriment  en 
disant  qu'il  figure  en  arc  de  cercle.  De  là  un  inconvénient  grave  au  point 
de  vue  des  approximations.  On  peut,  il  est  vrai,  éviter  cet  inconvénient  en 
substi tuant rarbi traire /à  l'arbitraire  canonique  c.  Mais  la  substitution  laisse 
encore  subsister  une  diflliculté.  Remplaçons  dans  Téquation  symbolique  (2) 
les  arbitraires  G  et  c  par  les  nouvelles  arbitraires  G  et  /.  Pour  cela  difTéren- 
lions  par  la  caractéinstique  (/,  c'est-à-dire  en  faisant  varier  le  temps  ^  puis 
par  la  caractéristique  ^,  c'est-à-dire  sans  faire  varier  le  temps,  l'équation 

(3)  /=,i(|  +  c). 

qui  lie  la  nouvelle  variable  aux  anciennes  :  il  vient 

On  a  d'ailleurs,  puisque  n  est  fonction  de  G  seul, 

(5)  < 

Multipliant  la  première  des  équations  (4)  par  ^G,  la  seconde  par  dC,  ^  re- 
tranchant, puis  observant  que  le  premier  terme  du  second  membre  se 
réduit  identiquement  à  zéro  en  vertu  des  équations  (5),  il  vient 

(6)  dliC      mC—fUdioC-i-dciC      dCic), 
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Donc 

<IC^c  —  rfrfC  =  -  [dCil  —  (rfl  —  ndt)  dCJ, 

et  snbstitaant  dans  (3),  on  obtient  Téqualion  transformée 

(7)     dBih  —  <fA^H  +  dQSg  —  rf^aG  +  i  [dCî/  —  (rf/  —  ndi]  SC]  =  rfiiù. 

Cette  équation  représente  à  la  fois  les  quatre  premières  équations  (i),  et  à  la 
place  des  deux  dernières,  les  équations 

dC         dQ 
dî^'^Tr 

dl  da 

Le  temps  ne  sort  plus  alors  des  signes  sinus  et  cosinus,  mais  la  yitesse  ^ 

n^est  plus  de  l'ordre  de  petitesse  des  forces  perturbatrices,  puisqu'elle  con- 
tient un  terme  n,  indépendant  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  n. 

179.  On  peut  employer  deux  procédés  pour  tourner  cette  difficulté. 

Le  premier  consiste  à  poser 

«t 

MO)  J  =  /.  +  •/. 

en  appelant  p  et  7  deux  nouvelles  variables.  On  en  déduit  en  effet 

dt^m'^  dl"'^'^  d(* 

et  substituant  dans  la  seconde  des  équations  (8),  on  obtient  à  la  place  de 
cette  équation 

sans  terme  indépendant  des  forces  perturbatrices. 

La  variable  7  étant  définie  par  celte  équation,  il  reste  à  trouver  p  par 
l'équation  (9).  Or  de  Féquation 

<m  tire,  en  difTérentiant  et  en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  ^^v 

dn (--2q|rfC -  >plc da 

H"      ^     fii,      dt"      ^     fil      dl' 
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L'équatioD  (9)  nous  donnant 

dn d*p 

f  sera  déterminé  par  la  double  quadrature  de  Téquation  difTérentielle  du 
«eoond  ordre 

iSO.  Une  autre  méthode,  due  à  Delaunay,  consiste  à  remplacer  les  ar- 
bitraires canoniques  conjuguées  G  et  c  par  deux  nouvelles  arbitraires, 
L  et  l,  également  conjuguées.  L'arbitraire  /  a  déjà  été  définie.  Pour  Tarbi- 
traire  L,  Delaunay  pose 

(13)  L  =  -^ 

On  en  déduit,  en  difTérentiaot  par  d,  puis  par  I, 

(~2C)t  " 

ft 

€t  la  substitution  dans  (7)  de  dC  =  ndl  et  ^  =  n^L  nous  donne 

<i4)  dUih  —  dMH  +  dGig  —  dgiG  +  {dUl  —  dlèlj 

=  dt(Sa'^iC)^dtSa', 

en  posant  encore 

Ce  changement  de  variables,  et  Taltération  correspondante  de  la  fonction 
perturbalrice,  ramènent  donc  les  équations  du  raouTement  à  la  forme  cano- 
nique, sans  faire  paraître  le  temps  en  dehors  des  signes  trigonométriques. 
La  première  méthode  est  généralement  suivie  pour  Pétude  analytique  du 
«mouvement  des  planètes.  La  seconde  réussit  dans  la  théorie  du  mouvement 
•de  la  lune,  problème  qui  présente  des  difficuUés  particulières,  à  cause  de 
ia  grandeur  de  la  masse  du  corps  troublant,  le  soleil. 
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mm  DV  CALCUL  dans  LB  CAB  du  MOUVBMUrr  d*uke  plâr&ti. 


181 .  Nous  supposerons  ici  qu*il  s'agisse  du  mouvement  d*une  planète, 
et  nous  prendrons  pour  équations  de  la  Tariation  des  arbitraires  le 
groupe 


(i) 


^1 


da 

dû' 


dG 
di 


da 


(/G  d£i 


dh  __       da       dg da       ^__      ^ 

W  ^       rfH'      dl  '^       dG*      dl  ■"       "WG* 


Â  ce  groupe  joignons  les  deux  équations 


et      5^  =  n. 


On  ne  conservera  pas  dans  la  suite  du  calcul  les  arbitraires  canoniques 
H,  *,  G,  ^,  C,...  mais  on  y  introduira  les  arbitraires  usuelles,  qui  sont  ex- 
primables en  fonction  des  premières.  Nous  en  rappellerons  ici  le  tableau. 

Soit  XOY  le  plan  fixe  ou  plan  de  Fécliptique  ; 
01  la  droite  fixe^  dirigée  vers  Téquinoxe  de 
printemps  ;  NK  le  plan  de  Torbite  ;  les  arbi- 
traires usuelles  seront  : 

1*  La  longitude  du  nceud  ascendant ,  0 = AON  ; 
Tan^le  6  varie  de  0  à  Sir,  dans  le  sens  de  OX 
versOY. 

S*  L*tfic/tfuit«on  de  Vorhiie^  ç,  est  Tangle 
RNR'. 

3*La2ofi^udedti|»mAé/t>,cr,estlasomme  fier*  ^- 

des  angles  AON  H- NOP,  et  définit  Torientation  delà  trajectoire  dans  son  plan  ; 

4*  Vexcentricité  de  Vorhite,  e,  détermine  la  forme  de  l'orbite  ; 

b«  Le  demi  grand  axe^  a,  en  détermine  la  grandeur. 

6*  EnQn  Vépoque,  i»  c'est-à-dire  la  longitude  moyenne  de  l'époque,  est  la 
valeur  de  la  longitude  moyenne  de  la  planète  pour  t  =  0«  Ces  six  arbitraires 
sont  liées  aux  arbitraires  canoniques  par  les  équations  : 

0  =  A, 
H 


P) 


»j  =  A  -f-  ^, 
t     4    .  2CG* 

c  =  y+  cr=y  +  A-H^; 
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et  inversement  on  aurait,  en  exprimant  les  arbitraires  canoniques  en  fonc- 
tion des  arbitraires  usuelles  : 

hst$, 

H  =  cosf\^/>(ia(t  — e*|f 
y  =  f  —  O. 

A  ces  équations  enjoint  encore  les  deux  suivantes  qui  définissent  le  moyen 
mouvement  n,  et  la  durée  T  de  la  révolution  : 

(5)  „  =  ti|2:!.      «T^î,. 

Ifotts  avons  enfin,  en  vertu  de  la  troisième  loi  de  Kepler» 
(6)  »iV  =  />, 

équation  qui  nous  permettra  de  ramener  à  la  première  puissance  le  ac- 
teur (1  dans  toutes  les  équations  qui  suivront. 

DifTérentions  les  équations  (3),  puis  remplaçons  dans  les  équations  ré- 
sultantes les  éléments  canoniques  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  élé- 
ments usuels,  déduites  des  équations  (4).  Il  viendra  le  groupe 

de  =  dh, 

df^—^^l—dG -^î= dH. 

ffi^i  —  e*  sin^  fftyi  —  e^  sin^ 


(') 


dtj  =  dh'\-  dg, 

f^e  fiM 

/A» 
if c  =  <f  y  +  ^  +  dg. 

Ces  équations  nous.serviront  à  former  les  valeurs  des  dérivées  partiales 

^,  ^  .  .,  figurant  dans  les  équations  (1)»  en  fonction  des  éléments 

usuels.  On  a  en  effet,  par  exemple,  Tidentité 


dh-\'dë)dh'^\d^)dh  +  [s^)dh'^''*' 
les  dérivées  entre  parenthèses  étant  celles  qui  correspondent  aux  nouveltos 
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variables.  Substituant  les  valeurs  des  différentielles  données  par  (7),  on  a 


Donc  enfin 


3Â 


rf/* 


<fA 


<fA 


dA 


$=(§)  +  (È) + (S) 

On  forme  ainsi  le  tableau  suivant  : 


W 


da  _  /dQ\        /dCi\ 
dg  -^\da)'^  \di)' 

da  _       tM^i  — «•  /dQ\ 

[de) 


dG 


fl^ 


+ 


nffcos? 


{%) 


da  _  /^\ 

DÎTisons  ensuite  par  di  les  six  équations  (7),  remplaçons  les  rapports 
dt*  dî*'"  P^^  ^®^™  valeurs  ^jr,  —  -jT-,..-  données  par  les  équations  (1). 

puis  substituons  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  en  fonction  des  nou- 
telles  dérivées,  fournies  par  les  relations  (7).  On  obtient  en  définitive  le 
tableau  (9),  où  le  cbangement  de  variables  est  entièrement  opéré  : 

de  __  na  /Al\ 

dt  *"  r.,  */4  —  e«  sin  f  W?/ 


dt  *" 


r^)/ï 


df 


na 


dt 


(§) 


w 


rfor  _  wayi— g«  /da\         im(i  — 


<// 


/■/*« 


/rfû\         im(i— cos?)    /rfû\ 


d/  -    /la    [dij' 


rff       >ifl\/r^^»--no(i  —  e«)  /dû 


d/  ffie 


(S) 


im(1  — cosy)    ^cto 
//»^1  —  «*sinf 


(?) 
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Pour  faire  usage  de  ces  équations,  on  remplacera  la  fonction  n  par  la  yaleor 

somme  dans  laquelle  m^  est  la  masse  d'une  des  planètes  troublantes,  et 
K^^  la  fonction 

••''ST.  ^?       ' 

qaï  dépend  des  positions  relatives  de  la  planète  troublante  par  rapport  au 
soleil  et  à  la  planète  troublée.  Pour  simplifier,  on  peut  se  borner  à  consi- 
dérer un  seul  corps  troublant,  celui  qui  a  le  numéro  1 ,  par  exemple,  les 
autres  pouvant  être  sous-entendus  dans  les  sommes.  Alors  les  équations  (9), 
dans  lesquelles  on  remplace  n  par  /hi|  Ro,|,  deviennent,  en  omettant  les 
parenthèses,  devenues  inutiles  : 


na 


m» 


dh 


0.1 


VI— c*siny  /*     <*? 


na 


df 

dt  ~"       v^l  — e«sin?  A* 


dd 


vT:r?  i*  Wa  "^   di  J' 


m 


du  ^  nay/ÎZrr^  ?ii  ^  _j.  "^^^2  m.  fV 
d^  e  II      de         Ja  _  ^t  u.     d'à   ' 


de^ wisj\  —  e*  itij 

di  e  ft. 


dW 


o.t 


</« 


nae\'i  —  e*  m^  ^\i 


dt  a     da 


0,1 


l 


i  +  y^l  —  el   /*        <te  V^i  —  C«   At       d:»    * 


A  ce  tableau  il  faut  joindre  la  seconde  des  équations  (S),  qui,  différeutiée, 
devient 

d^p  __  dn 

dfi  ""IT 

Or  réquation  (6)  nous  donne 

du  =  —  s-da. 
2a 
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Donc 

Les  six  équations  (10)  et  Téquation  (ii)  ne  contiennent  plus  /" et  renferment 
toutes  le  rapport  — ^.  Si  ce  rapport  est  très  petit,  ce  qui  arrive  dans  ]a 
théorie  des  planètes,  et  si  Ton  se  borne  pour  Fintégration  aux  tennes  con- 
tenant les  premières  puissances  des  rapports  —,  l'intégration  ne  présente 

aucune  difficulté. 

182.  Lorsqu*on  substitue  dans  R^  ^  les  valeurs  des  coordonnées  en  fonc- 
tion des  longitudes  moyennes  des  planètes,  la  fonction  R^  ^  se  développe  en 
une  série  de  la  forme 

A  étant  un  terme  qui  dépend  seulement  des  éléments  elliptiques  de  la  pla- 
nète, B  et  ^  des  constantes,  /  et  /'  les  longitudes  moyennes,  nf  4- 1  et 
ii'<  + 1',  des  deux  planètes,  et  t  et  t  deux  nombres  positifs,  qui  peuvent  Hre 
nuls,  et  qui  prennent  toutes  les  valeurs  entières  de  0  à  TinGni.  La  varia- 
tion d*une  arbitraire  quelconque,  a,  sera  donnée  de  même  par  une 
équation  de  la  forme 

~  =  .V  4-  2  B'cos(i/  4- 1'/'  4-  b'). 

A',B'  et }/  étant  d'autres  constantes,  et  t  et  t' recevant  encore  toutes  les  va- 
leurs entières  et  positives  de  0  à  oo. 

Réduisons  dans  cette  expression  tous  les  éléments  elliptiques  à  leur  partie 
constante  ;  k'  déviendra  une  constante,  et  Tintégration  donnera 

a  =  («)  4-  A7  4-  Ç^  B'cos  (il  4- 1'/'  4-  ^  dt, 

en  appelant  (a.)  la  valeur  constante  qu'aurait  a  dans  le  mouvement  non 
troablé.  Or  soit  n  le  moyen  mouvement  et  /  la  longitude  moyenne  de  la 
planète  dont  on  étudie  le  mouvement,  n'  le  moyen  mouvement  et  /'  la 
longitude  moyenne  de  Tautre  planète;  on  aura 

r     l't^  Vf/  .  3^\A4      8in(t^4-i^^4-6^) 
jcos(ii4-i'/'4-^)rf^= -q-rs^ ' 

60  observant  qu'on  a  identiquement  dl  =  ndt  et  dV  =  n'di.  lk)nc 

«  =  («)  H-  A'/  4-  y  .     ?.  V  /  «n(»'  +  *'''  +  ^i- 
\  /  •         *  ^  Ml  4-  t'n' 
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La  correction  de  la  valeur  elliptique  («)  comprend  donc  des  termes  de 
diverses  natures  :  Tun  k%  qui  croit  proportionnellement  au  temps,  consti- 
tue Vinégalité  êéculaire  de  rélément  a.  ;  les  autres  contiennent  implicite- 
ment le  temps,  mais  sous  les  signes  trigonométriques,  et  chacun  constitue 
pour  Tarbitraire  a  une  inégalité  périodique  dépendant  de  la  configuratiM 
des  planètes. 

Ces  expressions  doivent  être  convenablement  interprétées.  Une  inégaUlé 
séculaire  est  celle  qui  dépend  des  éléments  elliptiques  de  la  planète  ;  elle 
semble  croître  indéfmiment  avec  le  temps,  mais  cette  augmentation  indé- 
finie peut  n^être  qu*apparente  ;  en  eRet,  le  terme  k't  peut  être  le  premier 
terme  d'une  série,  et  la  substitution  de  k't  à  cette  série  peut  entraîner  une 
erreur,  qui  grandit  de  plus  en  plus  à  mesure  que  le  temps  t  s'accroit.Cest  ce 
qui  arriverait,  par  exemple,  si  la  formule  rigoureuse  renfermait  sink't  à  la 

place  de  k't,  premier  terme  de  la  série  k't  »  ^ — - — s  +  . . . .   Ainsi 

les  inégalités  dites  séculaire^  peuvent  être  périodiques,  et  il  en  est  notam- 
ment ainsi  pour  des  inclinaisons  et  des  excentricités.  Par  contre,  une  iné- 
galité périodique  peut  avoir  une  très  longue  période  ;  cela  arrive  aux  termes 
du  développement  pour  lesqueb  le  dénominateur  in  +  i^n'  est  très  petit  en 
valeur  absolue. 


niVAEUBiLrré  dis  Giuicro  axes  et  des  moteks  mouvehehtb. 

1S5.  Les  variations  du  grand  axe  et  du  moyen  mouvement  sont  déûoies 
par  la  cinquième  des  équations  (10)  et  par  Téquation  (11)  : 

ut  fi      dt 

dn  ,    •  »W|  ^'^.i 


Dans  ces  équations,  il  n^entre  que  la  dérivée  de  la  fonction  Bo,|  par  rap- 
port à  répoque  t  ;  mais  t  n'entre  que  dans  la  longitude  moyenne  /,  et 
ne  figure  pas  dans  le  terme  A  de  la  valeur  de  Ro,i  ;  on  aura  donc,  en  déri- 
vant par  rapport  à  t  une  équation  de  la  forme  : 

'-^=--^iBfdn{U-\-ia'-{-ah 

en  observant  que  /  =  lU  + 1,  ce  qui  donne  -^  =  !• 

dt  , 

Donc 

^  =  —  2«««  — «  ^  iB  sin(i7  +  i'I'  +  «); 
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d*où  Ton  déduit  en  intégrant, 

On  aurait  de  mkae 

_ÎB 


ntoe 

fi  =  (ii)-3an«-*  y  ^-i5—co8  (il +  !'/'+«). 


Les  éléments  a  et  n  ne  différent  donc  de  leurs  valeurs  moyennes  (a)  et  (»)  que 
de  quantités  périodiques.  Abstraction  faite  de  cette  correction  »  qui  tantôt 
s*agoute,  tantôt  se  retranch»',  le  grand  axe  et  le  moyen  mouvement  res- 
tent constants.  Tel  est  le  théorème  de  Laplace,  établi  en  n'admettant  dans  les 
équations  du  mouvement  que  les  termes  du  premier  degré  par  riipporl  aux 
masses  perturbatrices  ;  ce  théorème,  d'une  importance  capitale  au  point 
de  vue  de  la  stabilité  du  système  solaire,  subsiste  encore,  ainsi  que  Poisson 
Ta  fait  voir,  quand  on  pousse  Tapproximation  jusqu'aux  termes  du  second 
degré. 

11  semble  que  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  la  lune  soit  en  con- 
tradiction avec  le  théorème  de  Laplace  sur  Tin  variabilité  des  moyens  mou- 
vements. Cette  contradiction  n'est  qu'apparente»  En  réalité,  le  moyen 
mouvement  de  la  lune  est  invariable,  abstraction  faite  des  oscillations 
périodiques  qu'il  subit  ;  mais  Tépoque,  e,  est  affectée  de  plusieurs  inégalités 
séculaires,  de  sorte  que  si  Ton  appelle  /  la  longitude  de  la  lune,  dé- 
pouillée de  tous  les  termes  contenant  le  temps  sous  les  signes  sinus  et  co- 
sinus, on  aura  pour  cette  quantité  une  équation  de  la  forme 

•    /  =  „/  4-  «  +  A  -f-  ^/«, 

ai  et  ^  étant  les  deux  inégalités  principales  qui  s'ajoutent  au  terme  t. 
Au  lieu  d'écrire  ainsi  cette  équation,  on  a  l'habitude  de  la  ramener  à  la 

forme 

/  =  Ni4- «, 

en  faisant 

et  en  laissant  r époque  constante.  On  considère  alors  le  facteur  N  comme  le 
moyen  mouvement,  et  on  voit  qu'il  renferme  une  inégalité  séculaire,  (it. 
C  est  à  ce  terme  qu'on  donne  le  nom  d'équation  séculaire  de  la  lune,  il 
varie  du  reste  avec  une  extrême  lenteur,  environ  1 1  secondes  par  siècle. 
Laplace  a  fait  voir  que  ce  phénomène  était  lié  à  la  diminution  progres- 
sive de  i  excentricité  de  l'orbite  terrestre.  Depuis,  Deiaunay  a  reconnu  dans 
le  ralentissement  du  mouvement  de  rotation  propre  de  la  terre  une  se- 
conde cause  qui  contribue  à  altérer  d'une  manière  apparente  ce  moyen 
mouvement  N. 


CHAPITRE  lY 
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i84.  Lorsqu*une  fbnetion  f  \%)  d'une  variable  z,  réelle  ou  imagmairef 
reste  continue  pour  louteê  les  valeurs  de  s  donl  le  module  ne  dépatte  pas 
une  limUe  R  donnée,  celte  fonction  est  dételoppable  en  série  convergente^  or- 
donnée suivant  les  exposants  entiers  croissants  dez,Le  développement  est 
fourni  par  la  série  de  Mac-Laurin.  Ce  théorème  a  été  démontré  par  Caa- 
chy,  qui  Ta  rattaché  à  la  théorie  des  intégrales  définies  prises  entre  des 
limites  imaginaires. 

M.  le  commandant  Laurent  Ta  généralisé  sous  cette  forme  : 

Lorsqu'une  fonction  f(z)  d'une  variable  z,  réelle  ou  imaginaire^  reste  con- 
tinue pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  compris  entr^eux 
limites  données  KoCt^,  la  fonction  estdéveloppable  suivant  une  double  série 
convergente,  ordonnée  suivant  les  exposants  entiers,  positifs  et  négatifs,  de 
la  variable» 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  si  la  fonction  reste  finie  et  continue  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  satisfaisant  à  Finégalité  mod(s)  <  R,  la  fonction /'(:) 
sera  développable  en  série  convergente  par  la  formule 

f{z) = f{ù) + r{0)z + ^  f'[0)  4-  j^  rw  4- 

Dans  le  second,  si  la  continuité  de  la  fonction  n'est  assurée  qu'entre 
les  modules  Ro  et  R,  le  développement  comprendra  les  deux  séries,  à  ex- 
posants positifs  et  négatifs 


/\»)  =  Ao+A.»  +  A,J«4-A,»»-|- 
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Ce  dernier  déTeloppement,  qui  comprend  le  premier  comme  cas  parti- 
culier lorsque  Ro=  0,  trouve  son  application  dans  une  foule  de  problèmes 
de  la  mécanique  céleste. 

185.  Nous  en  donnerons  un  exemple  simple. 

On  a  vu  plus  haut  que  ïanomalie  moyenne  C  s'exprime  en  fonction  de 
Vanomalie  excmUrique  u  par  Téquation  de  Kepler 

ç  =  tt  —  esinii, 

dans  laquelle  e  désigne  Yexcentricité  de  Vorbite. 

On  peut  rattacher  ces  deux  variables  C  et  tt,  à  deux  autres  variables  * 
et  if  en  posant  les  équations 

et 

le  nombre  c  désignant  ici  la  base  des  logarithmes  népériens.  On  n'emploie 
pas  la  lettre  e  pour  représenter  cette  base,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  con- 
fusion possible  avec  l'excentricité 

A  la  relation  entre  ii  et  C  nous  pouvons  substituer  une  relation  équiva- 
lente entre  %ei$. 

Observons  que,  si  f  =  t  «i/^,  $  est  égal  à  cos  u  +  v'—l  sin  u,  et  par 
conséquent 

-  sa  €08  II  —  V^^  sin  11  =  «"**^"*. 

Si  donc  nous  formons  la  demi-différence  ^(s  —  K  nous  obtiendrons 
pour  résultat 

1  (#-.]-)  =v/=T8inu 

et 

Multiplions  par  v^— 1  l'équation  ii  ~  e  sin  u  =  C,  et  élevons  i  à  la  puis- 
sance dont  l'exposant  est  Ç^— 1.  U  viendra 
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cest-i-dire,  en  remplaçant  t  ^^^^^  par  «,  i"*^^  par  #,  et  t~ ***""*''''  par 

—  (*'') 
*    •  ^     '-'f  la  relation 

|1)  »  =  *Xt   *^'   "'^• 

186.  Gela  posé,  en  vertu  d*un  théorème  du*  commandant  Laurent,  si  deox 
variables  x  et  f  sont  liées  par  une  équation  f{s)=i,  et  que  la  fonction  f 
soit  continue  pour  toute  valeur  de  <;  si  de  plus  on  sait  que,  pour  toute  va- 
leur de  z  dont  le  module  soit  compris  entre  deux  limites  données  RoelR, 
réquation  f(s)z=z  n'a  pas  de  racines  multiples,  on  pourra  toujours 
trouver  une  fonction  7  {z]  telle,  que  Ton  ait 

9  ==  9(3), 

ce  qui  revient  à  résoudre  Téquation  donnée  par  rapport  à  a,  et  cette  fonc- 
tion 9  sera  continue  tant  que  le  module  de  z  sera  compris  entre  les 
limites  Rq  et  R  ;  de  sorte  que  celle  fonction  o  (z)  est  dévdoppabie  eu 
double  série  convergente.  Si  la  première  équation  donne2=So  pour 
t=io,2o  étant  compris  entre  les  limites  R,  et  R,  la  seconde  équation 
donnera  a =fo  quand  on  y  fera  z  =  «0- 

Plus  généralement,  toute  fonction  continue  F  {s)  sera  une  fonction  oon. 
tinue  de  z  pour  toute  valeur  dont  le  module  soit  compris  entre  Ro  et  R, 
et  est,  par  suite,  développable  en  double  série  à  exposants  entiers,  positifs 
et  négatifs. 

Celte  théorie  s'applique  à  Téquation  (1),  et  conduit  à  reconnaître  la 
possibilité  du  développement  en  série  convergente  de  s  en  fonction  de  s, 
ou  de  u  en  fonction  de  C. 

Remarquons  d'abord  que  ^  et  u  s'annulent  ensemble,  et  que  les  varia- 
bles imaginaires  x  et  a  prennent  ensemble,  pour  ces  valeurs  des  variables 
réelles,  la  valeur  i. 

Cherchons  les  limites  entre  lesquelles  l'équation  (1)  n'a  pas  de  racines 
multiples. 

Il  suffit  pour  cela  d'égaler  à  zéro  la  dérivée  du  second  membre  de 
l'équation  (i),  dérivée  qu'on  prend  facilement  à  l'aide  des  logarithmes. 

Il  vient,  en  effet,  en  prenant  le  logarithme  du  second  membre, 


dont  la  dérivée  est 


DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE.  353 

Les  racines  égales  de  Téquation  (1),  résolue  par  rapport  à  «,  s'obtien- 
dront donc  en  égalant  cette  dernière  fonction  à  0;  ce  qui  donne 

ou  bien,  en  multipliant  par  f, 

*  +  -  =  -• 

i      e 

1  2 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  $  et  ->  dont  la  somme  est  égale  à  -  et  le 

produit  à  Tunité,  sont  les  racines  de  Téquation  du  second  degré 
(î)  ^-?,  +  l=p. 

qui  donne  pour  les  deux  racines 

«  = ^ 


Substituons  ces  deux  valeurs  de  $  dans  l'équation  (1);  on  en  déduira  les 
valeurs  correspondantes  de  z,  savoir 


3i  = 


_i+v/i-g'  -•rr^ 


3i «  , 

ce  sont  les  seules  valeurs  de  la  variable  z  qui  puissent  faire  acquérir  à 
rëquation  (1)  des  racines  égales. 

L'excentricité  e  est,  pour  toutes  les  planètes,  un  nombre  moindre  que 
Tunité.  Donc  z^  et  z^  sont  tous  deux  réels  et  positifs.  Leur  produit  Zi  z^  est 
égal  à  Tunité;  doncTun  est  <  1  et  l'autre  >  1  ;  et  par  conséquent  la  va- 
leur 2=1,  pour  laquelle  on  a  aussi  f =1,  est  comprise  dans  l'intervalle 
des  limites  qui  font  acquérir  à  l'équation  (1)  des  racines  égales. 

On  déduit  du  théorème  de  Laurent  que,  non  seulement  «,  mais  en- 
core toute  fonction  continue  de  s,  est  développable  suivant  une  double 
série  convergente,  ordonnée  suivant  les  exposants  entiers,  positifs  ou  né- 
gatifs, de  z.  Mais  $  ei  z  tiennent  la  place  des  exponentielles  imaginaires 

t**^"*  et  t^*^^,  qui  sont  équivalentes  à  des  fonctions  de  sinus  et  de 
cosinus  de  u  et  C  On  voit  par  là  que  l'on  pourra  développer  en  série  con- 
Tergente,  en  fonction  de  II,  non  seulement  la  variable  u,  mais  encore 

V.  —  HéC.  COLUGRON.  23 
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toujle  fonction  continue  de  cette  variable.  Nous  donnerons  le  dévdop- 
pement  de  u  en  fonction  de  C  plus  loin. 
i87.  Prenons  comme  second  exemple  la  fonction  perturbatrice 


où  po,i  représente  la  distance  ^(x  —  a;,)«+(y  —  y,)*  +  («  —  «J*. 

Les  coordonnées  x^  y,  z  du  corps  troublé  sont  exprimables  par  des  fonc* 
tiens  linéaires  de  cos  tt  et  sin  u,  u  étant  Tanomalie  excentrique  du  corps 
troublé. 

De  même  les  coordonnées  ^i,  2fi,  «i  du  corps  troublant  sont  exprimables 
par  des  fonctions  linéaires  de  cos  tij  et  sin  tf|,  tf|  étant  l'anomalie  excen- 
trique du  corps  troublant. 

Ces  fonctions  de  cos  ti,  sin  u,  cos  «i,  sin  Ui  sont  déyeloppables  en  sé- 
ries convergentes,  dont  les  termes  sont  d'autres  séries,  procédant  sui- 
vant les  exposants  entiers,  positifs  ou  négatifs,  des  exponentielles  e^^~~' 

ett^'^^,  Cet  Cl  désignant  les  anomalies  moyennes.  Le  résultat  final  du 
développement  Ro,i  sera  donc  une  somme  de  termes,  dont  le  terme  gé- 
néral est 

H,<Cv/=îx€'«'^'^^=H  [cos  (fÇ  +  f\ç,)  -f  v^~l  sm(fÇ4-  tiÇi)]- 

Dans  la  somme,  les  imaginaires  doivent  se  détruire ,  et  il  ne  doit  rester 
qu'un  ensemble  de  termes  réels.  On  remplace  ensuite  les  anomalies 
moyennes  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  longitudes,  et  on  obtient  ainsi 
la  forme  définitive  du  développement  déjà  donné  au  §  i82.  Le  calcul  est 
long  et  présente  de  graves  difficultés. 

Dans  la  théorie  de  la  Lune,  on  n^admet  en  général  que  trois  corps,  la 
Terre  comme  corps  principal,  la  Lune  comme  corps  troublé,  et  le  Soleil 
comme  corps  troublant.  La  distance  de  la  Lune  à  la  Terre  est  très  petite  par 
rapport  à  la  dislance  du  Soleil  à  la  Terre  :  elle  n'en  est  que  la  400*  partie. 
Aussi  la  fonction  R04  peut-elle  être  développée  en  une  série  très  conver- 
gente, ordonnée  suivant  les  puissances  du  rapport  des  rayons  vecteurs. 
Ce  rapport  étant  très  petit,  la  série  converge  très  rapidement,  et  quelques 
termes  suffisent  pour  donner  une  grande  approximation. 

Au  contraire,  quand  il  s'agit  de  la  théorie  de  la  Terre,  si  l'on  fait  iu- 
tervenir  les  perturbations  produites  par  certaines  planètes,  Vénus  par 
exemple,  le  rapport  des  distances  au  Soleil,  qui  est  alors  le  corps  princi- 
pal, peut  acquérir  de  grandes  valeurs,  et  le  développement  en  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  du  rapport  des  rayons  vecteurs  n'a  pas  une 
convergence  assez  rapide. 
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DÉTELOPPEMEKT  EN  SÉRIE  DB  LÀ  FONÇnOK  PERTURBATRICE. 

188.  La  fonction  £2=/"  2"*'^»'»  ^^*^^  ^  définie  au  §  172,  renferme 
autant  de  termes  qu'il  y  a  de  corps  troublants.  Occupons-nous  en  parti- 
culier du  terme  qui  correspond  à  celui  des  corps  troublants  qui  porte  le 
n*  1,  et  cherchons  à  déTelopper  en  série*  la  fonction 


•     ^0.1  =  7 


i 


^^i-tML+^'i 


^(z-a:4)«  +  (y-y,)«-i-(---il* 


qui  entre  dans  ce  terme. 

Soit  M  le  corps  dont  on  étudie  le  mouve- 
ment; 

0  le  corps  principal,  auquel  on  rapporte 
le  mouvement  ; 

OX,  OY,  OZ,  trois  axes  de  directions  con- 
stantes, menés  par  ce  point  ; 

Mi  le  corps  troublant  ; 

r  =  OM  la  distance  du  corps  H  au  corps 
prindpal  ; 

r|  =  OMt  la  distance  du  corps  troublant 
au  même  corps  0; 

po.i=MM|  la  distance  des  deux  corps  M  et  M^. 


Fig.   98. 


On  aura 


V/(X  -  X,)*  +  (y  -  yj*  +  (s  -  »J*  =  p^y 


Mais  dans  le  triangle  MOMi,  si  Ton  appelle  a  le  cosinus  de  l'angle  en  0, 
on  a  aussi 

D^ailleurs,  a  est  donné  par  la  somme  des  produits  des  cosinus  directeurs 
des  droites  OM,  OM,  ,  et  par  conséquent 

^^t  +  yyi  +  ssj 

— — — — — ^—  _  ff, 

équation  qm  permet  de  remplacer    >  *      \''*    — -  par  — • 

r  r, 


On  a  donc 


R  ^ ^         ^:i. 
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On  peut  faire  deux  hypothèses  sur  la  grandeur  relative  de  r  et  de  r^. 
Nous  supposerons  d'abord  r  <  r^,  et  nous  ferons  -  =  /,  <  étant  une  nou- 
Telle  variable  qui  sera  comprise  entre  0  et  1 .  Le  premier  terme  de  Rm  de- 


vient alors 


)Jr*  —  «fTiff  +  V      n  v^l  -  M  +  <*' 


1 
et  le  problème  est  ramené  à  développer  en  série  la  fraction    =====• 

On  y  parvient  aisément  en  remarquant  que  la  fonction 


VI  —  «te  -f  I* 

peut  être  considérée  comme  la  dérivée  par  rapport  à  x  d'une  fonction  s, 
liée  à  xpar  Téquation 

En  effet,  si  on  en  prend  la  dérivée  par  rapport  k  x^i  étant  regardée 
comme  une  constante,  on  aura 

(8)  "'  * 


Mais  il  faut  observer  que  le  radical  peut  être  pris  avec  le  signe  +  ou  le 
signe  «— .  Si  Ton  prend  le  signe  +,  on  a  x  indéterminé  pour  <  =  0,  et  si 
Ton  prend  le  signe  — ,  l'équation  (1)  fait  %  infini.  Si  Ton  fait  disparaître 
le  radical  de  Téquation  (1),  il  vient,  en  élevant  au  carré, 

(fs  — 1)«  =  1— 2/«  +  /«, 

OU  bien 

ou  enfin,  en  exprimant  z  en  fonction  de  x,  i  et  2<, 

(3)  a.  =  a:+<(^l=i). 

Sous  celte  forme,  on  voit  que  pour  t= 0  on  a  2  =  a;,  ce  qui  est  la  vraie 
valeur  de  2  à  déduire  de  l'équation  (1),  quand  on  y  fait  t  égal  à  0.  Cela 
suppose  que  le  radical  y  soit  pris  avec  sa  détermination  positive.  Nous 
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aurons  en  vue  dans  le  développement  la  racine  qui  devient  égale  à  x  pour 
1=0. 
inéquation  (3)  rentre  dans  la  classe  générale  des  équations 

Z=iX-\-tf[z) 

à  laquelle  s'applique  le  développement  par  la  térie  de  Lagrange,  Si  ce  dé- 
veloppement est  opéré,  il  sufilra  d'en  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  x 
pour  avoir  le  développement  de  la  fonction  (2). 

Les  séries  obtenues  seront  convergentes  toutes  les  deux,  si  i  ne  reçoit 
que  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires,  dont  le  module  soit  moindre  que 
le  plus  petit  module  qui  fasse  acquérir  à  Féquation  (1)  des  racines  égales. 

Î89.  La  série  de  Lagrange  consiste  dans  l'égalité 


Faisons  l'application  de  cette  formule  au  cas  particulier  de  l'équation  (3), 
où  Ton  a 

3*— 1 

m = -2- 

Il  vient 

...  , /g«-i\  ,   r»   d  {^-iV,     <»     d»  /g'-iy. 

(4)    ,««^-^j+j-23j|-^j  4._-_^_-j  +... 

"*"i.2...4  5?^V""2~y  ■^•••* 

La  série  (4)  sera  convergente,  pourvu  que  le  module  de  t  soit  inférieur 
au  plus  petit  module  qui  donne  des  racines  égales  à  l'équation  (1)  ou  (3). 
Or  les  racines  égales  de  l'équation  (1)  correspondent  au  cas  où  le  radical 

^l^r(jc+  (*  est  nul,  ce  qui  conduit  aux  racines 

Ces  racines  sont  imaginaires.  En  effet,  dans  notre  calcul,  x  remplace  la 
quantité  «,  qui  est  le  cosinus  d'un  arc  nécessairement  réel,  et  est  comprise 

entre  —  1  et  +  1 .  Donc  ^1— a^  est  un  nombre  réel.  Le  module  de  t  cor- 
respondant est  égal  à  la  valeur  positive  de  V^x»+{vT— a5«)«=l.  Par  co»- 
séquent,  la  série  (4)  est  convergente  pour  toute  valeur  de  i  dont  le  mo- 
dule soit  moindre  que  l'unité;  et  comme  t  est  un  nombre  réel,  la  série  est 
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convergente  pour  toute  valeur  de  t  comprise  entre  -^1  et  +  i- 1^  deax 
variables  ont  les  mêmes  limites. 

Si  Ton  prend  ensuite  la  dérivée  de  z  par  rapport  à  x  seul,  on  obtient 
une  série  qui  sera  convergente  en  même  temps  que  la  première, 

■'"i.a.SX»        rfx*       "^i. 2.3.4  2*        dx^       ■^•••" 

On  retrouve  dans  cette  série,  comme  coefiidents  de  <,  des  fonctions  très 
importantes  dans  la  mécanique  analytique  et  la  physique  mathématique  : 
ce  sont  les  fonctiom  X^  de  Legendre.  Elles  sont  définies  par  l'identité 

(^^  ^»-rxr7i^2ï— S? — 

Nous  y  reviendrons,  plus  loin.  Quant  k  présent,  reprenons  notre  pro- 
blême,  en  remplaçant  dans  (5)  x  par  n  eit  par  -7-  Il  viendra 

^^  V^,--2rr.a  +  V~'',"+-V^2       d<r       ■^r,»^1.2^2*        i/«-       ^■•• 

Nous  avons  supposé  r  <  l'i,  et  Téquation  (7)  subsiste  sans  modification. 

Le  second  terme  de  la  série  contient  un  facteur— ^-7 K  quiestiden- 

tique  à  2  7;  de  sorte  que  ce  terme  se  réduit  à 

et  détruit  le  terme -^,  qui  complète  la  valeur  de  Ro,i. 

On  a  donc,  en  faisant  la  réduction, 

■^r4»^»^1.2...»J      2»        rf^"        ^"" 

On  peut  observer  de  plus  que  r^  n'est  pas  fonction  des  coordonnées 
(x,  y,  z)  du  corps  M  dont  on  étudie  le  mouvement.  Or  les  équations  de  ce 
mouvement,  établies  au  §  172,  ne  contiennent  que  les  dérivées  partiales 
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aucune  influence  sur  le  mouvement  qu*on  veut  déterminer,  et  par  suite 
on  peut  simplifier  la  série  (8)  en  en  supprimant  le  premier  terme. 

Ceci  suppose  essentiellement  r  <  r|. 

190.  Supposons,  en  second  lieu,  que  Ton  ait  r  >  r^. 

Le  développement  (7)  pourra  encore  s'appliquer,  moyennant  que  Ton 

fasse  cette  fois  /  =  —  >  ce  qui  revient  i  permuter  r  et  r^.  Il  vient 

'  y'r*— Srr^a  +  rj*      r  *  r*      %       dv        '  r^        1,2      2*        rf<r* 


ra 


et  quand  on  y  ajoutera ^>  on  ne  trouvera  plus  la  ménle  réduction  à 

opérer.  On  aura 

■^r»^»  1.2... 11^ 2»        rfa*        "+" -J  » 

série  moins  commode  que  l'autre.  Le  premier  terme  -,  contenant  les  coor- 
données du  point  H,  formera  des  dérivées  partielles  à  faire  entrer  dans  les 
équations  du  mouvement. 

191.  Comme  application,  proposons-nous  de  calculer  le  premier  terme 
effectif  de  la  série  (8)  appliquée  au  mouvement  de  la  Lune,  quand  on 
prend  pour  corps  troublant  le  Soleil. 

La  distance  r  sera  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre,  corps  principal  ; 

La  dislance  Tj  sera  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre. 

r         1 
On  aura  environ  -  ==  j^,  et  la  série  (S)  sera  très  convergente. 

1 
Le  terme  —  pouvant  être  écarté,  occupons-nous  du  terme  suivant, 


n 


qui  prend  pour  valeur 


gX(12«»-4)-,-       2       -3. 
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Si  Ton  se  borne  au  premier  terme  de  la  série,  ce  terme  r^réseote  la  fonc- 
tion pertuilMitrice  Ro,i.  On  voit  qu'elle  contient  en  facteur  r*  et   -^;  de 

sorte  quelle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  distance  de  la  Lune  à  la 
Terre  et  înTersement  proportionnelle  au  cube  de  la  distance  de  la  Terre 
au  Soleil. 

Les    composantes  correspondantes  de   la  force   perturbatrice  sont 
égales  à 

f'^'HT'     '^*"5r'     ^*"3r' 

On  aura,  par  conséquent,  en  obserTant  que  r^  est  indépendant  des 
rariables  par  rapport  auxquelles  on  dérive, 

^4 


Nais 

donc 

Déplus 
donc 


«04       3  d[9r)       i     ^    dr 

dx       r^'  dx       Tj*        dx 


ar y 


ri 


dx       r| 


«'  +  y*  +  s«  =  f*; 


dr 

r  -T-srX, 
dx 


Faisant  la  substitution,  il  vient 


dx       r^  Tj      r^ 


On  trouverait  de  même 


*^^04_  3         y      y 

dy        r^         r|      r^ 


et 


3î— ivffi* i. 


La  force  perturbatrice  totale  se  déduit  de  ses  composantes  en  les  éle- 
vant au  carré,  et  en  ajoutant,  puis  en  prenant  la  racine  carrée  de  la 
somme. 
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n  Tient,  toutes  réductions  faites, 


s/i^H^hm'-'-^' 


et  la  force  perturbatrice  totale  a  pour  valeur  f^iN^*  +  i . 

On  peut  facilement  déterminer  la  force  perturbatrice  estimée  suivant 
le  rayon  vecteur  OM.  U  suffit  de  multiplier  chaque  composante  par  le 
cosinus  de  Tangle  qu'elle  fait  avec  OM,  et  d'ajouter  les  résultats.  11  vient 
d'abord 

«x        r        dy        r        as        r 

Mais  on  peut  observer  que  les  rapports  -  -,  -    sont  respectivement 

égaux  aux  dérivées  partielles  de  x,  y,  %  par  rapport  à  r.  En  effet,  le  rap- 
port de  a;  à  r  est  le  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  direction  OM  avec  l'axe 
des  X  ;  si  l'on  fait  varier  la  distance  r  sans  altérer  cette  direction,  Tac- 
croissement  correspondant  de  x  est  proportionnel  à  l'accroissement  de  r, 
et  par  conséquent 

X dx 

r      dr' 

On  a  donc  identiquement 

dx  ^;"*""3sr  r"*""^^? 

_^Kidx    ^Kidy  j^'^Kidz^d^ 

'"  dx  dr    "T-  rfy   jV  "•""rfrrfr""rfr^  Vi' 

n  suffit  donc  de  prendre  la  dérivée  partielle  de  Ro,i  par  rapport  à  r 
pour  avoir  la  composante  de  la  force  perturbatrice  suivant  le  rayon  OM. 
De  l'équation 


on  déduira 


^  =  {3.._l)xA. 


et  la  force  correspondante  sera  /m,(3o«  — 1)  x  — j. 
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Cette  force  agit  suiTanl  OM,  comme  Tattraction  ^  de  la  Terre  sur  la  Lone, 

qui  constitae  la  force  principale,  i&  désignant  la  somme  des  masses  des 
deux  corps,  Terre  et  Lune.  On  voit  que  le  rapport  de  la  force  pertnrin- 
trice  estimée  suivant  OM  à  la  force  principale  est  égal  à 


r 


=!^^(Za^^\)^. 


Si  Ton  appelle  a  et  a^  les  demi  grands  axes  des  orbites  de  la  Lune  et  du 


a» 


Soleil  (ou  de  la  Terre),  — ^  sera  une  valeur  moyenne  du  rapport  va- 


Oi 


riable  --^,  et  Ton  pourra  exprimer  le  rapport  des  deux  forces  par  le  produit 

K  — î  (  -  j  ,  où  K  représente  un  facteur  variable,  qui  comprend  à  la  fois 

le  facteur  3<r* — 1,  et  les  facteurs  dus  à  la  substitution  du  rapport  con- 

stant  —  au  rapport  variable  — .  Ce  facteur  K  esta  peu  prés  égal  à  3o*~l. 

Dans  les  syzygies,  Tangle  des  rayons  OM,  0M|  étant  nul  ou  ^al  à  deux 
droits,  on  a  o=r  ±:  i,  et  K  est  égal  à  deux  unités. 

Dans  les  quadratures,  l'angle  MOM,  est  droit,  et  a  est  égal  à  0  ;  alors 
K  est  égal  à  —  1. 

Le  rapport  —  est  sensiblement  égal  à    rrr--* 

tu 

Quant  au  rapport—^,  qui  contient  en  numérateur  la  masse  m,  du  So- 

leil,  et  en  dénominateur  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune, 
c*est  un  nombre  très  grand,  égal  à  354  000  environ.  Le  rapport  de  la 
force  perturbatrice  à  la  force  principale  varie  donc  pour  la  Lune  entre  les 
limites 


+ 


2X354  000  x(j5gV    et    -554  000x(j^)'. 


c*est-à-dire  entre  les  limites 

+  0.011    et    —0,0055. 

La  force  perturbatrice  dont  il  est  question  ici  est,  à  vrai  dire,  la  com- 
posante de  la  force  totale,  estimée  suivant  le  rayon  OM.  La  force  pertur- 
batrice totale  a  pour  valeur 
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et  son  rapport  à  la  force  principale  est 


^x^s-TTÎx^. 


Ce  rapport  ne  diffère  du  précédent  que  par  la  substitution  de  ^3o*  +  1 
5a* — i .  Or  ces  deux  facteurs  ont  les  mêmes  valeurs  absolues  pour  o  ^  0  et 
pour  o  ^±:i,  c'est-i-dire  aux  syzygies  et  aux  quadratures. 

i9S.  Le  calcul  approximatif  que  nous  Tenons  de  présenter  montre  à 
quelles  perturbations,  dues  à  la  masse  du  Soleil,  est  soumis  le  mouvement 
elliptique  de  la  Lune.  Ce  mouvement  est  fortement  troublé  par  Fattraction 
solaire.  Aux  inégalités  dues  à  cette  cause,  il  faut  ajouter  des  inégalités 
plus  faibles,  dues  à  l'attraction  de  Vénus  et  de  Jupiter. 

La  théorie  du  mouvement  de  la  Lune  a  été  faite  en  dernier  lieu  par 
Delaunay,  qui  a  poussé  l'approximation  plus  loin  qu'on  ne  Pavait  fait 
auparavant.  Chaque  terme  de  la  série  qui  exprime  la  fonction  perturba- 
trice a  été  développé  lui-même  en  une  série,  ordonnée  suivant  les  expo- 
sants croissants  des  excentricités  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et 
du  sinus  de  la  demi-inclinaison  des  plans  des  deux  orbites.  Ces  diverses 
quantités  ont  été  regardées  par  Delaunay  comme  étant  du  premier  ordre 

de  petitesse.  L'excentricité  de  l'otbite  solaire  est  ^jr,  l'excentricité  de  l'or- 

'  i 
bite  lunaire  j^,  et  le  sinus  de  la  moitié  de  l'angle  des  deux  orbites  a  pour 

4 
valeur  maximum  ^-  A  ces  trois  rapports,  que  Ton  regarde  comme 

étant  du  premier  ordre,  Delaunay  joint  le  rapport  —  des  moyens  mouve- 

1 
ments,  qui  est  environ  r=,  puisqu'il  y  a  15  mois  lunaires  dans  l'année 

solaire. 

a  i 

Le  rapport  —  des  grands  axes  des  orbites  est  égal  à  j^,  et  Delaunay 

Ta  considéré  comme  constituant  un  second  ordre  de  petitesse. 

Gela  posé,  il  a  développé  en  série  chaque  terme  en  fonction  de  tous  ces 
éléments,  en  s'arrêtaht  dans  chaque  série  au  huitième  ordre.  L'ensemble 
de  tous  le»  termes  ainsi  obtenus  constitue  une  valeur  approximative  de  la 
fonction  perturbatrice,  et  conduit  à  une  connaissance  à  peu  près  com- 
plète du  mouvement  troublé. 
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DiTBLOPPEMEHT  EH   siftlB  DES  TA&UBLB8  DU  MOimUIDIT  SUIPTIQUB. 

193.  On  a  souTent  recours,  dans  les  calculs  de  la  mécanique  céleste,  à 
des  séries  qui  font  connaître,  en  fonction  du  temps  t,  ou  de  ranomalie 
moyenne  l,  variable  proportionnelle  au  temps,  les  coordonnées  du  mou- 
vement elliptique  ou  des  fondions  simples  de  ces  coordonnées,  savoir 

Vanomalie  excentrique  u,  son  sinus  et  son  cosinus,  le  rapport  -  du  rayon 

A  r*      (fi 

vecteur  au  demi  grand  axe,  le  rapport  inverse-,  et  les  carrés  —  et  -j,  en- 
fin réquation  du  centre  E,  égale  à  la  différence  entre  Vanomalie  vrme  et 
ranomalie  moyenne.  Le  problème  du  développement  de  ces  fonctions 

n'offre  pas  de  difficulté,  sauf  en  ce  qui  concerne  le  rapport -j. 

Nous  avons  vu  qu*on  déduit  de  Téquation  de  Kepler, 

ti=:ç4.tfsinti, 

le  développement  de  v  en  fonction  de  C,  développement  convergent  tant 
que  Texcentricité  e  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite,  qui  n'est  jamais 
atteinte  dans  la  théorie  des  planètes  connues.  La  série  est  donnée  par 
l'application  de  la  formule  de  Lagrange.  Il  vient 

ti  =  ç  +  eBinç+j-5jj(8in»ç)  +  j-^^(8in»ç)-f .... 

Nous  allons  développer  les  opérations  indiquées,  et  introduire  les  sinus 
et  cosinus  de  multiples  de  l'arc  C,  au  lieu  des  puissances  des  sinus  et 
cosinus  de  l'arc  simple. 

Pour  cela,  prenons  l'expression  exponentielle  imaginaire  de  sin  (.  Oa 
a,  en  appelant  e  la  base  des  logarithmes  népériens, 

sin  5  = -— = , 

2V— t 

et  par  conséquent,  en  élevant  à  la  n'^'"^  puissance. 


Hy 


Sin"  ç  = 


2«  W^y 


,i«V^_5,(»-«)V=«  +  ... 


( 

+  (_  1)»  (,U-V=n  _»,-(« -»)Ii/-, ^   _ ^ 

_^  j_  jj»  H(>.-l)...(«-<r+l)^_,._tt.r^rî   I         ) 

l.«...A  / 
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Lorsque  Texposant  n  est  pair,  il  y  a  dans  la  n*^^  puissance  un  terme 
du  milieu,  mais  il  est  indépendant  de  C,  et  par  suite  il  disparait  quand  on 
prend  les  dérivées  par  rapport  à  cette  Tariable. 

Nous  avons  à  prendre  la  (n — i)'^'^  dérivée  de  sin'II  par  rapport  &^. 
Cette  opération  introduira  le  facteur  (^ITï)*'^  en  dehors  du  crochet,  et 
le  facteur  ( — 1)"~^  en  dehors  de  la  seconde  parenthèse  du  second 
membre:  de  plus,  chaque  terme  est  multiplié  par  la  puissance  (n  —  Ij^Jo^ 
du  coefficient  numérique  de  (  dans  Texposant.  Il  vient  donc 


H-  (le  même  polynôme  où  Ton  changerait  le  signe  de  ^ — i)  1  • 


Multiplions  les  deux  membres  par  j—^ ;  nous  aurons  pour  le  terme 

général  de  la  série  (u),  où  l'on  réintroduira  les  sinus  à  la  place  des  expo- 
nentielles imaginaires. 


*8in(«— 2*);  I. 


2)« 


+...+(_,)»  "^"-^v.'.T*"^"'"-'^)'" 


Le  nombre  k  doit  recevoir  toutes  les  valeurs  entières,  dek  =  Q  k  k  égal 
au  plus  grand  entier  contenu  dans  ^.  On  aura  donc  pour  le  dernier  terme 

À:  =  -  ou  A  =    7"  t  suivant  que  n  sera  pair  ou  impair. 

On  connait  ainsi  le  développement  de  chaque  terme  de  la  série  (u).  Il 
reste,  pour  Tordonner,  à  grouper  ensemble  tous,  les  termes  qui  renferment 
en  facteur  le  sinus  d'un  même  multiple  de  l.  Soit  proposé,  par  exemple,  de 
chercher  le  coefficient  de  sin  tX  dans  l'ensemble  de  tous  les  termes,  t  dési- 
gnant im  entier  positif  quelconque.  On  trouvera  ces  termes  dans  le  terme 
qui  correspond  à  n  =  t,  et  dans  tous  ceux  qui  correspondent  à  n  égal  à 
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t  augmenté  d'un  nombre  pair.  On  aura  ainsi  pour  le  coefGcîeAt  de  sinti; 

^îirrTt  i...«.(«+i)(«+îi)     1 

.  ,    (i)  (,'  +  4)(t^3)   <•«-» 

+  *1 (i-f-4)         Ï7l         * 

-î  L1.2...*      i...(i4-i)"^l...(i  +  2)^1.2        •J 

Le  terme  général  de  la  série  entre  crochets,  si  Ton  met  l-^\    en  fac- 
leur,  esl  ... 

'-'  ""(i...  (,+«)) II... »r      n»*'!  n'+'+W 

en  désignant  par  r(x)  la  fonction  eulérienne^'qui,  pour  les  valeurs  entières 
de  la  variable  x,  a  pour  valeur  V(x)  =  1 ,2. .  •  (x— i),  avec  r(l)  =1. 

Donc  enfin  le  terme  général  en  sin  tC  de  la  série  (u)  est 

|sin.-çx2(-i)*f(irFlTF(iT*+ïI' 

kszO 


et  la  série  elle-même  peut  se  représenter  par  la  double  somme 

2sini$ 
t 


y     2SUMÇ    y  ^      'M2J 


ou,  plus  brièvement,  en  mettant  des  lettres  A  avec  un  indice  pour  repré- 
senter le  coefficient  de  sin  t  C, 

(1)  ^    u=ç-|-Ai8inç+AaSin2;  +  A38in3;  +  ...  +  Ai8in«ç-f  .... 

De  cette  série  on  déduit  aisément  sin  u. 

ti y 

On  a  d*abord  sin  u  = ■'.  Par  conséquent, 

111 

(2)  sinM=  -A|Sinç4-- Aisin2ç+-A5sin3ç4-.... 

ô  C  0 
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Si  Ton  prend  les  dérivées  partielles  des  deux  membres  de  Téquation 

u — e8inu=ç, 

par  rapport  à  C,  puis  par  rapport  à  e^  en  considérant  u  comme  une  fonc- 
tion de  ces  deux  Tariables,  il  vient 

(1— ecosti)  j-  =  l, 

(1  —  e  ces  u)  ^ sin  u  =  0. 

*  '  de 

Donc 

du 1         a 

dç      l  — ecos  u      r  * 

du sinii 

de      1  — ecostf 

La  première  relation  donne  le  développement  de  —  On  a,  en  efTet,  en 
prenant  la  dérivée  de  u  par  rapport  &  l  dans  l'équation  (1), 

(3)    ?  =  ^  =  l  +  A,cosÇ  +  2AjCOs2ç+3A5Cos35+...-f JA<cost;4-.... 

L'autre  relation  fait  connaître  le  sinus  de  Tanomalie  vraie  (v  — ex).  On 
a,  en  effet,  par  Téquation  de  Torbite  dans  son  plan, 

-  =  1  —  ecosu  = 


a  1  -f  e  ces  (y  —  ct) 

Or  de  celte  relation  on  déduit 

Quant  à  cos  (v  —  t?),  il  se  déduit  de  Téquation 

qui  conduit  au  développement 

(5)    C08(v  — cjr)  =  — e-f    ""^  |AiCOsç  +  2AtCos2;+  — +  >Afeo8tç+- • 


cosi 
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Cherchons  le  déyeloppement  de  -  =  1  —  ecosu. 

Si  Ton  prend  les  dériTées  partielles  de  -  par  rapport  à  l,  puis  par  rap- 
port à  tf ,  il  Tient 

a  du        esmu 

T—  =  «  sin  M  -T-  =  À > 

rf;  <f;     1— costt 

ce  qui  ramène  à  la  série  (4)  en  multipliant  par  e  et  divisant  par 


et 

a  .      ,      du  ,      .        ^      siiitt  e — cosk 

-—  == — oosu  +  ^smu-T-  = — cosu  +  esmuXi =3 

de  '  rfe  •  1— «cosM      1— ecosu 

=— cos(#— cr), 

ce  qui  ramène  à  la  série  (5)  changée  de  signe. 

Pour  aToir  ->  il  suffira  d*int^rer  l'une  de  ces  équations,  la  première 
par  exemple,  où  l'on  regardera  e  comme  constant,  n  vient 

-  =  H— ♦ -~C0SÇ  —  5 -y^C0S2Ç— Ç-J-?  co«3  Ç  —  . ... 
a  de        ^      %  de  ^      Z  de  ' 

H,  constante  par  rapport  à  C>  est  une  fonction  de  e.  Pour  la  déterminer, 
prenons  la  dérivée  par  rapport  à  e,  nous  aurons 

série  qui  doit  coïncider  avec  le  développement  de  -^  =  —  cos  (v— a), 

déjà  ordonné  suivant  les  cosinus  des  multiples  successifs  de  l.  Il  doit 
donc  y  avoir  identité  terme  à  terme  entre  les  deux  développements»  et,  par 
conséquent,  on  a  * 

dll 

d'où  l'on  déduit 


5ê  =  "' 


G  étant  une  constante  arbitraire;  on  la  détermine  en  faisant  e= 0.  Alors 
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Forbite  devient  circulaire,  et  on  doit  avoir  r  =  a.  Donc  G  =  1,  et  Ton 
obtient  en  définitive  le  développement 

L'identification  des  deux  séries  conduit  en   outre  à  une  relation 
curieuse,  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Â^  On  a  en  effet 


i-«». 


ou  bien 


.,       i  rf  /    dKi\ 


"^  +  ^^'-«'»(i-^)A.  =  0. 


*    </««    '  "c/c 


équation  linéaire  de  second  ordre,  à  laquelle  la  fonction  Â^  doit  satisfaire 


costf  se  déduit  de  -•  On  a  en  effet 

a 

a 

COStf  = ï 

e 
et  par  conséquent 

(7)  cost«  =  — g-H-j^cosç+...  +  T^costç+.... 

Comme  les  coordonnées  «,  y,  z  de  la  planète  sont  exprimables  linéai- 
rement au  moyen  de  cos  u  et  sin  u,  qui  tous  deux  sont  développables  en 
séries,  ordonnées  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t»  on  voit 
que  X,  y,  %  sont  développables  par  des  séries  de  même  forme. 

494.  Pour  obtenir  le  développement  de  —^^  nous  procéderons  comme 

nous  l'avons  fait  pour  —  Nous  chercherons  d'abord  les  dérivées  par- 

r» 
tielles  de  ~  par  rapport  à  X,^  puis  par  rapport  à  e. 

On  a  d*abord 


1 


a*      cT    a      Srrffl  —  ecosu)       2r    ^      .       du, 
r-  =  2  -  -7-  = i — T i-  =  —  X  c  sm  w  T-  ; 


mais 

(/m  1  a 


—I 


d^      1 — ecosu      r 

T.  —   HÉC.  COLLIG^fOK.  34 
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donc 


r« 


=  2esiiitt  =  2(ii— ;). 


«* 


Ensuite  on  a 

r*  r 

^-3— =  2 --y-  r=2-— i -j .'=2-  (  — cosu  +  esin«-^| 

*  de  a  de  a  de  a\  de  j 

=  2-  . =  2[e  — cosu). 

ai  —  e  cos  II        ^  ' 

Si  i*on  multiplie  la  première  dérivée  par  dJ^  et  la  seconde  par  de^  et 
qu'on  igoute,  on  aura  la  différentielle  totale 

rf(^)=2(tt— ç)rf5  +  2(c  — co«u)rf^ 

équation  où  Ton  peut  remplacer  u  =  C  et  cosu  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  C  ;  il  vient 

rf^j!^=3erfe+2  (A,  sin  ç  +  Aj  sin  2ç  + ...  +  A<  sin  î  ç  +..)«'; 

-2(^cosç+J^»cos2ç+...+  ~cos2ç4-...)rf«. 


Or 


t     •    .    1        f  dki         .    . 
ki  Sun  tçrf;  ""  "  wT  ^®*  '5^* 


est  la  différentielle  totale  de 

Af  cos  »ç 
t 

et«  par  conséquent,  on  a,  en  intégrant, 
(8)      ~  =  1  +,tc«  — SAjCcsç— 24*cos2ç...  — ?A,co3t;—  .... 

a* 
195.  Le  développement  de  -^en  série  est  une  opération  beaucoup  plus 

longue  et  plus  difficile,  qui  a  été  l'objet  des  recherches  de  M.  Puiseux. 

Si  Ton  prend  la  série  (3)  qui  donne  -»  et  qu*on  l'élève  au  carré,  on 

aura  une  série  encore  convergente,  qui  renfermera  des  termes  de  la 
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forme  t*AV  cos*tC,  et  des  termes  de  la  forme  2t;A,A;cos»l^cos;i;)  savoir 
les  carrés  et  les  doubles  produits.  Or  ces  deux  sortes  de  termes  sont 
réductibles  à  des  cosinus  d'arcs  simples;  on  a  en  effet 


, .       1  +  CCS  2iç 
cos«i;= 2, 


et    cos  tç  cosyç  =  -  (  ces  (t  —j)^  +  ces  {i  +  ;)  ç  ) 


Donc  la  série  cherchée  est  de  la  forme 


rt« 


—  =  Bo  +  BiC08Ç4-B,cos2ç+  ... -f  B<cost;-r 


■ . .  t 


et  tout  le  problème  est  ramené  à  déterminer  les  coefficients  B.  Or,  lors- 
qu'une fonction  est  développée  en  série  ordonnée  suivant  les  cosinus  des 
multiples  successifs  de  la  variable,  on  sait  qu'on  obtient  un  coefficient 
quelconque  ^t  en  multipliant  par  le  facteur  cost^^/^,  et  en  intégrant 
de  0  à  2^.  Il  vient  en  effet 

Jl      "^  cos  iç  rf;  =  Bf   1      cos«tç</çx=B,Xic, 
0  Jo 


ou  bien 


B,= 


Mais  on  a 


'      a 


et 


r*         '    '       r  1  —  e  cos  u 


Donc 

tir 


_  1      /  C0S4r</M 

Bi  =  —    I       T = ■ 

TT  y       1  —  ecosu 


On  peut  réduire  cette  intégrale  k  ne  contenir  que  des  exponentielles 
imaginaires.  En  effet  on  a  d'abord,  en  appelant  t  la  base  des  logarithmes 
népériens, 

cos  i;  4-  v^^  sin  iç  =  *''  ^^  =  e'^«  -  '  '^'"  "'  v^~» , 
cl  rien  n'empêche  de  substituer  à  cosiÇ  l'exponenlielle  e*^*'^"',  pourvu 
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qu'on  se  rappelle  que  Ton  a  à  tenir  OHnpte  seulement  de  la  partie  réelle. 
On  a  de  plus  identiquement 


X 


«        rffl  =  -, 

a 

0 


a  étant  un  nombre  positif  quelconque;  on  peut  donc  poser 


1 — ecosu       J 


et  rintégrale  qui  exprime  B/  se  ramène  à  une  mtégrale  double, 


i/«=0     •/•  = 


-(in  V—  1  —  •)  +  « (•  cos  «  —  <  sinu^—  1) 
■  du  de. 

=  0 


L*ayantage  qu*on  trouve  &  adopter  cette  forme  exponentielle  consiste 
dans  la  facilité  qu'on  a  de  prendre  les  dérivées  successives  de  B^  par 
rapport  à  l'excentricité  e.  Il  vient  en  effet,  en  prenant  la  déniée 
d'ordre  ^, 

^-^f  =  i    /        r  dud$  (e  cos  tt  —  t  fin  uJ^)  »  «««i/=i-#)+*(cos*-/siM/=r, 
de'       ""Jo    Jo 

et,  si  Ton  y  fait  e  =  0,  on  aura 

Connaissant  les  valeurs  pour  e = 0  des  dérivées  par  rapport  à  e  de  la 
fonction  B/,  on  pourra  développer  cette  fonction  par  la  série  de  Mac 
Laurin.  Les  deux  intégrations  peuvent  se  faire  dans  un  ordre  arbitraire, 
puisque  les  fonctions  sur  lesquelles  elles  portent  ne  deviennent  pas  infi- 
nies. On  les  effectuera  aisément  en  remplaçant  cosu  et  sinu^— 1  par 
leurs  valeurs  exponentielles  imaginaires.  On  parvient  en  définitive  aiix 
résultats  suivants  : 


B) 


est  nul  lorsque  p  est  inférieur  i  t  ; 

0 


i'Jo 


i      —0 

il  est  égal  à  ^   |      (ô  +  t)    f     de     lorsque  p  =  t, 


0 

d$ 


pour  p  supérieur  à  t,  et  égal  i  i-\-kj 
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intégrales  qu*on  peut  faire,  et  qui  se  ramènent  aux  intégrales  eulériennes. 

On  connaîtra  donc  les  coefficients  B|,  B,...,  B/,  développés  chacun  en 

séries  ordonnées  suivant  les  exposants  croissants  de  Texcentricité  e, 

A 

Reste  à  trouver  le  coefficient  Bq.  Or  il  est  é'gal  à    ■  En  effet  le 

théorème  des  aires  donne  la  relation 

i 

-r«rf(y  — BT)  =  Arf^ 

A  étant  Faire  décrite  dans  Tunité  de  temps  par  le  rayon  vecteur.  Elle 
est  égale  à  -ç-  =  — ^^ 1  T  étant  la  durée  de  la  révolution  ;  ^  ®st 


i 


le  moyen  mouvement  n.  Donc  A  =  ^  na^  ^  1  —  e'.  Il  vient  par  conséquent 

r*d  (v  — ct)  =  na*  >Jî^^dt. 

Mais 

ndt=d^; 

donc 

Si  Ton  intégre  deC  =  Oài;=:ir,  v  —  ci  variant  entre  les  mêmes  limites, 
on  a 


/. 


,  •••  '    v^î^^ 


a* 
Mais,  en  intégrant  entre  les  mêmes  limites  la  série  qui  donne  — »  tous 

les  termes  renfermant  les  cosinus  deviennent  nuls,  car 


rcos,ç«iç=[?î^^''=0. 


et  il  reste 


B, 


"=/  P^=^, 


Donc 


Bo  = 


V^l  — c* 
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En  déûoitive,  on  a  la  série 

(9)         -^  =  -p=H-B|COsç-l-B,cos2ç+  ...  +B*cos»ç+ .... 

les  coefficients  B  étant  des  fonctions  de  l'excentricité  qu'on  peut  calculer 
par  la  méthode  exposée  tout  à  Theure. 

Inéquation  du  centre  E  se  déduit  de  l'équation  des  aires.  On  a  en 
eflet  E  =  (v  —  ct)  —  C  ;  et  la  longitude  Traie  v  —  c7  est  donnée  par  l'équa- 
tion 


Si  l'on  multiplie  par  \'  i  —  e*  <K  la  série  (9),  il  vient 

</(v  — cr)  =  rfç  +  (B,cosçrf!;+  ...  -f  B*C08i;+ . . .) V^*  —  ^' 

Donc 

V  —  CT  =  ç  -|-  (  Bi  sin  ç  . . .  -j-  -r'  sin  tç  +  . . .  j  y^l^ 

et,  par  conséquent, 
(10)  E  =  v'r^^/^B,sinî;  +  ...  +  j  sin  i>  +  . . .  ^ 


e*. 


Les  coefficients  '^  . peuvent  être  développés  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  ascendantes  de  e.  Ordinairement  on  n'a  pas  à 
pousser  ces  séries  au  delà  d'un  petit  nombre  de  termes,  à  cause  de  la 
faiblesse  de  l'excentricité  des  orbites. 


FOMCtlOHS  Xn. 

196.  Nous  avons  rencontré  plus  haut  (§  189)  les  fonctions  XndeLe- 

gendre»  dans  le  développement  en  série  de  la  fonction  (1  —  Six  +  (*)'*; 
la  série  est  ordonnée  suivant  les  exposants  croissants  de  /,  et  elle  est 
convergente  pour  toute  valear  de  t  dont  le  module  est  inférieur  à 
l'unité.  Si  l'on  applique  à  celte  fonction  la  série  de  Lagrange,  on  a  la 
forme  des  fonctions  X»,  qui  sont  les  coefficients  des  puissances  dei.  On 
a  en  effet 
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avec  l'équation  qui  déGnit  la  fonction  Xn» 

La  fonction  ainsi  définie  est  un  polynôme  entier  du  degré  n  en  a;;  et  il 
est  facile  de  yoir,  par  Tapplication  du  théorème  de  RoUe,  que  ce  poly- 
nôme égalé  à  zéro  a  n  racines  réelles  et  inégales.  Si  Ton  considère 
réquation  P  =  (a^  —  i)»=0,  cette  équation  est  du  degré  2»,  et  a  2n  ra- 
cines, savoir  n  racines  égales  à  +  ^»  et  n  racines  égales  à  — i.  Si  Ton 

d? 
passe  de  là  à  Téquation  7;=  0»  elle  sera  du  degré  2n  —  1,  et  elle  aura 

n  —  1  fois  chacune  des  racines  +  1  et  —  i,  qui  appartiennent  à  Téqua- 
tion  P  =  0.  On  connaît  donc  2n  —  2  racines  ;  reste  une  racine  à  déter- 
miner; or  le  théorème  de  RoUe  montre  qu'entre  les  deux  racines  —  1  et 
4-ldeP  =  0yilya    une   racine   réelle  a  qui   annule  la  dérivée 

d? 

^  r=:  0.  On  peut  ajouter  que  cette  racine  a  est  égale  ici  à  zéro. 

d*P 
Passant  de  là  à  la  seconde  dérivée  ^  =  0,  on  reconnaîtra  que  cette 

équation  a  2n  —  2  racines,  savoir  n  —  2  fois  la  racine  +  1,  n  — 21a 
racine  —  1,  ce  qui  fait  2n  —  4  racines,  puis  deux  racines  réelles,  com- 
prises, Tune  entre  —  1  et  «,  l'autre  entre  a  et  +  1  :  ce  qui  complète 
lesSn  — 2  racines. 

On  reconnaîtrait  de  même  que  l'équation ^  =  0  an — 3  fois  la  ra- 
cine —  i,  n  —  3  fois  la  racine  —  i,  et  3  racines  réelles  séparées  par  les 
racines  de  la  dérivée  précédente. 

d^? 
En  allant  ainsi  jusqu'à  —  =  0,  ce  qui  équivaut  à  X»  ==  0,  on  voit  que 

cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales;  elle  a  perdu  les 
racines  +  1  et  —  i,  mais  il  lui  reste  n  racines  réelles  séparées  par  les 

d*-*P 
.  n  -f  1  racines  de  -z — ^  =  0,  parmi  lesquelles  figurent  une  fois  seule- 
ment les  racines  -J-  i  et  —  1. 

Nous  donnerons  tout  à  l'heure  une  seconde  démonstration  de  ce 
théorème. 

197.  L'équation  (1)  étant  une  identité,  on  aura  encore  une  identité  si 
Ton  prend  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  t.  Il  vient  alors 

(3)      — 1{1  — 2te+^)-î(— 2x  +  20=(i  — 2^a;4-^)"*(^— 0 

=  Xi  -h  2Xs^  +  . . .  +  «Xb^»-*  +  . . . . 
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Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1  —  2(x  +  (*,  et 

remplaçons  dans  le  premier  membre  {i  —  2tc  +  (*)"«  par  le  développe- 
ment fourni  par  Téquation  (1).  Il  vient 

=  (X4-f-2Xj«H-...+nX,<»-*+,..)X(l— 2te+f«), 

éq[Bation  qui  doit  être  identique.  On  aura  donc,  en  égalant  entre  eux  les 
coefficients  d'une  même  puissance  de  ^  de  (****  par  exemple,  la  relation 
générale 

(4)  nX»-(2i.-  l)xX..,+  («-l)X..,=0, 

équation  récurrente,  qui  permet  de  former  X„  connaissant  X,,.  ^  et  X^.,. 
C'est  une  équation  aux  différences  finies,  dont  Tintégrale  générale  con- 
tient la  fonction  Xn  comme  cas  particulier. 

Si  l'on  fait  a;  =  +  i  i  toutes  les  fonctions  X^  deviennent  égales  à 
l'unité.  En  effet  on  a  Xo  =  l,  puisque  le  développement  (1)  se  réduit  à 
l'unité  pour  f  ^  0.  De  même,  si  l'on  fait  x  =  1  et  t  =  0  dans  Féqua- 
tion  (3),  il  vient  X|  =  l.  L*équation  (4)  fait  ensuite  connaître  X^,  en  y 
faisant  n  =  2,  et  montre  que  X,  :=  i  pour  a;  =  i .  La  même  équation  fera 
connaître  ensuite  X,,  puis  X4,  et  ainsi  de  suite;  elle  montre  que,  si 
pour  «=4  on  a  X„»,  =  X„.i  =  l,on  a  aussi  X^,=l. 

Si  1  on  fait  x= ~  1  dans  les  équations  (1)  et  (3),  avec  /  =  0,  on  trouve 
encore  Xo  =  i  ;  mais  X|  =  —  1  et  ses  valeurs,  substituées  dans  (4)  avec 
x  =  — 1,  donneront  Xt=  +  1;  puis  la  même  équation  donnera 
X5=— i,  X4:=  +  i,  et  généralement  X«  =  (— 1)*.  On  a,  en  effet,  iden- 
tiquement, pour  a;= —  1 , 

„(_i)ii_(2n_l)X(-l)x(-l)»-'  +  (n-l)x(-l)'»-«  =  0; 

cette  équation  se  réduit  en  effet,  par  la  suppression  du  facteur  ( — 1)"*', 
à  l'identité 

n— (2n  — l)-|-(it  —  J)  =  0. 

La  fonction  Xo  se  réduit  à  l'unité  positive  ;  c'est  une  constante. 
Les  autres  fonctions  sont  variables,  et  liées  ensemble  par  réqualion  (i). 
Cette  équation  montre 
i*Que  deux  fondions  consécutives  X^^  et  \_^  ne  peuvent  s'annuler 

pour  une  même  valeur  de  la  variable  x.  Autrement  cette  valeur  de  x 
annulerait  X^_j,  puis  X^^,...  et  enfin  Xq,  qui  ne  peut  devenir  nulle, 

puisque  c'est  une  constante  ; 
2'  Que,  si  une  valeur  a; =01  de  la  variable  x  annule  une  fonction  X^_„ 
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cette  même  Yaleur  donne  aux  fonctions  voisines,  X^  et  X^_,,  des  valeurs 
de  signes  contraires  ;  car,  X^_  ^  étant  nul,  on  a  entre  X^,  et  X^  _,  la  re- 
lation 

qui  suppose  X^  et  X^_,  de  signes  différents. 
i98. 11  résulte  de  ces  caractères  que  la  suite  des  fonctions 

Xjl»     Xn_p     Aflm^    .   .    .     Xj,     X|,    Xq=    1, 

qui  se  termine  à  une  constante,  a  les  propriétés  des  fondions  de  Sturm,  Si 
Ton  substitue  à  x  dans  ces  fonctions  deux  valeurs  réelles  a  et  p,  «  étant 
<  p,  et  qu'on  compte  les  variations  de  signes  de  la  suite  pour  chaque 
substitution,  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de  x=zoLà  xé=^ 
sera  égal  au  nombre  des  racines  réelles  comprises  entre  9.  et  p. 

On  retrouve  là  le  théorème  sur  la  réalité  des  racines  de  Téquation  Xn  =  0. 
Si  l'on  substitue  à  x  la  valeur  —  1,  la  suite  présentera  n  variations  de 
signes,  savoir 

(-1)».  (-ir».  (-1)»-*,         +1.  -1.  -fi; 
si  on  fait  ensuite  x=  +  i,  on  obtiendra  la  suite 

+  1,     +1,       +^  4-i,+i.-fl 

et  le  nombre  des  variations  perdues  en  passant  de  la  première  suite  à  la 
seconde  est  égal  à  n.  Donc  Téquation  Xn  =  0  a  n  racines  réelles  com- 
prises entre  -—1  et-f  1 . 

On  voit  en  même  temps  que  k  fonction  X,^|  joue,  par  rapport  à  X,,,  un 
rôle  analogue  à  celui  de  la  dérivée,  et  que  les  racines  de  X,^|  =:  0  sépa- 
rent les  racines  de  Téquation  X^=  0. 

199.  La  relation  (4)  a  été  obtenue  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation 
(i)  par  rapport  à  t.  On  obtiendra  une  autre  relation  à  laquelle  les  fonc- 
tions \n  doivent  satisfaire,  en  prenant  la  dérivée  de  la  même  équation  par 
rapport  à  x.  11  vient  d'abord 

Si  nous  divisons  cette  équation  par  f,  et  que  nous  multipliions  par 
x^t^  nous  obtiendrons  pour  le  premier  membre 

(|-2te  H-J:«r«  ;jr-/), 
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qui  est  la  dérivée  de  (1  —  ^tx  +  x^f*  par  rapport  à  t;  par  conséquent 
on  a 

et  il  doit  y  atoir  identité  entre  les  deux  développements.  Égalant  les  coef- 
ficients d'une  même  puissance  de  t,  <^S  il  Tient 

-.         rfX-     ''X-.i 

Dans  cette  équation  figurent  deux  fonctions  X,,  et  X,.i.  On  peut  arriver 
à  une  relation  difTérenlieUe  qui  n'en  contienne  qu'une.  On  a  d'abord,  en 
prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x^ 

„rfX,_^i/*X,     rfX,     rf«X„. 

dx  dx*        dx  i/x* 

d'où  l'on  tire 

Dans  cette  équation  changeons  n  en  n  — 1.0  vient 

-5^-  =  '-ï?r'-(''-l)-3j^- 
On  peut  remplacer  dans  cette  équation  -~=i  par  x  -—  —  nX^,  et    *  *"- 


dn    ""^       dn  »'  ^^  dx' 


par  X  -r-^  —  (n  —  1)  -^,  Il  viendra 


On  déduit  de  Téquation  (4),  en  prenant  deux  fois  la  dérivée  par  rapport  à  x, 

équation  où  l'on  remplacera  -^7^»     !,*"*>  •  , *["*  par  leurs  valeurs  en 

fonction  de  X„,  et  Ton  aura  comme  équation  finale,  ne  contenant  plus 
que  X„  et  ses  dérivées, 

(5)  (t-x«)g2_2xg2  +  «(n  +  l)X,  =  0. 
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La  fonction  entière  X„  satisfait  à  cette  équation  linéaire  du  second 
ordre.  On  peut  démontrer  que  cette  fonction  X„,  ou  le  produit  de  cette 
fonction  par  une  constante,  sont  les  seules  fonctions,  parmi  les  fonctions 
entièras,  qui  satisfassent  à  Téquation  (5).  Considérons  en  effet  Téquation 
différentielle  du  second  ordre 

à  laquelle  on  satisfait  en  posant  y  =  X„.  Multiplions  la  première  par  i^,  la 
seconde  par  X,,,  et  retranchons.  11  viendra 

on  peut  poser 

en  appelant  z  une  nouvelle  fonction.  De  cette  relation  on  déduit 

^"rfx*      ^dx*  ~dx' 
et  par  conséquent  Téquation  précédente  se  réduit  à 


ou  bien  à 


ou  en  intégrant  à 


(i- 

'•)5i  =  2- 

dz 

z 

ixdx 

3 

C 

1      *«' 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

On  aura  par  conséquent  la  variable  y  en  fonction  de  x  en  intégrant 
Téquation  différentielle  du  premier  ordre 


„  dy       rfX- 


c 


dx      ^  dx  1  —  A* 

ou  bien,  en  divisant  par  X%, 

d  (y\_       C 
dx\:kJ-(\-x^]\\ 


380  FO^CnOlfS  !«. 

D'où  I*on  déduit  par  Tintégration 


=''-(^'  +  <^)J(ï::$îïi-) 


Telle  est  Tintégrale  générale,  avec  deux  constantes  arbitraires,  deTéqua- 
tion  (5).  Pour  que  y  soit  une  fonction  entière,  il  fiiat  et  il  suffit  que  Ton  ait 
C  =0,  et  alors  on  retombe  sur  la  solution  connue  Xn,  multipliée  par  une 
constante  arbitraire  C\ 

200.  Les  fonctions  1^  ont  une  propriété  analogue  i  celle  des  fonctions 
sinus  et  cosinus,  et  qui  facilite  beaucoup  la  détermination  des  coefficients 
des  déTeloppemenls  en  série  dans  lesquels  on  en  fait  usage.  L'élimination 
de  tous  les  termes,  moins  un,  d*un  développement  ordonné  suivant  les 
sinus  des  multiples  successifs  d^un  arc  variable,  s*opère  en  multipliant 
réquation  par  sin  mxdr,  et  en  intégrant  de  0  à  «.  On  a  en  effet 


l 


sin  fnx  sin  nzdx  s=.  0 


lorsque  m  est  différent  de  n,  et 


/■ 


sin»  mxdx  =  ^ 

0 


lorsque  n=zm. 
Nous  allons  démontrer  que  Ton  a  de  même   I      X^  X.  dx  =  0  lorsque 

m  et  n  sont  différents,  et  nous  chercherons  la  valeur  de    |      VmdI^ 

lorsque  m  et  n  deviennent  égaux. 
1*  L'équation  (5)  peut  s'écrire 

On  aura  de  même,  par  un  autre  indice  m, 

Multiplions  la  première  équation  par  X^,  la  seconde  par  X„,  et  retran- 
chons la  première  de  la' seconde.  11  viendra 


(^-  â(^  ---)  ^™]-  ^«  i[(*  -  ^)  g--])+ [-(-+i)-(«+*)] 


Ï-X.=«- 


»!■*« 
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La  première  parenthèse  peut  se  mettre  sous  la  forme 

de  plus 
Donc  enfin 

Multiplions  celte  équation  par  dx,  et  intégrons  entre  les  limites  a;=—  1 
et  x=  +  i-  li  viendra 


[(i-**)  (^«è-X-S"*)]       +(«-»)(«+«+^)  r       X«X.d^=0. 


Or  le  premier  crochet,  pris  entre  les  limites  —  i  et  +  1«  est  égal  à 
zéro,  puisqu'il  contient  i  —  o^  en  facteur.  Donc  enûn,  si  m  —  nett  diffé- 
rent de  zérOf  on  a 

^m\dx=zO. 
—  1 


L 


2*  Si  on  a  m  =  11,  Téquation  est  satisfaite  par  m  —  n  =  0,  et  elle  ne 
détermine  pas  la  valeur  de  l'intégrale 


/: 


+1      » 

X-«  dx. 


intégrale  qui  n'est  pas  nulle,  puisque  tous  ses  éléments  sont  positifs.  Il 
reste  à  en  trouver  la  valeur  ;  c'est  une  fonction  de  l'indice  n. 

M.  Liouville  a  donné  pour  cela  une  méthode  indirecte  très  élégante. 
Considérons  l'intégrale  définie 


-x: 


d. 


y/(l  -  2r.«  +  rV)  ^/(l  -  2  î  X  +  5)  ' 


dans  laquelle  figure  la  variable  x,  et  deux  nombres  constants  r  et  s,  po- 
sitifs et  moindres  que  l'unité,  et  satisfaisant  à  la  condition  <  <  r.  Cette  in- 
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tégrale  peut  être  obtemie  en  termes  finis,  puisque  la  tariable  x  ne  passe 
pas  le  premier  degré  sous  chaque  radical  carré. 

Faisons  y« = 1  —  2r$x  -f  r*j*. 

On  en  déduit 

et 

rê 

Aux  limites  de  x,  —  1  et  +  i ,  correspondent  pour  y  les  limites  1  -f-  rs  et 
1  —  rsy  et,  en  les  renversant  pour  changer  le  signe,  il  vient 

.=!  r-     -.     . 

L'intégrale  générale  est 

log  nép.  [y  +  V^î^-(l-r--;,l-**)J , 

et,  prise  entre  les  limites,  elle  devient 


log  nép. 


1— * 


On  a  donc 


U  =  -  log  nep.  j^^. 


fonction  de  «,  indépendante  de  r,  qu'on  peut  développer  en  série  par  h 
formule  connuie 

Mais  la  fonction  U  peut  aussi  être  développée  en  série  d'une  autre  im- 
niére;  chaque  radical  carré  est  développable  au  moyen  des  fonctions  X, 
de  Legendre,  et  l'on  a 

V/l—2rsa: +  )•*=*      L  J 

--— A==^=ri-2-x+'4r"=l+X.-+X,^+...4.X,^-f.. 

0-2;-  +  ^. 
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en  appliquant  la  formule  (1),  dans  laquelle  on  fait  successivement 


t=rs,    l=z-- 
r 


Multiplions  Tune  par  l'autre- ces  deux  séries;  multiplions  ensuite  par  dx, 
et  intégrons  de  —  1  à  + 1.  Le  produit  comprendra  des  termes  de  la 
forme 


pour  m  différent  de  n,  et  des  termes  de  la  forme 


X„«  #«»  (ix 


pourm=r  it.  Quand  on  intégrera  de  —  1  à  +  1,  tous  les  termes  contenant 
en  facteur  X^^  X„  dx  donneront  0,  puisque  le  résultat  U  doit  être  indépen- 
dant de  r,  et  on  parviendra  par  conséquent  au  développement 


U^J^^'^f^^'x.^dx. 


qui  doit  èlre  identique  au  développement  qu'on  vient  d'obtenir  tout 
à  l'heure. 
Donc,  en  comparant  les  deux  termes  généraux,  on  obtient 


X 


^  *  -  .  .  2 


l*dx=       ,  ^ 


sont  différents. 


On  a,  en  définitive,  l'équation 

?^^J^  Ç^  *  X«X„rfa:  =0        si  m  et  n 

et  =  i        si  m  =  n. 

201.  Grâce  à  cette  propriété,  on  pourra  toujours  exprimer  par  une  série 
contenant  les  fonctions  X^  toute  fonction  de  la  variable  x  qui  ne  devient 
pas  infinie  entre  les  limites  —  1  et  +  1. 

Si  la  fonction  qu'on  veut  développer  est  une  fonction  entière  du  degré  n , 
on  peut  toujours  l'exprimer  par  une  fonction  linéaire  de  polynômes  don- 
nés, X„,Xx-i,  Xn-s>  •••  X,,  X|,  Xo=l,  dont  les  degrés  soient  respective- 
ment égaux  aux  indices.  En  effet,  soit  P  le  polynôme  du  degré  n  à  dé- 
velopper. On  divisera  P  par  X^,  ;  ces  deux  polynômes  étant   du  même 


384  FONcnons  x«. 

degré  n,  le  quotient  sera  un  nombre  A»,  et  le  reste  R  sera  du  degré  x— i. 
On  aura  donc 

Maïs  on  peut  opérer  sur  R,  en  se  servant  du  polynôme  î«-|,  comme 
on  Ta  fait  sur  P  en  employant  le  polynôme  X,,  et  Ton  aura,  en  appelaot 
Aji^i  un  nombre,  et  R'  un  reste  du  degré  n —  2, 

R  =  A„,j  X^.j  +  R'. 

En  procédant  ainsi,  et  en  éliminant  les  restes  successifs,  on  ramène  P 
à  la  somme 

P  =  Aj|Xg  -|-  A||.|X||.|  +  . . ,  +  A^X^  -f-  A|Xi  -j"  AqXq. 

Dans  le  cas  des  fonctions  entières,  le  développement  conduit  à  un 
nombre  limité  de  termes.  Dans  tous  les  autres  cas,  on  trouvera  une  série 
d'un  nombre  illimité  de  termes,  et  on  pourra  poser 

f[x)  =  AqXq  -j-  AjX|  -f-  , . .  4~  Aj|Aa  +  . , . , 

équation  vraie  entre  les  limites  «= — i  et  a;=  +  1,  pourvu  que  f  (z)  ne 
soit  pas  infinie  entre  ces  limites.  Les  fonctions  X.,  qui,  dans  l'exemple 
précédent,  représentaient  des  polynômes  qudconques,  reprennent  ici  leur 
signification  : 

Si  Ton  admet  la  légitimité  du  développement,  il  sera  facile  de  trouver 
des  coefficients  Âo,  A^,  . . .  An.  En  effet,  multiplions  l'équation  par  X^  dxy 
et  intégrons  de  —  1  à  -f  1 ,  On  observera  que 


J_^   X„X«da:  =  0      et    j^^   X««c/j:= 


2«  +  l 
et  l'on  aura 

/•(x)X»rfar  =  AgXj^-q7j. 

d'où  l'on  déduit 
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Le  coefficient  numérîque  |Am  est  donné  par  une  intégrale  définie,  et 
Ton  a,  en  indiquant  la  somme  de  la  série, 

M  =  0 

On  peut  Térifierque,  si  la  série  ainsi  obtenue  est  convergente,  la  somme 
en  est  bien  égale  à  la  fonction  donnée  f  (x). 
Appelons,  en  efTet,  F  (x)  la  somme  de  la  série,  et  posons 


*•' W  =  12  i^«  +  *)Xt. J7, '  ^'^ /'•^î  ^•^• 


Multiplions  les  deux  membres  par  X»,  (ir,  et  intégrons  de  —  1  à  +  1  ; 
il  viendra 


Chaque  terme  du  second  membre  contient  le  produit  de  deux  facteurs, 
représentés    chacun  par  une  intégrale  définie.  L'un  de  ces  facteurs 

Xm  lindx  est  nul  si  m  et  »  sont  différents  ;  et  il  a  pour  valeur  ~ --t 

lorsque  m=n.  il  en  résulte  que  la  série,  ainsi  multipliée  par  \mdx  et 
intégrée  de  —  i  à  +  ^i  se  réduit  à  un  seul  terme,  celui  qui  correspond 
à  n  =  m,  et  qu'on  a  identiquement 

H  s*agit  de  reconnaître  que  cette  équation  implique  Fégalité 

F(x)=/ï^). 

S'il  en  était  autrement,  soit  ç  (x)  la  différence  ¥(x)'^f{x). 
La  relation  précédente  devient 


j^^  yi^f(x)dx=^o, 


et  elle  doit  être  vraie  pour  toute  valeur  entière  de  l'indice  m, 

T.  —  ntC,   COLLIOICOTi.  -î> 
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.  Si  Ton  fait  ii(=:0,  corameXo=  1,  la  condition  devient 


x 


-1 


de  sorte  que  la  fonction  ^  (x),  entre  les  limites  —  1  et  +  ^9  change  de 
signe  ;  sans  quoi  la  somme  d*éléments  tous  de  même  signe  ne  pourrait 
pas  donner  aéro.  Appelons  donc  aj,  a«,  ...  a.  les  racines  de  Téquation 
9  (x)=  0,  comprises  entre  — i  et  -h  i.  Avec  ces  racines,  nous  pourrons 
former  un  polynôme  du  degré  t, 

?=z[x  —  a^][x  —  a^)  ...jr—aij 

qui  s*annulera  en  même  que  la  fonction  «  (x). 

lien  résulte  que  le  produit  P  9  (x),  qui  s'annule  aussi  pour  x=  d,,  r=a^, 
...  x=  Oif  conserve  dans  Tintervalle  un  même  signe,  soit  le  signe  +>  soit 
le  signe  — .  Car  chacun  des  deux  facteurs  change  de  signe  quand  x  atteint 
et  dépasse  Tune  des  racines. 

Cela  posé,  P,  étant  un  polynôme  du  degré  t,  peut  être  exprimé  par  une 
fonction  linéaire  des  fonctions  \q,  X|,  ...  X^,  et  Ton  a 

P  =  A^Xq  -\-  A|X^  -|-  .  •  •  -|-  A<Xi'. 

Multiplions  cette  équation  par^  {^)djry  et  intégrons  de —  1  à  -f  1.  Il 
viendra 

^  P^^x;c/^  =  AoJ^     Xo?.<> y^  +  A, J        Xjf ia;«/-r 4. ...  ^- A,-  j        XrfçVx, 

équation  dans  laquelle  chaque  terme  du  second  membre  est  identiquemeol 
nul,  tandis  que  le  premier,  somme  d'éléments  tous  de  même  signe,  ne 
peut  être  égal  à  zéro. 

LMiypolhèse  9  (j)  différent  de  zéro  conduit  donc  à  un  résultat  contra- 
dictoire. 11  est  donc  nécessaire  que  9  (x)  soit  constamment  nulle  entn* 
x  =  —  1  et  .ri^-f-l,  ce  qui  implique  l'égalité 


TlUNSPORMATION    DE   LA   FONCTION   X^. 

'202.  La  variable  .r^  qui  figure  dans  la  fonction  X^,  reçoit  les  valeurs 
comprises  entre  —  1  et  +  1 .  On  peut  donc  poser  x  =  cos  y,  7  étant  un 
arc  réel,  qu'on  peut  faire  varier  entre  0  et  ir»  Le  polynôme  X„,  qui  est  en- 
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tier  el  du  degré  n,  et  ne  contient  que  les  puissances  de  x  de  deux  en 
deux,  prendra  la  forme 

MC0S»y  +  Nc0S"-«y-f  Pcos^-^y-f  ...  , 

cequ*on  peut  écrire,  en  mettant  cos»^  en  facteur. 


cos' 


\  cos*  y   '   cos*  y    '         / 


ou  encore,  en  observant  que  cos* 7  +  sin'-y  et  ses  puissances  sont  égaux 
à  Tunité, 


cos»  y 


=  cos«y  ^  M  +  N  (1  +  lang*  y)  +  p  (1  -f.  taofe'*  y:»  +. . .  ) 


=  cob*  y  X  une  fonction  entière  en  lang*  y. 
Si  donc  on  pose 


X: 


^H 


h-.        nf       /-lonnr..  —  Vj"-^" 


=  cosy,    y  =  — ;-»     et    /  =  la»gy 

'       ^        cos"  y  ®  '  * 

Ja  fonction  y  sera  exprimable  par  une  fonction  entière  de  <*,  dont  le 
degré  t  sera  égal  au  plus  grand  entier  qui  soit  contenu  dans  la  moitié  du 
degré  «. 
On  posera  donc 

y  =  Ao  +  A,/*  -f.  A4/*  4- . . .  +  A,//*', 

t  étant  le  grand  nombre  pair  contenu  dans  x.  Les  coefficients  Aq,  A»,  ..., 
A^  restent  à  déterminer. 
On  les  obtient  facilement  en  s'aidant  de  l'équation  différentielle 


qu*on  mettra  sous  la  forme 


â  (('-*')  §)+••<« 


+  i)X„  =  0, 


pour  rendre  possible  le  changement  de  variable  indépendanteé 
On  a 

1 

X  = — == 

V^l  +  /* 


3^8'  TRANSFORMATION 

et 

On  pourra  donc  substituer  dans  la  dernière  équation  les  Taleurs  de  j , 
de  X«,  de  dx  et  de  d\  en  fonction  de  y,  f,  dy  et  dt^  et  on  trouvai  pour 
équation  finale 

Le  développement  de  y  doit  satisfaire  à  cette  équation.  Or  on  en 
déduit 

^  =  n^t  H-  Ak^fi  +  . . .  +  2iA^./*-«. 

^  =  2A,  +  m,t*  +  . . ,  +  2f  (2i  -  1 } A„  £«-«.    . 

du   d^u 
Substituons  les  valeurs  de  y,  -^>  —  dans  Téqualion  différentielle,  qui 

devra  se  réduire  à  une  identité,  ce  qui  donne  la  loi  des  coefficients.  Oo  a 
effectivement,  en  égalant  les  coefficients  de  C^-^S 

A,^(2A(2Ar-l)-2/r(2/i^2)H-«(M-i)^  +  A^^^  (  (2*-h2)(2A-f  l)+2A+3:  j  =0. 

ce  qui  donne  la  loi  de  formation  des  coefTicients 

^_.     (n-2A)(,»-2A-l) 
it-Hi  ''ik  (2A+2)* 

Si  Ton  remonte  au  premier  coefticienl  Aq,  on  aura 

^u-'W^      ^'  (:e.4.6...2A)«  ' 

Le  premier  coefficient  Aq  est  égal  à  l'unité.  Car  si  on  fait  (=0,  on  a 
x=:  1,  et  Xn=  1 1  en  même  temps  que  coS7=1 .  Donc  y  est  égal  à  runîlé, 
ce  qui  donne  la  valeur  de  Aq, 

Cette  valeur  de  Au  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme,  en  obser 
vaut  que  Ton  a  les  relations 

X    ^  *^*-25sx — î:r:7i ^"^ 

et 
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On  peut  écrire,  par  conséquent,  en  faisant  Ao=  I, 

ei,  en  observant  que  Att+i  est  nul  en  même  temps  que 
on  posera  d'une  manière  générale 

\ = (V-D*  ^^ ori xï  J.  <-  ♦''*• 

équation  qui  fournira  toi:gours  la  valeur  convenable  de  Â»  pour  k  pair,  et 
qui  se  réduira  à  ù  pour  k  impair.  On  peut  donc  poser  aussi 

polynôme  du  degré  n,  qui  perdra  toujours  tous  ses  termes  de  degré  im- 
pair, et  se  réduira  à  la  valeur  de  y  donnée  plus  haut.  8i  Ton  substitue  à 
Aft  sa  valeur  générale,  il  vient 

y  =  t  Ç^  rf.|,^i4.^«cos^v'i:i4-'i(^/«cosV(v'=î)'+...+ 

expression  très  simple  de  la  variable  y  exprimée  en  fonction  de  t,  sous 
forme  dMntégrale  définie. 
Si  Ton  veut  exprimer  \n  en  fonction  de  x  sous  une  forme  analogue,  on 


remplacera  y  par  -y  et  i  par    »  et  il  viendra 


X»=-P   'X'\-cm^^a*-\V  fil. 


où  ^  est  une  variable  auxiliaire,  sur  laquelle  porte  l'intégration  indiquée. 
203.  Le  calcul  de  la  fonction  X^  pour  une  valeur  très  grande  de  l'indice 
n  serait  très  laborieux,  si  Ton  n'avait  pas  recours  à  une  formule  approxi- 
mative donnée  par  Laplace.  On  a,  en  effet,  pour  n  très  grand. 


cos 


X»  = 


R-^^)'-r] 
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TRANSFORMATION 


'fêtant  l'angle  défini  par  la  relation  a; =0037.  Cette  équation  ne  donne 
rien  pour  les  petites  valeurs  de  sin  7;  car  alors,  n  étant  très  grand,  n  sin^ 
est  le  produit  d'an  très  grand  nombre  par  un  très  petit,  ce  qui  est  un 
symbole  d'indétermination.  Vais  on  sait  que,  pour  x=:l,  X»==l,  et  que, 
pour  x:= — i,  Xm=( — ly*;  de  sorte  que  X«  esl  connue  pour  les  valeurs 
rr=  :hi,  qui  correspondent  à  8in7  =  0.  Les»  nclnes  de  Xm=0  s'oblien* 
nent  en  épiant  le  numérateur  à  0,  ce  qui  donne 


(«+l)y-f=(*2  +  iif 


k  désignant  un  entier,  auquel  on  devra  attribuer  les  n  valeurs  0,1,  2  ... 
n —  1).  La  courbe  y  =  Xm^  pour  n  très  grand,  coupe  n  fois  l'axe  des  x entre 
les  limites  x=—  i  et  x=  -fl,  et  a  pour  ordonnée  dbi  pour  ces  limites. 
Elle  présente  donc  l'une  des  fonnes  suivantes,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair. 


n  pêir 


_1 


-'\'\^^- 


Fîjr  99. 


■  impair 


.Cvyv^r^V^v/^ 


Fig.  tOU. 


204.  Venons  à  la  démonstration  de  la  formule  approximative  de  La- 
place. 
On  a  l'égalité 

X„  =  -  P  [x^  y/x*  —  i  cos  ^)*  d^, 

qu'on  peut  écrire,  en  observant  que  cos  ^  change  de  signe  quand  on 
passe  de  <|»  =  5  —  A  à  «l*  =  ^  +  A,  et  en  décomposant  l'intégrale  en  deux 
parties, 

X«=i-  r  (a- H- v^.T'^n' cos  .f  )  »  rfJ; -f  i  P   (x-^a:*  — lco8^)«rff 


Dans  cette  somme,  les  parties  réelles  se  groupent  deux  à  deux  pour  se 


r 


DE  LA  FONCTION  X..  391 

doubler,  tandis  que  les  parties  imaginaires  se  détruisent.  On  pourra  donc 
pofer,  pour  abréger  récriture, 


X;,  =  -      r    («  +  y/^*  -   I    ces  ^]»  ff'l, 

itjo 


en  convenant  de  ne  retenir  dans  cette  équation  que  la  partie  réelle,  et 
d'effacer  la  partie  imaginaire  qui  s'y  ajoute. 

Introduisons  l'hypothèse  x=  C0S7;  puis  développons  cos  ^  en  série  par 
la  formule 

où  0  représente  un  nombre  positif  et  <1,  pourvu  que  ^  soit  compris  entre 
OelJ 
11  viendra 

j'-f  v^aî«  — 1  cos  ^  =  cosy  +  v^~l  sin  y  f  1  ^  |-  -f  ^\ 


2 

quantité  qu'il  faut  élever  à  la  n*^^  puissance.  Pour  cela,  représentons  la 
parenthèse  par  i—tf.  On  pourra  égaler  le  second  membre  de  la  dernière 
équation  au  produit 

et  la  n*^*  puissance  sera  égale  à 

Donc  enfin 

« 

Nous  pouvons  développer/  (1  — u)  en  série,  pourvu  que  le  module  de  u 
soit  inférieur  à  l'unité,  et  poser,  en  nous  arrêtant  aux  deux  premiers 
termes, 

p  étant  le  module  de  »,  et  V  un  nombre  dont  le  module  soit  <  i. 


3ft2  TRANSFORVATION 

Le  coefficient  de  ^  peut  se  mettre  sous  la  forme 


-  3  V^^  «a  r  e- T  v^ -f  ^-'f». 


où  •"  représente  un  nombre  déterminé,  et  Ton  a  l'équation 


_2     -«./rin       l.Ati+»ft* 


X.  =  -U»7*^ 


où  le  coefficient  k  représente  un  nombre  indépendant  de  ^,  tandis  que  le 
coefficient  ô"  en  dépend,  au  contraire,  mais  reste  au-dessous  d*une  limite 

déterminée  lorsque  ip  varie  de  0  à  5* 
Nous  ferons  ip0r:=<,  en  changeant  de  variable;  les  limites  de  i  seront 

0  et  -J->  et  Ion  aura  «9=  — r. 

y/n 

Donc  enfln 


Si  dans  celte  équation  on  fait  n  inûni,la  limite  supérieure  de  t  dcTienl 
infinie;  mais,  comme  pour  x=  i  on  doit  avoir  Xf|=i,  il  est  nécessaire 
que  les  deux  coefficients  A  et  ô*  soient  négatifs.  Sans  quoi  l'intégrale  indi- 
quée aurait  une  valeur  infinie,  et  X.  ne  pourrait  être  finie.  Le  signe  deÂ 

et  de  ô*  se  trouve  ainsi  déterminé.  On  voit  de  plus  que  — ,  pour  n  infini, 

fi 

disparait  devant  A/*.  Posons  donc  A=:  — B,  en  mettant  le  signe  de  A  en 
évidence.  Il  viendra,  pour  n  très  grand, 

e    rf/  =  5^  ; 
donc 

et  enfin 
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Or 

B  =  — Asssv'^sinye-TV^ 

i 
on  a  donc,  en  élevant  à  la  puissance  dont  l'exposant  est  —  ^» 


«-. 


el 

";i=,^é'""'+*^"""['"(ï-')+'"^""(i-î)] 
=;èK"'+l-î)+^='""(-'+^-:)]- 

expression  qu'on  doit  réduire  k  sa  partie  réelle.  On  trouve  en  déûnitive 
l«i  formule  de  Laplace 


cosn/i-l-})Y  — îj 
X„  = ■  —  ' 


formule  approximativement  vraie  lorsque  n  a  une  très  grande  valeur,  en 
exceptant  les  valeurs  de  7  très  voisines  de  0,  qui  rendent  sin  7  nul. 
Pour  7=0,  la  partie  réelle  du  coefOcienl  A  s'annule,  et  il  n'est  plus 

légitime  de  négliger  le  terme  — ,  dont  la  partie  réelle  acquiert  une  in- 
fluence :  alors  la  formule  est  en  défaut  et  devient  indéterminée. 


CHAPITRE  V 
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THÉORÈMB  DE  UMBBRT. 


205.  Le  théorème  de  Lambert  a  pour  objet  d*exprimer  le  rapport  s  du 

temps  6,  que  met  une  planète  M  à  parcourir  un  arc  MN'  de  sa  trajectoire 
elliptique,  à  la  durée  T  de  la  révolution,  en  fonction  du  grand  aie  2a 

de  l'orbite,  de  la  corde  c  de  Tare 
décrit  dans  le  temps  <,  et  de  la 
somme  t  des  rayons  vecteurs  qui 
joignent  le  foyer  centre  d'attrac- 
tion aux  deux  extrémités  de  l'arc. 
Soit  kk'  le  grand  axe,  égal  i  2a  ; 
F  le  foyer  qui  est  le  centre  d'at- 
traction ; 
F'  le  second  foyer  ; 
G  le  centre  de  la  courbe; 
MX'  l'arc  décrit  dans  le  temps  6,  arc  dont  la  corde  est  égale  à  c; 
FM  +  FM' =<  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extré- 
mités de  l'arc. 

Sur  ÂA'  comme  diamètre  «décrivons  une  demi-circonférence,  et  cher- 
chons sur  cetle  circonférence  les  points  N  et  N',  qui  ont  pour  projection 
les  points  M  et  M'  sur  l'ellipse.  Les  angles  NGA',  N'Gi'  seront  les  anma- 
lies  excentriquei  des  points  M  et  M'.  Désignons-les  par  u  et  ti'.  Nous  aurons, 
en  appelant  i  et  f  les  temps  du  passage  de  la  planète  en  M  et  M',  et  a  le 


F'  P  A' 


Fig.  101. 
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moyen  mouYement  (les  temps  étant  compta  du  passagre  à  Taphélie  en  A'), 

V  -^  ê  sin  M  ^  II/, 
m'  +  e  sîn  m'  =  II/'. 

Retranchant,  il  vient 

w'  —  M  +  e  (sin  «'  —  sin  m)  =  n  [l*  —  ^  =  w(J. 

I^  moyen  mouvement  n  est  égal  à -7=-.  On  a  donc 

^..  B n' — 1<  -f-  g  [sin  u'  —  sin  u) 

Nous  suivrons  pour  transformer  cette  expression  la  marche  indiquée 
par  N.  Catalan  dans  une  Note  insérée  aux  NowelUs  annales  de  Mathéma- 
liquet  (3«  série,  tome  III,  novembre  1884). 

Si  Ton  appelle  r  le  rayon  vecteur  FM,  et  f  le  rayon  vecteur  FM',  on  a 

r  =a  (i  -j-^cos  m), 
r'  =  fl(1  -^ecosu'). 

Donc 
f2;  «  =  r  +  r'tss  îfl  +  <ie  (cos  M  +  cos  u'). 

La  corde  MM'  de  Tellipse  est  la  projection  de  la  corde  correspon- 
dante NN'  du  cercle.  Pour  la  calculer,  observons  que  la  base  PF  est  com- 
mune aux  deux  cordes,  et  que  les  ordonnées  PN,  PM  et  PN',  PM'  sont  ré- 
duites, en  passant  du  cercle  à  Tellipse,  dans  le  rapport  -  du  petit  axe  au 
grand.  On  a  donc 


c«  =  PI»'*-f  ?^(l»'iV— PN)*. 

Nais 

PP^rs  a  (cos  » ~ cos  1/), 
PN  =  a  sin  u,      FN'  =  a  sin  m'  ; 

en  définitive 

(3)  e*  =  a»  (cos  m  —  cos  uO*  +  ^'  (sin  a'  —  sin  ii)«. 

Nous  allons  transformer  ces  trois  formules,  en  introduisant  des  angles 
«etp,  définis  par  les  reliions 

2x  ss  u'  —  u, 
2|8=a'-f  M. 
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Oa  Toil  qae  a  sera  le  demî-iiigle  ICN  ==IGS'  des  rayons  CN  et  CN'  dans 

le  cercle,  et  que  p  sera  l'angle  ICA'  qne  fait  la  bissectrice  CI  de  Fangle  YCN 
arec  legrand  aie  Ci'. 
On  déduit  de  ces  relations 

il'  =  «-|-.â.       t<  =  p  —  oc. 

Donc 

sin  m'  =  sIb  fceofi  /l  +  sùi  /^  cos  «.' 

sin  M  =s  sin  /}  C08  a —  sin  a  eos  ^, 

ros  m'  =  oos  «  cos  /i  —  sin  a  sin  ^, 

cos  II  =  cos  a  eos  ^  -j-  sin  V  sin  ,9, 

sin  m'  —  sin  tf=i2  sia  otoos^, 

cos  ai  •»  cos  ic'ss  i  008  fc  cos  ^, 

et  substituant  dans  les  trois  é|u«ilion9  (1^,  {%)  et  (3),  il  vient 

,.,,             9       a  +  usinât  cos  |S 
I.  — . — , 

T  ir 

(2/  «  =  2a;t  +  «cosaCos^<, 

f5'  r*  =  4tf«C08*aCOS«^  +  W8in«aC0s«/8  =  4««sin««fl— e«cos«5, 

en  observant  que  o«e«  ==  o«  —  ft*. 

Or  ces  trois  équations  démontrent  le  théorème.  En  eflel,  des  équa- 
tions (2)'  et  (3')  on  peut  tirer  les  quantités  x  et  f  cosp,  en  fonction  de 
Sa,  f  etc;  et  substituant  les  valeurs  de  sin  a  et  de  eco<tp  dans  (1)',  on 

aura  l'expression  de  =  en  fonction  des  mêmes  éléments. 

On  tirera,  par  exemple,  de  (2')  et  de  (S*) 

4  C0S«X«<^0S|5  =  — 5 1 

£ (  *"7   ^1   =  sin*  «  U  —  e*  ces'  ,%j  —  r*  ros»  «  cos*  S 

4fl*       \     ia     /  ' 

=  sin*  «e  —  «'cos*  ^  =  t  —  ros'  «  —  ^  cos*  5. 

Donc 

c*        /«  — 2a\* 
(5)  cos««  +  ^COS«l8=i-u^+(-2j-)  • 

A  réquation  (5)  ajoutons  le  double  de  l'équalion  de  (4),  puis  retran- 
chons ;  cela  donnera 


m 
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ce  qui  donne  les  deux  relations 

\  cos  «-f  ccos/i=  —  v^«*  —  e*, 

/  cos«— ecos^  =  5-v^(4a  — *)*  — c«f 


(7' 


00  bien 


ces  a 


On  déduit  de  la  première 


ecos 


-y  *  j^ » 


o  =  ai  c  cos  I  r-  (v^**  —  c*  4-  v'(4a  —  g)*  —  c*)  J 
et  enûu 


On  peut  observer  que  4a  eht  la  somme  des  quatre  rayons  vecteurs 
FN,  F'M,  FM',  F'M',  menés  des  deux  foyers  F  et  F  aux  points  M  et  M'.  Si 
donc  on  désigne  par  t"  la  somme  des  rayons  vecteurs  F'M',  F'M,  qui  abou- 
tissent au  second  foyer,  on  aura  4a  — «  =  t'y  ce  qui  simplifie  un  peu  la 
formule. 

Celte  formule  est  remarquable  en  ce  qu'elle  est  indépendante  de  Tex- 
centricité  de  Torbite.  Elle  s'étend  sans  difficulté  au  cas  d*une  orbite  para- 
bolique. Si  Ton  représente  par  pi.  la  constante  de  Taccélération  dirigée 
vers  le  foyer  de  la  parabole,  de  sorte  que  cette  accélération  soit  repré- 
sentée par-;,  la  durée ô  du  parcours  d'un  arc  de  la  parabole  sera  donnée 
par  l'équation 

<  élant  la  somme  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux  extrémités  de 
Parcj  et  e  la  corde  de  cet  arc.  Quant  au  choix  à  faire  entre  le  signe  —  ou 
le  signe  +t  il  faut  considérer  Tangle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs; 
s'il  est  moindre  que  deux  droits,  on  prendra  le  signe  — ,  et  s'il  est  plus 
grand,  le  signe +. 
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0'C5  FIL. 


S06.  L*analogie  que  nous  «Yons  signalée  (UI,§  iO)  entre  It  problème  de 
l'équilibre  d*uo  fli  et  celui  du  moufemeot  d'un  point  matériel  permet 
d'opérer  sur  les  équations  du  premier  problème  des  transfomations 
analogues  à  celles  que  Ton  fait  subir  aux  équations  du  mouvement  d'un 
point.  L'application  de  la  méthode  analytique  de  Jacobi  à  l'équilibre  d'un 
fil  a  été  faite  par  M.  Appell  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des 
sciences  du  12  mars  1883. 

Supposons  un  fil  libre,  inextensible,  sollicité  par  une  force  fd$  appli- 
quée à  l'arc  (/i;  soient  Jid$,  T<if,  Zdf  les  composantes  de  cette  force,  rap- 
portées à  trois  axes  rectangulaires;  soit  T  la  tension,  M  la  fonction  des 
forces,  c'est-à-dire  l'intégrale  (supposée  existante)  de  la  fonction  difté- 
rentieUe  \dx  -f  Idif  +  Idt,  Les  équations  d'équilibre  seront 

à  (4:) +'•=«• 

On  en  déduit,  en  multipliant  la  première  équation  par  dx,  la  seconde 
par  rfy,  la  troisième  par  dz^  et  ajoutant, 

ou  bien,  en  intégrant, 

h  désignant  une  constante  arbitraire. 
Prenons  une  nouvelle  variable  a,  définie  par  la  relation 

5  --T 


\    ' 


1        '         f      V 

Cette  équation  transforma  l'équation -r-  (T-;i-)  +  X=iO 
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ou  bien 


On  a  de  même 


c'tsl-à-dire 


S|+"=»- 


g  +  ZT  =  0. 


d*x 

Z_Z  = TY 


■ 

Remplaçons  T  par  —  (U  4-  A)  et  X  par  -j- .  On  voit  que  le  produit  —  TX 
sera  égal  à 

De  inéme  —  TY,  —  TZ  se  remplacent  par  les  dérivées  partielles  de  g-  (U  +  /i  )* 

par  rapport  à  y  et  à  2. 

i 
Posons  donc  V  =  ^  (U  +  Kf.  On  aura  les  équations 

dt*      dx 

lK^  ,dhf_dS 

(^)  \d?-Ty' 

rf»*  ~~  d^' 

équations  analogues  à  celles  du  mouvement  d'un  point  (§  159). 
On  cherchera  une  fonction  B  des  coordonnées  x,  y,  2,  telle  qu'on  ait 

dx     de 


l  dij      dx 
)dy_de 


dz       de 
dv       d% 
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On  en  déduit 

/.^  ,dB  .de      \ 

rf*x     d  jdx\      i./ve\     il    dx,   ,    Ti.   ,    dx  .   \ 
d?  =  d.\T.)'=r/\Tx)=dA'dr'''-^'W  ^^'dT'^'J 

.dB  d%  dB 

dxdB   .      dxde  ,      dxd^ 
//j;   dx        dy   dy        dz   di 

,dB  ^de  jde 

_     dxdè         dy  rfe         dz  d^ 
dx   dx        dx   dy       dx   di 

—i3i\_\iil)  +[3i)  +\7I7)  J-Tt 
On  aurait  de  mëiiM' 

ié[(s)'+(i)-+(?r]-^- 

• 

et  ces  trois  équations  peuvent  t^tre  fondues  en  une  seule,  en  les  ajoutant 
après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  dy,  dz.  Il  vient  Téqua- 
tion  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 


i-[(&)V(t)"-(&)"]= 


V  +  A. 


A  désignant  une  constante  arbitraire,  qu*on  peut  supposer  égale  à  zéro. 
L'équation  prend  alors  la  forme 


l7; 


(§r+(i)^(g)'=«=i»+v. 


On  aura  à  intégrer  cette  équation  (7).  Lintégrale  compléta  contiendra 
trois  constantes  arbitraires,  et  sera  de  la  forme 

(8)  e{x,  y,  »,  «,  /3,  A)  =  C, 

en  appelant  a  et  p  deux  constantes,  distinctes  de  la  constante  k  qui  ap- 
partient  à  la  fonction  des  forces,  et  de  la  constante  c  à  laquelle  on  égale 
la  fonction  6. 

Les  dérivées  partielles  -r-,  -j->  ^  feront  connaître,  en  vertu  des  équa- 
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tiens  (6),  les  quantités  ^»  ^»  3-»  c'est-à-dire  les  composantes  T  t-, 

l-jf  T-T- de  la  tension.  Quant  aux  équations  d'équilibre  qui  définissent 

la  forme  du  fil,  on  les  obtiendra  en  égalant  à  de^  constantes  arbi- 
traîres  les  deux  dérivées  partielles 

doL  d^ 

de  la  fonction  6  par  rapport  aux  arbitraires  a,  p,  Introduites  par  Finté- 
gration.  On  reconnaît  en  effet  facilement,  en  suivant  la  marche  indiquée 
§140,  que  ces  fonctions  restent  constantes  pour  toute  valeur  de  9. 
M.  Appell  a  étendu  cette  méthode  au  cas  où  le  fil  est  assujetti  à  certaines 
liaisons,  par  exemple  à  rester  appliqué  sur  une  surface. 


SUR  ut  lIOUVKMEItT   DE   aOTATIOM   d'uN    SOUDE     DB   RÉVOLUnOR 

AUTOUR  d'un  poniT  nxs. 


SOT.  Nous  avons  ramené  à  la  forme  canonique  (§167)  les  équations 
du  mouvement  d*un  solide  autour  d'un  point  fixe  0. 

Ces  équations  peuvent  être  intégrées  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques 
lorsque  la  fonction  des  forces  U  est  nulle.  On  retombe  alors  en  effet  sur 
le  cas  traité  dans  le  théorème  de  Poinsot ,  et  l'on  a  vu  (Ilf ,  §  280)  que  ce 
cas  conduisait  à  des  intégrales  elliptiques. 

M.  F.  Tisserand  a  fait  voir  que  cette  solution  par  les  fonctions  ellip- 
tiques peut  être  appliquée  au  mouvement  du  globe  terrestre  autour  de 
son  centre  de  gravité,  en  supposant,  d'une  part,  que  la  jphéroîde  ter- 
restre soit  un  ellipsoïde  de  révolution  et,  d'autre  part,  qu  on  se  home  à 
prendre,  dans  la  série  qui  exprime  la  fonction  des  forces,  U,  les 
premiers  termes  du  développement.  (Voy.  Comptes  rendus  de  l'Àcadéinie 
des  sciences  20  juillet  1885.) 

INDICATIONS  BIBUOGRAPBIQUSS. 

t08.  Pour  tenniner  ce  livre  consacré  à  la  mécanique  analytique,  nous 
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des  planètes  produites  par  les  forces  perturbatrices  ;  —  section  IX,  sur  le 
mouvement  de  rotation  ; 
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LàtLkCM,  Mécanique  eéUUe.  i'*  partie.  Livre  D,  chapitres  t,  ti,  m  et  toi, 
théorie  des  perturbations  et  méthode  des  approximations  successives. 

Lbgbndrb,  Théorie  des  fonctioni  elUptiquet,  tome  I.  Applications  à  la 
mécanique.  Problème  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe, 
du  mouvement  d'un  point  attiré  vers  deux  centres  flxes;  attraction  des 
ellipsoïdes;  orbite  décrite  sous  Faction  d'une  force  centrale  donnée. 


LIVRE   IV 


■  ÉCANIQIJB   YIBBAT*IRB 


INTRODUCTION 


IRTifiRÂTlOR  DBS   ÉQUiTIORS  DITfCRBNTlELLBS   AUXQUELLES  COIVDUIT  LE  PROBLEME. 


I.  Lorsqu'un  point  matériel  M,  de  masse 
m ,  attiré  par  un  centre  fixe ,  0 ,  proportion- 
nellement à  la  distance  MO,  parcourt  une, 
droite  OA,  le  mouYement  oscillatoire  du  point 
M  est  la  projection  sur  la  direction  OÀ  du  mou- 
vement d'un  point  P  qui  parcourrait  unifor- 
mément une  circonférence  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  un  rayon  OA  égal  à  la  ^' 

demi-excursion  du  point  en  mouvement.  L'équation  du  mouvement  est 

jB  =  H  cos  tU, 

R  représentant  le  rayon  OA,  i  le  temps,  x  la  distance  OH,  et  »  un  coeffi- 
cient constant,  égal  à  la  vitesse  angulaire  du  rayon  mobile  OP  autour  du 
point  0.  L'équation  différentielle  du  même  mouvement  est 


-Kx, 


K  représentant  un  nombre  positif,  et  l'identification  des  deux  équations 
donne  entre  les  coefficients  K  et  »  la  relation  K  =  mo>*. 

La  théorie  des  mouvements  vibratoires  peut  être  regardée  comme  la  géné- 
lalisation  de  ce  résultat  élémentaire.  Avant  de  l'exposer,  nous  rappelle- 
rons la  méthode  dlntégration  des  équations  linéaires  simultanées  auxquelles 
conduit  l'analyse  du  problème. 


40A 


ÉQUATIONS 


210*  Pour  fixer  les  idées,  nous  prendrons  comme  exemple  l'intégralion 
de  trois  équations  simultanées,  que  nous  supposerons  sous  la  forme 


(i) 


^  =  H   +A«   +B^   +Cy. 
'^  =  H'  -hA'«  -!-B'^  -4- C'y, 
^,  =  H* -f  A-'a -+- B7  4- C'y. 


n,  H',  D',  A,  A', À',...  C,G',  C  étant  des  constantes  données.  La  première 
préparation  à  faire  subir  A  ce  système  consiste  à  changer  de  yariables  de 
manière  à  chasser  les  fermes  constants,  H,  H%  H'.  Pour  cela  on  délenninera 
trois  nombres  a^  p|,  ^j,  qui  satisfassent  aux  équations 

l  A«|    4-  B^j    +  Cvi   =  —  H. 
A'«|   H-  ïi'^i  4-  Cyi   =  -  H' , 

A-.^  4-  B'p,  +  C'y»  ==  -  n% 
et  on  posera 

(5)  «=r«,.|.  «/,         P=^,+  p',         y=y4-fy', 

«%  P'>  'f  étant  de  nouvelles  variables.  On  en  déduit 


(2) 


di*  ""  rf<*  '         dl*  ■"■  rf/*  ' 


et  substituant  dans  les  équations  (1),  on  les  ramène,  en  vertu  des  équa- 
tions  (2),  à  la  forme 

^'  =  A«'   +B^'    -*-Cy' 


(*) 


../ 


^'  =  AV   ^W  +C' 
^  =  A'«'  +  B'jS'  +  C'y'. 


Nous  avons  supposé  que  les  valeurs  de  «i,  Pi,  71  fournies  par  le  système 
des  équations  (3)  étaient  bien  déterminées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que 
le  déterminant 

ABC 

A'       B'       C 

A'       B'       C 


(5) 


était  diffèrent  de  séro.  S'il  en  est  autrement,  le  changmnent  de  variables  ne 
peut  s*opérer,  car  on  trouverait  pour  ^t^^^^,  71 .  des  valeurs  infinies,  à 
moins  que  Tune  des  trois  équations  ('2)  ne  rentrât  dans  les  deux  autres,  au- 
quel cas  Tun  des  nombres  a|,  Pi,  71,  serait  arbitraire.  Noos  exclurons  ces 
divers  cas  particuliers,  et  nous  admettrons  dans  ce  qui  suit  que  le  déter- 
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minant  (5)  n*est  pas  nul,  ce  qui  assigne  aux  inconnues  «i,  P|,  ^i  des  valeurs 

finies  el  déterminées. 

21  i.  On  pourra  ainsi  faire  disparaître  les  termes  constants»  et  ramener 

le  système  d*équations  données  à  la  forme 

•    • 

Ces  équations  étant  du  second  ordre,  entre  trois  fonctions  a,  p,  «^ ,  les  inté- 
grales générales  du  système  (6)  seront  au  nombre  de  trois,  et  devront 
contenir  six  constantes  arbitraires  ;  les  équations  données  étant  d'ailleurs 
linéaires,  si  Ton  en  connaît  six  solutions  distinctes,  savoir 

a  =  oo»      a  =  «1,  et  ainsi  de  suite  jusqu'i  a  '=  ag» 

it^'i^     y  =  Vi.  Y  =  Vil 

on  obtiendra  la  solution  générale  en  posant 


0) 


a  =  Lfto  -h  M  «1  -f-  No,  -f-  .  .  .  4-  Raj, 
/i  =  L^  H-  M  ^4  4-  N^  4-  .  .  .  +  B^„ 
y  =  Lyo  H-  M  Yi-t-  Ny,  4-  .  .  .4-  Byj, 


L,  M,...  R  étant  six  constantes  arbitraires.  Le  problème  est  donc  ramené  à 
découvrir  les  six  intégrales  particulières  («q.  Po^To)*-"  (*i*  Pb^  Ti)-  On  peut 
y  parvenir  en  employant  soit  les  fonctions  exponentielles,  soit  les  fonctions 
circulaires. 
Posons  d*abord 

^  =  /A 

y  =  P^*'*. 

r,  f,  p',  f  étant  des  nombres  constants  que  nous  allons  déterminer.  On  re> 
marquera  que  a»  p,  1  sont  respectivement  proportionnels  à  p,  p',  p".  De  là  on 
déduit 

—^—f,re     —t  a, 
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Substituons  les  yaleurs  (8)  e(  (9)  dans  le  système  (6)  ;  on  aura  entre  les 
variables  a,  p,  7  et  Tinconnue  r  les  trois  relations 

Ir««  =  Aa  +  B^  +  C7, 
rV  =  A'a  +  B'^  +  C'y, 
•f*y  =  A'a  +  B»^  +  Cy, 

OU  bien 

I(A  — i*)«  +  B^  +  Cv=0, 
A'«+(B'-.r«)p  +  C'7  =  0, 
A'n-f  B'^  +  IC  — r^y=0. 

Ces  trois  équations,  homogènes  par  rapport  à  a,  p,  7,  permettent  d*^ 
liminer  les  rapports  -t  -^  de  deux  des  variables  à  la  troisième.  L'équa- 
tion finale  s'obtiendra  en  égalant  &  zéro  lé  déterminant  des  coeflicîents 


de  a,  p,  «Y,  ce  qui  donne  Téquation 

A-r«,  B,             C 

(ii) 

A',           B'  — rS  C 

k\          h',           C»  —  r> 

=  0. 


L'équation  (i%)  est  du  troisième  degré  en  r*  ;  elle  donnera  généralement 
pour  r  six  valeurs,  égales  deux  à  deux  au  signe  près,  que  nous  représen- 
terons par  =t:  fo,  d:  fi,  dr  r,.  Chacune  des  trois  valeurs  de  r*,  substi- 
tuée dans  les  équations  (H);  déterminera  en  général  les  deux  rapports 


0* 


'»  -L»  OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  rapports  ^9  ^,  de   sorte  que  nous 

«a  p      ç 

pourrons  obtenir  trois  systèmes  de  valeurs  des  coefficients  p,  p',  p',  savoir 

Po»     P^o'     /o  correspondant  aux  racines  r  =  =h  r^, 
Pv     p'it     A  »  »  r  =  dbr„ 

pÈ»      P'ii      P%  »  »  r  =  dbr,. 

Dans  chaque  rangée,  Tun  des  coefficients  p,  restant  arii)itraîre,  se  confondra 
avec  la  constante  par  laquelle  on  devra  multiplier  l'intégrale  particulière 
pour  la  faire  entrer  dans  l'intégrale  générale. 
On  a  par  ce  moyen  les  six  solutions  préparatoires  • 

«  =  Pifi^^  >         «  =  ^i**^*  »  «  =  p^^*^9 

p  =  f/^^o^,         ^  =  p\eWf         fi  =  //gc  V, 

y  =  pV~  '^»'»    y  =  /»*!«""  *^*^    y  =  /««~  '^•^* 


(ir.) 
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Où  en  déduit  lintégrale  générale 

a  =  />o  (UV  -h  M«- V)  H-p,  (NeV  +  Pe""  V) 
^  =  //o(L«'o'  +  Me" V)  -h^,  (NcV  +  Pe-  ''lO 
y  =:/o(L«î'o^+  Mfl"V)-|-p'',{NeV-|-Pu-V) 

arec  les  six  constantes  arbitraires,  L,  M,...  R. 

Si  S.  La  solution  peut  s'obtenir  aussi  à  Faide  des  lignes  trigonométriques. 

Au  lieu  de  chercher  six  intégrales  particulières  sans  constantes  arbi- 
traires, puis  de  former  l'intégrale  générale  par  l'addition  de  ces  six  fonctions, 
nous  chercherons  trois  intégrales  contenant  chacune  une  constante  arbi- 
traire» et  la  solution  s'obtien^Ira  en  {Coûtant  ces  trois  intégrales,  multi- 
pliées chacune  par  un  coefficient  pris  arbitrairement.  Le  nombre  nécessaire 
de  constantes  se  retrouvera  ai:^i  dans  la  solution  définitive. 

Posons 

I«  =  p8in(/i/4-y), 
^  =  |/sin(/t/  +  y), 
V  =  p'sin(/t/  +  ^), 

où  (A,  p,  /  p'  sont  des  nombres  à  déterminer,  et  f  un  arc  arbitraire.  La 
difiérentiation  nous  donnera 


-=-|  =r  -p/A«sin(/*l  +  f)  =  -/*««, 


(15) 


-/*"^. 


d»y 


Substituant  dans  (6),  il  vient 


116). 


A«  +  B^  +  Cy, 
A'a-hB'^4-Cy, 
A^a-hB^^  +  CV 


On  en  déduit  pour  déterminer 


(17) 


A  +  /»», 

A', 

A% 


B, 

B'  +  /*», 

B% 


G 


=  0, 


i08  EQCATIOKS 

équation  du  troisième  degré  en  p.*,  qui  donnera  en  général  pour  p.  six  Talenrs 
égales  deux  k  deux  au  signe  près  ;  soient  d:  {Aq,  d:  ^,  dtz  ^ces  valeurs. 
Oti  tirera  des  équations  (15)  les  valeurs  correspondantes  des  rapports 

-,  -,  c*e8t-à-dire  des  rapports  — ,  ^.  On    devra   prendre  dans  chaque 

CL     CL  P       P 

(groupe  de  racines  égales  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires,  di  u^ 
iz  p.|,  ±  {i,.  Tune  des  deux  racines  à  Texclusion  de  Tautre,  et  Ton  obtiendra 
1  intégrale  générale  en  posant 

I«  —  Lposin  (a«o'  +  f  )  +  Hpi  «n  W  +  /)+  ^PiSÎn  (/i«f  +  ?•), 
^  =  T/oSin 0«to«  +  y)  H-  Ij/, sin [fL^t  -h  /)  +  V, sin (/4I  +  f ''). 
7  =  I^'osin  : V  +  ?)  4-  M|/.  sio  (/..<  -f-  fi  -h  NA»»  W  +  f^. 

La  solution  contient  encore  six  constantes  arbitraires,  savoir  les  trois  coeffi- 
cients Lp  M,  N,  et  les  trois  arc^  7,  ^p'  r'. 

Observons  que  l'équation  (17),  de  laquelle  on  tire  les  valeurs  de  {&,  ne 
difTére  de  l'équation  (12)  que  par  le  changement  de  r*  en  —  p.*,  ou  de  r  en 

P  ^  —  1.  Si  donc  Téquation  (13)  donne  pour  r  deux  racines  imaginaires  de 

la  forme  ±:  \  ^  — 1,  l'équation  (17)  donnera  pour  p  deux  racines  réelles 
égales  il  dr  X  ;  de  sorte  qu'en  adoptant  Tune  ou  l'autre  forme  pour  les 
termes  de  la  solution,  on  pourra  éviter  les  imaginaires  dans  l'intégrale  gé- 
nérale. 

213.  Hais  l'éguntion  (12)  peut  avoir  aussi  des  racines  imaginaires  de  la 
forme  \-\-  a.  y  —  1,  ou  encore  des  racines  multiples.  Ces  deux  cas  |iarti- 
culiers  doivent  être  examinés  à  part. 

Soit  d'abord  ro  =  I  +  x  ^  —  1.  L'équation  (12)  admettra  aussi  la  racine 
—  r©  =  —  E  —  X  v^— 1,  puis  les  racines  conjuguées  des  deux  premières, 
soit  r^  =  Ç  -  X  V^^  —  r,  =  —  6  -H  X  v^l^  Or 

eV=  c^  X  *^'^  =  «^'x  (cosX<  + V'^MOiO» 
e"  V  =r  c- ^'(cosAI  —  V^^ sinW), 

«V  =  e^'(cosi<  —  v^^HTsin^O» 
«- V  =  c- ^' (ces  Jl< -f  v^^  sin>/). 

Remplaçons  aussi  le  coefficient  poi  ^^  P^^  ^^  imaginaire,  par  le  pro- 
duit fto  (cos  fo  +  ^  —  l  ^^  fo)'  <>ù  6g  est  le  modulé  et  fo  ïargumeni  du 
nombre  p»;  soit  de  même 

L  =  0(ooef  +  V^^sinf)9 
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Le  facteur  pi  sera  le  conjugué  de  po*  et  par  suite 

Prenons  de  même 

N  =  0  (cosf  —  ^—i  siny  ), 
P  =  ô'  {cosy  '  —  v^^^  sin  f) . 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  termes  de  a  qui  contiennent  r^ 
et  fi  [équations  (i3)].  nous  donnera 

4-  f/  (ces  /  4-  V^— 1  sin  y')  c~  ^'  (ces  )./  —  v/— 1  sin  i/)l 
H-  6o(«»?o  — V'--ïsî°fo)[o  (cosy  — v/^^  sin  y)c^^(co8a<  —  V^^siu^i) 

-h  6'(cosf'  —  v'--^  sinç')  c~  ^'(co8)i  +  V^— ï  sini<)]> 

ce  qui  se  réduit  à 

«oOe  ^'  Uos(a<  4-  ?  +  f  o)  +  V*^^  sin  (i^  +  V  +  ?oO 
-h  V«"^'Uos(^-  ?'— fol-V^^s-nt^-'--  ?'— ?o)] 
-f  Offte  ^'  [cos(l<  -f-  ?  H-  ?o)  —  V^^^  sin  (>i  +  ?  —  f o^] 
-f  Oo^c"  ^'  [ces  (ir  -  ?'  —  ?o)  +  /=!  sin  (A<  —  ? '  —  ?o)]  > 

OU  encore  à  la  fonclion  réelle 

fonction  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  . 

Le^^cos(/<  +  «[')  +  Me-  ^^cos  (;l/  +  f  )  ; 

die  contient  quatre  arbitraires  distinctes,  L,M,  +,  +',  et  a  par  conséquent 
le  même  degré  de  généralité  que  les  quatre  termes  dont  elle  tient  la  place. 
On  peut  changer  les  cosinus  en  sinus,  car  cela  revient  à  ajouter  un  quadrant 
i  la  constante  arbitroire  4»  et  à  changer  le  signe  du  facteur  arbitraire  L. 

314.  Supposons  ensuite  que  Téquation  (12)  ait  des  racines  égales,  qu'on 
ait  par  exemple  ro  =  r|.  Alors  les  termes  en  r^  et  r,  de  la  solution  géné- 
rale (15)  se  fondent  Tun  dans  Fautre,  et  Tint^rale  ainsi  formée  ne  con- 
tient plus  le  nombre  demandé  de  constantes  arbitraires. 

On  tourne  cette  difficulté  en  posant  d'abord  r,  =  r©  -h  K  et  en  supposant 
h  infiniment  petit,  après  avoir  développé  les  exponentielles  en  séries. 

On  a  en  effet 


e'i'  =  c' 


^o-*)'=cVxe*'  =  «v(i  +  ^  +  5|?+-..) 
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Multipliant  par  la  constante  pi  N»  il  Tiendra 

pJ^eW -^ pJSeW -T-  4-  des  termes  oonteoont  A«,  A',  ,., 

Le  premier  terme  se  confond  avec  le  terme  po^^  ^''  '  1^  second  prend  la 
forme  pt  N'  e^^  en  remplaçant  le  produit  NA  par  une  nouTelle  constante  If. 
Les  termes  suivants  contenant  en  facteur  M*,NA*,...  ou  bien  N'A,  N'A<,... 
8*annuleront  à  la  fois  quand  on  y  fera  h  infiniment  petit  ;  de  sorte  que  ron 
peut  substituer  i  Tensemble  des  termes 

la  somme  suivante,  où  les  constantes  ne  se  confondent  plus , 

/9o  (Le  V  +  M«-  V)  +  PO  (Ne  V  +  Pe"  V)  / . 

Nous  y  avons  fait  pi  =  po>  parce  que  r^  et  r|  sont  supposés  égaux. 

Le  cas  où  r  serait  racine  triple  se  traiterait  de  même  :  cette  supposition  in- 
troduirait dans  la  solution  un  nouveau  terme  de  la  formepoL  e^^''<*.  Plus 
généralement,  une  racine  multiple  Tq,  du  degré  k  de  multiplicité,  introduit 
.dans  la  solution  des  termes  contenant  en  facteurs  des  expressions  de  la 
forme  Le^  *^  <**«  «  prenant  toutes  les  valeurs  entières  0, 1 ,...,  k  —  1 . 

Enfin  si  cette  racine  multiple  était  imaginaire,  le  groupement  des  termes 
conjugués  dans  la  solution  générale  conduirait,  grâce  à  un  choix  convenable 
des  constantes  arbitraires,  à  faire  disparaître  les  imaginaires^  en  introdui- 
sant en  facteurs  des  lignes  trigonométriques. 
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215.  En  résumé,  la  solution  la  plus  générale  des  équations  données 
peut  contenir  des  termes  réels,  des  formes  suivantes  : 
1*  A  deux  racines  réelles,  ±  r^  de  Téquation  (12),  correspondent  deux 

termes  contenant  en  facteur  les  exponentielles  e^^^'^ 

2*  A  deux  racines  imaginaires  de  la  forme  ±  ay^— 1,  un  terme  conte- 
nant en  facteur  sin  (oi+  ?)»  f  étant  un  arc  arbitraire  ; 


5*A  quatre  racines  imaginairesdesformes±Çq:av^~X  deux  termes  con- 
tenant en  facteurs,  l'un  «^'  x  sin  (a*-h  ç),  l'autre  e""^*sin  (a<  +  f^, 
f  et  f'  étant  des  arcs  arbitraires  ; 

4*  Enfin  aux  racines  multiples  de  Téquation  en  r ,  des  termes  contenant 
des  facteurs  de  la  forme  e^  xC^  fù  étant  un  entier,  ces  termes  pouvant 
aussi  contenir  des  lignes  trigonométriques  introduites  pour  chasser  les 
imaginaires. 
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Ces  difTérentes  sortes  de  termes  se  partagent  en  deux  classes  distinctes. 
La  première  classe  contient  les  termes  de  la  forme  L  sin  (at  +  (&)  ;  la  se- 
conde, les  termes  de  toutes  les  autres  formes,  qui  ont  pour  caractère  com- 
mun de  renfermer  des  exponentielles  ou  des  puissances  entières  de  I. 
Comme  d'ailleurs  au  terme  contenant  Tcxponenlielle  e'^'*  correspond  un 
autre  terme  contenant  Texponentielle  e^'^S  il  est  certain  qu'à  moins  d'une 
détermination  particulière  des  facteurs  arbitraires  par  lesquels  ces  termes 
sont  multipliés,  l'ensemble  des  termes  de  la  seconde  classe  croit  indéfini- 
ment ayec  le  temps  t  La  première  classe,  au  contraire,  contient  des  termes 
périodiques,  dont  les  valeurs  restent  comprises  entre  des  limites  finies, 
quelque  valeur  qu'on  attribue  aux  constantes  arbitraires.  La  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  les  intégrales  générales  soient  composées 
de    termes   périodiques  est  donc  que   toutes   les  racines   de  Féqua- 

tion  (iS)  soient  inégales  et  imaginaires  de  la  forme  ±:  a  ^—  i,  ou,  ce  qui 
revient  an  même,  que  l'équation  (17)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales. 

Les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  sont  générales,  quel  que  soit 
le  nombre  des  équations  données  ;  si  Ton  a,  par  exemple,  n  équations  du 
second  ordre,  contenant  linéairement  n  variables  a,  p,  «f,...,  l'intégrale  gé- 
nérale aura  la  forme 

«  =  2]L8in(a<  +  y), 

la  somme  ^  comprenant  n  termes  semblables  ;  les  valeurs  de  X  sont  dé- 
duites de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  à  n* 
termes 

A  ^-  y.  I      B,  C,  •  •  • 


A%  B'  +  z",      C  ... 

A',  B',  C'  +  i«,  .,. 


Oj 


elles  doivent  être  toutes  réelles  et  inégales. 


CnAPITRE  PREMIER 

ou  MOUVCMCNT  OSClUATOlRE  D'UN  SYSTÈME  DC  POINTS 
AUTOUR  D'UNE  POSITION  OTÉQUILIBRE. 


2i6.  Considérons  un  système  formé  de  n  points  matérids  assujettis  à 
taines  liaisons.  Appelons  «i,  yi,  2|,  les  coordonnées  d*un  point  de  masse mp 
««,  yt*  ^>  celles  du  point  m,,...  x^,  y^,  %^,  celles  du  point  m^.  Le  premier 
point  est  soumis  à  Taction  d*une  force  X|,  Y|,  Z| ,  le  second  à  Faction 
d'une  force  X,,  Y„  Z,,...,  le  n**^  à  la  force  X^,,  Y^,  l^.  Entre  les  coor- 
données de  ces  n  points,  nous  supposerons  qu'il  y  ait  &  relations,  exprimant 
les  liaisons  auxquelles  est  assujetti  le  système.  Ce  sont  les  équations 

L,  =  0, 

1^  =  0. 

Nous  supposons  aussi  les  forces  X,  Y,  Z,  exprimées  par  des  fonctions  des 
coordonné,  s,  x,  y  et  s,  des  divers  points,  indépendamment  du  temps  et 
des  vitesses. 

L'équation  générale  du  mouvement  du  système  sera 


(z.-«.^')'J  =  '- 
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les  TanatioDS  è  devant  satisfaire  aux  équations  des  liaisons,  c'est-à-dire  au 
groupe 


(5) 


è.*'.  +  S*3'. +  §'«.  + =0. 


3^.**'  + =  "• 

•   Supposons  que,  pour  des  valeurs  particulières  des  coordonnées  «|=  Oi, 

sfi=^.  *i  =«1.  ^=««»  yi=^»  «t=c„...  ir^=v  y»=V  *»— ^n'  *® 

système  soit  dans  une  position  d'équilibre  stable.  Les  forces  X,  Y,  Z,  pren- 
dront dans  cette  position  certaines  valeurs  que  nous  représenterons  par  les 
lettres  A,  B,  G,  affectées  des  mêmes  indices. 

Proposons-nous  d'étudier  le  mouvement  du  système  aux  environs  de  cette 
position,  lorsqu'on  l'en  écarte  infiniment  peu.  L'équilibre  étant  stable,  l'é- 
cart ne  dépassera  jamais  une  limite  très  étroite»  et  si  nous  posons  d'une 
manière  générale 

Ia-<  =  flj  +  «,, 
yi  =  ^  +  ^<, 

les  quantités  a^,  p^,  7^,  resteront  elles-mêmes  très  petites. 

Nous  développerons  les  diverses  fonctions  qui  entrent  dans  le  calcul  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  des  quantités  a,  p,  7, 
et  comme  ces  quantités  sont  très-petites,  nous  nous  contenterons  des  termes 
qui  les  contiennent  au  premier  degré.  Soit,  en  général, 

une  fonction  donnée  des  coordonnées;  on  pourra, en  remplaçant  x  par 
o-i-  X,  Sf  par  ^  -hP,  X  par  c  +  7,  la  mettre  sous  la  forme 

(5)  F  =  F  (fl|,  6|,  c,.  . . . ,  a^t  h^^  ^v  •  •  •»  *»»  *»»  M 

dV  dF  d?  dF  dF  dF 

dF 

lions  représentons  par  les  symboles  t-,  gj-,  g^,...  les  résultats  que  l'on 
obtient  en  remplaçant  x  par  a,  y  par  ^,  «  par  c  dans  les  dérivées  partielles 
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JTf  Jtf  Jff 

22*    J-»   ^,  ..  de  la  fonction  F.  Le  développement  de  la  fonction,  arrêlé 

aux  termes  du  premier  degré  en  a,  p,  7,  revient  k  traiter  ces  demiëres 
quantités  comme  des  difTérenlielles. 

Appliquons  ce  développement  aux  fonctions  1,  T,  Z,  qui  représentent  les 
forces.  Nous  aurons  d*une  manière  générale 


(Cl 


X.= 


Y.= 


Z.  = 


dlf  dl^  dl^  dl^ 


dï.  dï. 

"'  +  37.  «'  +  35:^  + 

dl,  dit 


dl^ 


:ïr7«" 


*   dcn 


Les  équations  (i),  satisfaites  par  les  solutions  «=0,  y=&,  z=ze,  et  par 
les  solutions  x=ia  +  a,  y=6+|i»«  =  <?  +  T>  entraînent  entre  les  nouvel- 
les variables  a,  p,  7,  le  groupe  de  k  équations 


n) 


=  0, 

• 
• 

=  0, 

• 

^k         ,    «'ï^a      i 

=  0. 

Ce  dernier  groupe  se  déduirait  du  groupe  (3)  en  y  changeant  x,  y,  s,  en 
c,  h,  c,  et  ix,  ^y,  ^«,  en  «,  p,  7. 

Nous  pouvons  aussi  appliquer  la  formule  (5)  aux  coeflicients  des  variations 
dans  les  équations  (5),  ce  qui  nous  donnera  les  relations  générales 


dl^ 
dxj 


dit        <P^i 
da^      da^da 


«i  + 


rf«L 


Pi  + 


d«L, 


71  + 


dl,       JL 
(8)   {      j^^zié-^- 


d*h 


ï 


dy^  ""  db^  ^  db^a^ 


dl. 


dl^        d^ly 


«1  + 


«t  + 


dafib^  ^^  ^  da^^ 

db^^  ^*  ■'"  dbjï^^  ■''*  "^ 
d«L  d«L. 

rr  ^1  -1-  :r:±  n  + 


•  •  » 


dc^a^"^^^  dc^b^^'    •    dc^^ 


équations  qui  permettent  d'exprimer  les  coelficients  des  ^x,  ^j^,  ^2,  dans  les 
équations  (5),  en  fonction  des  variables  a,  fk,  7, 
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La  difTérentiation  des  équations  (4),  dans  lesquelles  les  quantités  ayb,c^ 
sont  indépendantes  du  temps,  nous  donne  enfin 


(9) 


d**! 

d^a, 

d/«  ^ 

=  di»' 

<^< 

<^?i 

d(*  " 

=  dl*' 

^^ 

d^i 

di*  " 

^  di» 

Ces  diverses  préparations  effectuées,  remplaçons  dans  les  équations  (2) 

_  --  „  d*x  dhf  d^z  dL  dL  dL 
et  (5)  les  fonctions  X.  Y,  Z,  ^,  ^,  ^.  gj,  j-,  2,...  parleurs  va- 
leurs en  a,  p,  7,. ..  Nous  pourrons  exprimer,  au  moyen  des  équations  (3),  k 
des  variations  ^«,  iy,  è%>,-  par  des  fonctions  linéaires  des  3n  ~  A  autres; 
substituant  les  valeurs  de  ces  ib  variations  dans  1* équation  (2),  et  égalant  sé- 
parément à  zéro  les  coefficients  des  Zn-^k  variations  qui  sont  conservées 
dans  le  calcul,  et  qui  doivent  rester  arbitraires,  nous  aurons  les  3n~  &  équa- 
tions à  joindre  aux  k  équations  (1)  pour  déterminer  en  fonction  du  temps  les 
valeurs  des  3n  variable;  «•  P,  7* 
Or  le  résultat  de  toutes  ces  substitutions  conduite  exprimer  linéairement 

les  accélérations  -t;s>  ••  en  fonction  de  a,  p,...  En  effet,  chacun  des  coefïi- 

cients  des  équations  (2)  et  (3)  se  compose  de  deux  parties  :  1*  une  partie 
indépendante  de  a,  ^,7,  et  qui  représente  la  valeur  du  coefficient  relative  à 
rétat  d'équilibre  ;  2*  une  partie  contenant  au  premier  degré  les  variables 

a,  p,  7,...  avecles  accélérations  -^,    dk*" 

La  substitution  de  la  première  par  ie  dans  Téqualion  (2)  nous  donnera  Té- 

quation  même  que  nous  aurions  obtenue  en  exprimant  parle  théorème  du 
travail  virtuel  que  le  système  est  en  équilibre  dans  la  position  (a,  ft,  c), 
sous  Taction  des  forces  (A,  B,  C)  et  des  liaisons  (L=::0).  Elle  est  donc  nulle 
d*eile-méme,  et  il  reste  seulement  la  seconde  partie  ;  on  trouvera  les  va- 
leurs des  accélérations  en  fonction  de  a,  p,  7,...  en  égalant  à  zéro  tous  les 
coeflicients  des  dn  —  k  variations  indépendantes.  Les  équations  ainsi  obte- 
nues contiendront  à  tous  leurs  termes  quelques-unes  des  quantités  a,  p,  7, 

^,  TfTi*  ^*  chacune  au  premier  degré,  et  comme  ces  quantités  sont 

supposées  très  petites,  on  pourra  supprimer  comme  infiniment  petits  du 
second  ordre  les  produits  de  ces  quantités  deux  à  deux,  ce  qui  réduira  les 
équations  à  la  forme  linéaire.  Le  groupe  des  équations  (7)  permet  d'ail- 
leurs d'exprimer  k  des  quantités  a,  p,  7,  par  des  fonctions  linéaires  des 
3a  —  k  autres,  et  par  suite  d'en  déduire,  par  la  difTérentiation,  des  expressions 
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linéaires  poar  les  accélérations  de  ces  &  quantités  en  fonction  des  5n  —  k 
antres.  Substituant  ces  valeurs  dans  les  5n  —  k  équations  du  mouTement, 
on  pourra  résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  accélérations  qui  y  sont 
conservées,  et  les  exprimer  linéairement  en  fonction  de  a,  p,  «y,...  par  des 
équations  de  la  forme 

A  ces  5n— ft  accélérations  exprimées  par  des  fonctions  linéaires  des  varia- 
bles, on  pourra  joindre  k  équations  semblables,  donnant  les  k  accélérations 
primitivement  éliminées,  puisqu'elles  sont  exprimées  par  des  fonctions  li- 
néaires des  premières  :  ainsi  complété,  le  groupe  (10)  peut  être  regardé 
comme  contenant  Sn  équations. 

SI 7.  Si,  au  lieu  de  conserver  dans  le  calcul  les  variables  a,  p,  7,...  on  in- 
troduisait d'autres  variables  indépendantes  a^  t^,  'f',...  infiniment  petites 
comme  les  premières,  on  pourrait,  après  avoir  exprimé  «,  p,  f,  en  fonction 
dea',  P%  y,  développer  les  fonctiohs  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissan- 
ces de  cl',  P%  7',...  et  ne  conserver  que  les  termes  contenant  les  premières 
puissances  des  nouvelles  variables.  Les  termes  indépendants  seraient  d'ail- 
leurs nuls,  puisque  les  nouvelles  variables  et  les  anciennes  doivent  s'annu- 
ler ensemble.  On  aurait  donc  en  définitive  «,  P,  7,...  exprimés  linéairement 

en  oi\f/y  Y,...  et  par  suite  -^y    ^"'  exprimés  aussi  linéairement  en 

•^f    -^,...  La  substitution  de  toutes  ces  valeurs  dans  les  équations  (10) 

conduirait  donc  à  des  équations  linéaires  de  même  forme  pour  exprimer 
les  nouvelles  accélérations  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées. 

318.  C'est  encore  à  cette  même  forme  que  se  ramènent  les  équations  du 
mouvement  quand  on  applique  au  système  matériel  de  nouvelles  forces, 
très  petites,  et  pouvant  iiioditier  la  position  d  équilibre.  Soient  en  efTel  H, 
H',  H',...  les  composantes  de  ces  nouvelles  forces  ;  on  aura  pour  les  équa- 
tions du  mouvement  3ft  équations  de  la  fonne 


•  •  "  f 


S'="'«+'"M-i+nA-^- 
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Or  on  ramène  ce  cas  au  précédent  en  cherchant  d*abord  les  valeurs  €f^ 
h\  if,,.,  des  coordonnées  a,  p,  7,  qui  satisfont  aux  3n  équations 


(12) 


Ces  équations  déterminent  les  coordonnées  du  système  dans  la  noarélle 
position  d'équilibre  qu'il  tend  à  prendre  sous  Faction  des  forces  introdui- 
tes; car  si  a|=:a'i,  ^1=^^^,  f^=(/|,  sont  la  solution  des  équations  (12), 
ces  valeurs  constantes,  substituées  dans  les  équations  (il),  annulent  tous 
les  premiers  membres  de  ces  équations  et  les  satisfont  aussi  indépendam- 
ment du  temps  i.  Le  système  placé  dans  la  position  (a\  V,  d)  est  donc  en 
équilibre  sous  Taction  des  forces  H,  H',  H*. 

Une  fois  ces  valeurs  déterminées,  on  changera  de  variables  par  la  trans- 
formation générale 

*<  =  *'^i  +  «'i  » 

(13)  {        ft  =  *'<  +  ^r 

Celte  transformation  ramène»  en  vertu  des  équations  (12),  le  système  (11) 

aux  équations 

# 


(H)  I        ^'-P'M«'.  +  tt'tA+- 


lesquelles  ne  différent  des  équations  données  que  par  la  suppression  des 
termes  indépendants,  et  par  le  changement  de  a  en  a%  de  p  en  p',  de  *)[  en  y  : 
les  coordonnées  accentuées  représentant  des  déplacements  comptés  à  partir 
de  la  position  nouvelle  d'équilibre  (a%  fr",  <f). 

Les  équations  (15)  différeptiées  montrent  que  les  vitesses  ^»  ^9.  «sont 

respectivement  égales  à  ^,  '^**''  ^^^^  '^  valeurs  initiales  de  ces  vites- 
ses sont  aussi  *espectivemeut  égales;  les  valeurs  initiales  de  a'^,  P'^,  7^"* 
sont  d'ailleurs  respectivement  égales  à  celles  de  a^,  P^  fp  diminuées  de 

Les  équations  du  mouvement  (14)  étant  les  mêmes  que  lorsqu'il  n*y  a  pas 
eu  introduction  de  forces  nouvelles,  le  mouvement  défini  par  les  coordon- 

V.  —  Hic.  coLLimiox.  27 
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nées  «%  P',  "fy.,.  est  identique  au  mouvement  défini  par  les  coordonnées 
a,  p,  7,...  pourru  que  les  circonstances  initiales  soient  les  mêmes.  Il  suffira 
donc,  pour  traiter  le  cas  où  des  forces  nouTclles  sont  introduites,  de  conser- 
ver les  mêmes  équations  en  changeant  Tétat  iilftial  du  système  -,  pour  cela, 
on  conservera  les  vitesses  initiales  des  points  mobiles,  mais  on  donnera  à  ces 
points»  par  rapport  à  la  position  d'équilibre  primitive  (a,  b,  c),  des  posi- 
tions identiques  à  celles  qu'ils  occupaient  à  Finstant  initial  par  ra[^rt  à  la 
nouvelle  position  d'équiUibre  (a',  b',  c'). 


INTÉGRATION  DBS  ÉQUAHONB.  —   STABILITE  DB  L'^QinLlBBB. 


219.  On  sera  ramené  ainsi  à  intégrer  les  3it  équations  (10)  -,  les  intégrales 
générales,  dont  la  forme  nous  est  connue  (§215),  contiendront  6ft  constan- 
tes arbitraires  que  nous  déterminerons  en  exprimant  que,  pour  ( = 0,  les  3n 

coordonnées  a,  P,  7,  et  leurs  vitesses  ^,    ^,    ^,  ont  des  valeurs  don- 
nées. 

On  peut  reconnaître  en  même  temps  si  la  position  d'équilibre  (a,  h^  c) 
est  stable  ou  instable. 

L'équilibre  est  stable,  quand  -un  dérangement  infiniment  petit,  imprimé 
au  système  à  partir  de  la  position  qu'il  occupe,  ne  peut  entraîner  par  la  suite 
un  déplacement  fini,  ou  quand  les  coordonnées  a,  f,  «^ ,  restent  infiniment 
petites  pendant  toute  la  durée  du  mouvement  pour  des  valeurs  initiales  in- 
finiment petites  de  ces  coordonnées  et  de  leurs  vitesses.  Or  ceci  peut  avoir 
lieu  de  deux  manières  : 

l' Ou  bien  les  intégrales  générales  des  équations  (10)  ne  contiennent  que 
des  termes  de  la  forme  L  sin  (!<+?)»  dont  la  valeur  oscille  entre  les  deux 
limites  +L  et  —  L,  à  l'exclusion  des  termes  contenant  en  facteurs  les  ex- 
ponentielles e"^  ^S  ou  les  puissances  f",  lesquels  termes  croîtraient  indéfi- 
niment avec  le  temps.  Dans  ce  cas  on  peut,  en  choisissant  des  valeurs  initia- 
les très  petites,  donner  aux  coefficients  L  qui  entrent  dans  les  intégrales 
générales  des  valeurs  absolues  aussi  petites  qu'on  voudra,  et  par  suite  la  sta- 
bilité de  l'équilibre  est  assurée,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  petits  dépla- 
cements imprimés  au  système. 

2*  Les  coordonnées  a,  p,  f  peuvent  être  encore  limitées  à  des  valeurs  infini- 
ment petites,  même  si  les  intégrales  générales  contiennent  des  termes  suso^ti- 
bles  de  grandir  indéfiniment,  lorsqu'on  fait  un  choix  convenable  des  ooefii- 
cients  constants,  par  exemple  lorsqu'on  annule  séparément  les  termes 
en  e  ^^'  ou  en  <**  ;  d'où  résultent  certaines  déterminations  des  données  ini- 
tiales, par  rapport  auxquelles  le  système  est  comme  en  équilibre  stable.  La 
•tahilité  iCui  alors  que  condiiUmnelU  ;  elle  existe  à  l'égard  de  certains  déplace- 
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ments,  sans  exister  pour  tous.  L'équilibre  n'est  pas  stable  si  on  le  considère 
d*une  manière  absolue. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équilibre  soit  stable  d'une 
manière  absolue  dans  la  (k>sition  (a,  b,  c),  est  donc  que  les  intégrales  des 
équations  (10)  contiennent  seulement  des  termes  de  la  forme  L  sin  (XI  +  ?), 
c'est-à-dire  (§  Si5)  que  l'équation  en  x 


^t  +  ^^    Oi.r 


Xi» 


1.1' 


P'' 


1,1» 


Q'i.iH->''  i^Vi, ... 


=  0 


ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 


■OUTBHBIT  d'un  POOIT  PISAHT  SDR  URB  SURPÂCB,  AUX  SHTIRORS  DU  POIRt 
OÙ  GBTTB  SURPACB  À  UH  PL/R  TANGENT  BOBIZONTAL. 


SSO.  Gomme  exemple  de  cette  théorie,  nous  traiterons  le  problème  du 
mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  surface.  Soit  z  =  ^  (x,  y)  l'équation 
de  la  surface  ;  nous  supposerons  qu'elle  soit  rapportée  à  trois  axes  rectan- 
gulaires, menés  par  le  point  0  où  son  plan  tangent  est  horizontal  ;  ce  plan 
tangent  sera  notre  plan  des  x  y  ;  la  normale,  qui  sera  verticale,  sera  l'axe  des 
2.  Les  axes  des  x  et  des  y  seront  deux  droites  rectangulaires  qu*on  mènera 
arbitrairement  dans  le  plan  tangent. 

On  aura  à  la  fois,  pour  x  =0  et  y  =  0,  j;  =  0,  et  ^  =  0,  ^  =0. 

Si  donc,  pour  les  petites  valeurs  de  x  et  de  y,  on  développe  la  valeur  de  » 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  des  variables,  cette 
série  manquera  des  termes  du  premier  degré,  et  nous  pourrons  écrire 


(i) 


s=iAa?«-hBa:y-f  lcîf«  +  «. 


c  étant  une  fonction  infiniment  petite  du  troisième  ordre,  que  nous 

(fiz 
supprimerons  dans  ce  qui  suit.  A  est  la  valeur  de  j-  pour  x  =  0,  y  =  0, 


dx* 


B  la  valeur  de    .    .  ,  C  la  valeur  de  -r^. 

dxdy  dy* 


L'équation  générale  du  mouvement  du  point  pesant  est 


4S0  OSCILLATIONS 

les  TariatioDS  9x,  èy,  ^x  étant  liées  ensemble  par  Téquation 

(3)  iz  =  kxix  +  Byix  +  Bxiy  +  Cyiy. 

Avant  d'aller  plus  loin,  obserTons  qu*on  peut  simplifier  Téquation  (1)  en 
donnant  aux  axes  des  x  et  des  y  une  orientation  qui  supprime  le  terme  Rry. 
Les  axes  sont  alors  tangents  aux  lignes  de  courbure  qui  passent  au  point  0. 
L'équation  (1)  devient 

{*)  »=iA««-f^Çy*, 

et  l'équation  (5) 

(5)  ^a  =  kxSx  +  Çy^* 

Substituant  dans  Téquatlon  (2),  U  vient  les  équations  du  problème: 

Os  équations  peuvent  se  simplifier,  en  observant  que  l'accélération  verticale 
j^  est  infiniment  petite  par  rapport  aux  accélérations  horizontales  -^ 

•^.  En  effet,  exprimons  -^  en  fonction  de  «  et  de  y  ;  on  tire  de  l'é- 
quation (4),  en  la  différentiant  deux  fois, 

dx  =  Ksdx  +  Gycfy, 

dH  =  A£2ss  +  Gdy*  +  AxA:  +  Cyil>y. 
DCDC 


^-^[^jH^y-^^^^^ 


dt* 


Les  vitesses-:;: 9  -±  sont  infiniment  petites,  comme  aussi  les  accélérations 
at    (U 

-T^t  -7^*  Les  carrés  des  vitesses  et  les  produits  x  -?--,  y  -j^  sont  des  in- 
ai*    al*  al*       ai* 

finîment  petits  du  second  ordre;  il  en  est  de  même  par  conséquent 

de  ^~* 

dH 
On  peut  donc  supprimer  -^  devant  g  uans  les  équations  (6),  et  réduire 

ces  équations  à  la  forme 

d*x  . 
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Les  équations  (7)  s*intégrent  séparément,  et  donnent 

I         *  =  L8in(;i  +  9), 
^  ^  I         y  =  I/8in(VI-hA 

X  et  X'  étant  définis  par  les  équations 


W 


A'=\/C^. 


Pour  que  X  et  X'  soient  réels,  il  faut  et  il  suffit  que  A  et  G  soient  positifs, 
c'est-à-dire  que  la  surface  soit  tout  entière  au-dessus  de  son  plan  tangent 
au  point  0  ;  ses  deux  courbures  principales  sont  alors  de  même  signe,  et 
le  point  0  est  pour  la  surface  un  point  d'ordonnée  minimum. 

S2i.  Si  A  et  G  sont  négatifs,  le  point  0  est  un  maximum,  les  intégrales 
des  équations  (7)  renferment  deux  exponentielles,  et  Téquilibre  du  point 
mobile  est  instable  au  point  0.  C'est  tout  ce  qu'on  peut  dire  ;  car  alors 
X,  y,  2  pouvant  grandir  au  delà  d'une  limite  très  petite,  l'équation  (4)  n'est 
plus  réquation  de  la  surface  donnée,  et  les  équations  (7)  ne  sont  plus  les 
équations  exactes  du  mouvement. 

223.  Si  A  est  positif,  et  G  négatif,  les  courbures  sont  opposées,  et  les  in- 
tégrales des  équations  sont 

X  =  Ls\n[Xt  +  f),       X  étant  égal  à  v^, 
y  =  I/e''  -h  l'e^  '^',    r  étant  égal  à  y^^^^. 

L'équilibre  au  point  0  est  instable  à  l'égard  de  tout  di'plaoement  pour  le- 
quel V  n'est  pas  nul,  tandis  que  les  oscillations  du  point  sont  limitées 
lorsque,  en  vertu  des  conditions  initiales,  on  a  L'= 0« 

De  la  seconde  équation  on  tire 

^  =s  l'rert  —  h'rê-  rt^ 


et  faisant  f  =  0,  il  vient 


^  =  (L'  — L-'lr. 


On  a  d'ailleurs  pour  t=0 

l/  =  L'^-L^ 

Si  donc  la  position  initiale  du  point  mobile  est  définie  par  les  coordonnées 
x=(t,  y  =  p,  et  par  les  vitesses,  v  suivant  Taxe  des  x,  1/  suivant  l'axe  des  |f, 
la  condition  de  stabilité  s'exprime  en  posant  L'  =  0  dans  les  équations 


4^2  OSCILUTIORS 

On  en  déduit  la  conditka 

ou 

âS3.  Reprenons  le  même  problème  en  laissant  Féquation  (i)  sous  la 
forme 

L^èquation  (S),  dans  lacpieHe  on  introduira  la  relation  (3),  nou^  donnera 
pour  équations  du  mouvement 


ou  bien  en  supprimant  ^,  qui  est  inflniment  petit  Tis4hTis  de  g^ 

dhi 

La  solution  sera  de  la  forme 

X  =  Lsin  (>/  +  f  )  +  VsinlX't  +  fO* 
y  =  L'sin  ()/  -f  f  )  H-  I/"sin  (A'/  +  f  1, 

L,  L'y  f ,  f'  étant  des  arbitraires,  L'  et  L"  des  quantités  qui  dépendent  de 
L  et  de  I/,  enfin  x  et  X'  étant  les  racines  réelles  et  positives  de  l'équation 


=  0, 


ou  bien 

OU  encore 

A*  -  (A  -f  qgX* -f  (AC  —  B»)^  =  0. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x*  soient  réelles,  inégales  et  positives,  ilfimt 
et  il  suHit 
l*Que(A-f-C)«>*(AC-B«), 
2*  Que  AG  —  B*  soit  positif, 
5*  Qu'enfin  A  +  C  soit  positif. 


r 
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La  première  condition  est  toujours  remplie,  car  elle  revient  à  Tinégalité 
évidente  (A  —  C)*  +  ^  B*  >  0,  sauf  le  cas  particulier  de  A  =  G,  6  =  0,  qui 
donnerait  pour  X*  deux  racines  égales  à  A^.  Nous  examinerons  tout  à  Theure 
ce  cas  exceptionnel.  AG  —  B*  positif  nous  montre  que  Tindicatrice  de  la  sur- 
face aux  environs  du  point  0  est  une  ellipse,  ou  que  les  deux  courbures  sont 
dans  le  même  sens. 

Enfin  A  -f  G  positif  entraine  A  et  G  positifs,  car  AG,  étant  >  B*,  est  po- 
sitif ;  donc  A  et  G  sont  de  même  signe;  ils  sont  donc  positifs  si  leur  somme 
est  positive. 

Telles  sont  les  conditions  de  la  stabilité  de  Téquilibre  d'un  point  pesant 
placé  au  point  0. 

'224.  Nous  avons  exdu  le  cas  où  6  =  0,  A  =  G  ;  il  convient  d'y  revenir. 
Dans  ce  cas,  la  surface  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  x,  au  moins 
dans  les  points  voisins  du  point  0.  Les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment deviennent  dans  cette  hypothèse 

et  les  intégrales  prennent  la  forme 

«  =  LBin(/v^H-f), 
y  =  L'8in(/\^-f  ^), 

U  L',  f  •  Y  é^nt  arbitraires. 

Eliminant  t  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu  décrit 
par  le  point  en  projection  sur  le  plan  éesxy;ce  lieu  sera  une  ellipse.  En 
effet  on  a 

X  =  L  sin  I  v^Â^  008  f  +  L  cos  <  ^Â^sin  7, 

Résolvons  par  rapport  à  sin<^^  et  CMt^Ig;  il  vient 

V  '       Ll/cosfSiiif'  —  sm^cos^^'         LL'8m(f'  —  f) 
^   ^  LL'sm(fK-y)  ^. 

Élevons  enfin  un  carré  et  ajoutons  :  l'équation  cherchée  sera 

(L'jesin^  —  lytinf)*  +  (Ly  cosf      l/xsmf')*  =  L'L^sin*!)/  *-  9). 


f 
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ïSïe  représente  une  ellipse,  sauf  le  cas  où  Ton  aurait  à  b  fois 

Lycosf  —  l/xcosr'  =  0, 

LL'8in(?'  — f)  =  0. 

On  satisfait  I  ces  dernières  conditions  en  faisant  9 =7^.  Le  lieu  décrit  par 
le  point  est  alors  contenu  dans  le  plan 

X       L 

et  le  mouTenient  s'opère  suivant  un  méridien  de  la  surface,  comme  s'il 
s^gissait  d*un  pendule  simple. 

On  voit  par  cet  exemple  que  régalilé  des  racines  de  Téquation  en  x  n'an- 
péche  pas  tovy^urs  le  mouvement  d*ètre  oscillatoire. 


SUPBRPOSinOH  DIS  ■OUTBIIERTB  IT-  DBS  EFFETS  DBS  FOBCEB. 

SS5.  Le  problème  des  oscillations  d*un  système  de  points  se  ramène  à 
l'intégration  d*un  certain  nombre  d'équations  de  la  forme 


^  =  A', 


dfi 


A'a  +  B'p-f 


ou  bien  de  la  forme 


^  =  H  +  Aa-f  B/i-i-.  .., 
^  =  U'  +  A'«  +  B'j5^-..., 


Ce  dernier  cas  se  présente  quand  on  applique  au  système  des  forces  inû* 
niment  petites,  H,  U^...  outre  les  forces  qui  le  sollicitent  dans  sa  position 
d'équilibre. 

Le  second  cas  se  ramène  au  premier  en  effaçant  les  termes  E,W„..  et  en 
changeant  l'état  initial  du  système,  de  manière  à  reproduire,  par  rapport 
à  la  position  d'équilibre  primitive,  Tétat  initial  qui  existe  par  rapport  i  la 
position  d'équilibre  modifiée  par  l'action  des  forces  H,  U%... 

Sous  cette  réserve,  la  solution  générale  est  renfermée  dans  des  équations 
de  la  forme 


DES  EFFETS  DES  FORCES.  42S 

Les  variables  a,  p,...  sont  donc  les  sommes  algébriques  de  termes  dont 
chacun,  pris  à  part,  déHnit  un  mouvement  simple,  et  les  vitesses  des  va- 

riablesv  ^,  ^,  s'obtiennent  de  même  en  composant  par  voie  d'addition 

algébrique  les  vitesses  correspondantes  à  ces  divers  mouvements. 

A  ces  additions  algébriques  de  diverses  quantités  mesurées  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre  sur  un  même  axe  correspondent  dans  l'espace  les  composi- 
tions des  déplacements  et,  des  vitesses  ;  et  en  définitive,  le  mouvement 
ofTectif  du  système  résulte  de  la  iuperposition  des  mouvements  simples 
dans  lesquels  on  Ta  décomposé;  chacun  de  ces  mouvements  simples 
part  d'un  état  initial  qu'on  obtient  en  opérant  une  décomposition  analogue 
de  l'état  initial  donné. 

Un  mouvement  simple  pris  en  particulier  est  déOni  pour  les  différents 
points  du  système  par  les  équations 


pour  le  premier. 


a  =  Lsin[;i  -f-  o), 
p  =  L'sin(W-hy), 
7=L"sin(i/  +  9), 

a'  =  L,sin()*4-f), 
^'  =  L'jSin(;/-4-y), 
/=L",sin(;/+9), 


pour  le  second,  et  ainsi  de  suite,  de  manière  à  avoir  autant  d'équations 
semblables  qu'il  y  a  de  coordonnées  indépendantes. 
Le  premier  point  se  meut  sur  la  droite 


le  second  sur  la  droite 


L  ""  L'  ~  L'' 


L,-L'. -L%' 


et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  mouvements  sont  donc  rectilignes,  périodiques, 
et  semblables  au  mouvement  que  nous  avons  défini  au  commencement  de 
ce  livre.  Les  périodes  de  ces  mouvements  sont  les  mêmes  pour  tous  les 

points  ;  elles  ont  pour  valeur  commune  — .  Les  points  mobiles  ont  sur  les 

droites  qu'ils  parcourent  des  mouvements  semblables,  en  vertu  desquels 
ils  amvent  simultanément  aux  extrémités  de  leur  course. 

G*est  ainsi,  par  exemple,  que  nous  avons  reconnu  (§  220)  que  le  mouve- 
ment d'un  point  pesant  sur  une  surface  autour  de  son  point  le  plus  bas  se 
décompose  en  deux  mouvements  simples,  tous  deux  rectilignes,  le  long  des 
tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  en  ce  point. 
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Considérés  tous  à  la  fois,  les  divers  moaTements  simples  dans  lesquds 

2ir     Sir 

le  mouyement  réel  est  décomposable,  ont  des  périodes  différentes,  ---,  — * 

r^,...  Quand  ces  périodes  ont  une  commune  mesore,  il  arrivera  qu'an 

bout  d'intenralles  égaux  de  temps  le  système  repassera  par  nn  état  iden- 
tique, comme  positions  et  comme  vitesses.  La  composition  des  divers  mou- 
vements périodiques  simples  donne  alors  lieu  à  un  mouvement  qui  est  lui* 
même  périodique,  et  dont  la  période  est  le  plus  petit  commun  multiple  des 
périodes  des  mouvements  simples.  U  en  est  autrement  quand  les  périodes 
sont  incommensurables  :  jamais  alors  le  système  ne  revient  à  un  état  anté- 
rieur. 

Nous  avons  admis  dans  tout  ce  chapitre  que  le  système  mobile  renfermait 
un  nombre  fini  de  points  matériels,  ce  nombre  pouvant  être  d'aiUeurs  aussi 
grand  qu^on  voudra.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  s'appliquent  en- 
core à  une  infinité  de  points,  formant  un  système  matériel  continu,  comme 
une  corde,  une  tige,  une  plaque,  un  milieu  fluide.  Nou^  traiterons  dans  les 
chapitres  suivants  quelques  questions  relatives  à  ce  nouveau  sijyet.  Le  prin- 
cipe de  la  superposition  des  mouvements  simples  s'applique  encore,  et  sim- 
plifie la  résolution  des  problèmes.  Hais  les  équations  du  mouvement  sont 
plus  compliquées  :  ce  sont  des  équations  aux  dérivées  partielles,  au  lieu  de 
simples  équations  différentielles  simultanées. 


CHAPITRE  II 


PROBLÈME  DES  CORDES  VIBRANTES. 


236.  Soit  OA  un  fil  élastique,  ou  une  corde,  de  longueur  J,  tendue  en  li* 
gne  droite  du  point  0  au  point  A,  sous  une  tension  donnée  T^. 

Pour  étudier  le  mouvement  de  la  corde  lorsqu^on  la  dérange  de  sa  posi- 
tion naturelle  en  laissant  fixes  les 
points  0  et  A,  nous  prendrons  trois 
axes  rectangulaires,  Tun  01  dans  la 
direction  OA,  les  deux  autres  OY,  OZ 
normaux  aux  premiers  et  perpendi- 
culaires entre  eux. 

Noos  distinguerons  les  divers  points 
matériels  M' qui  composent  le  fil,  en 
donnant  Tabscisse  OM=a;  qu'aurait 
le  point  M' si  le  fil  était  ramené  dans 


Fig.  103. 


sa  position  primitive  OA.  Les  trois  coordonnées  d'un  même  point  matériel 

sont  donc 

«,      0.      0, 

dans  l'état  naturel,  et 


«H-tt, 


Vf 


dans  rétat  de  mooTement  ;  tf ,  jf ,  s  sont  pour  un  même  point  des  fonctions 
du  temps  I,  et  pour  des  points  différents,  considérés  au  même  instant,  des 
fonctions  de  Tabscissex  qui  les  distingue  ;  en  d'autres  termes,  tf,  y,  %  sont 
des  fonctions  des  deux  variables  xeii. 

Les  forces  qui  agissent  sur  un  élément  WW  de  fll  sont  les  forces  exté- 
rieures et  les  tensions. 

Les  forces  extérieures  sont  données  par  leurs  composantes  X,  T,  Z,  rap- 
portées à  l'unité  de  masse  pour  chaque  portion  du  fil. 
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Les  tensions  T,  V  qui  agissent  tangentiellement  aux  deux  extrémités  de 
l'élément  M'N',  dépendent  du  degré  d'allongement  subi  par  cet  élément. 

Soient 

m  la  masse  de  Télément  M'^''  ; 

T  la  tension  en  M',  prise  dans  le  sens  N'M'  ; 

V  la  tension  en  N',  prise  dans  le  sens  M'N'  ; 

X,  {&,  V,  les  angles  de  la  force  T  avec  les  axes  coordonnés  ; 

V,  p/,  v',  les  angles  de  la  force  V  avec  les  mêmes  axes. 

Les  projections  de  Taccélération  totale  de  l'élément  W!¥  sur  les  axes  sont 
représentées,  à  des  infiniment  petits  prés,  par 

•STS-  suivant  OX» 
air 

^  suivant  OT, 
al* 

^  suivant  01, 

et  les  équations  du  mouvement  sont  par  conséquent 

m^  =  mX-hT'cosi'— Tcosi, 

m  -jH  ^  mY  +T'cos/a'  —  Tcos/t, 
ai^ 

»»  j.I  =  wZ  -hT'cosv'  —  Tcosv. 

n  s'agit  d'abord  de  les  transformer  en  les  ramenant  à  ne  contenir  que 
les  fonctions  X.  Y,  Z,  ii,  y,  z,  et  les  variables  indépendantes  x  et  t. 

2'i7.  Le  facteur  m  est  la  masse  de  rélémentMN;  si  donc  p  est  la  dennlé 
ou  la  masse  du  fil  par  unité  de  longueur,  on  aura  m=:^dx. 

1*  Les  angles  X  et  x'  sont  très  petits,  et  leurs  cosinus  sont  sensiblement 
égaux  à  Tunité.  La  différence  T'  ^  T  se  cliange  en  la  différentielle  partielle 
de  T  par  rapport  à  »,  de  sorte  que  la  première  équation  prend  la  forme 

« 
ou  bien 

Nous  allons  chasser  T  de  celte  équation,  en  appliquant  la  loi  de  ral- 
longement des  fils  élastiques.  Soit  l  la  longueur  d'un  fil  dans  Tétat  na- 
turel, c'est-à-dire  lorsque  la  tension  est  nulle;  soit  »  sa  section,  E  le  coef- 
ficient d'élasticité,  et  t  l'allongement  total  produit  par  rapplicalioo  d'une 
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force  égale  à  T,  mesurant  la  tension  communiquée  au  fil.  Entre  ces  quan- 
tités, on  a  réquation 

m  EmC 

Pour  une  antre  tension  Tq,  produisant  un  allongement  iq,  on  aura  de 
môme 

Iq—  — j — 

Retranchant,  il  Tient 

1  —  Iq  J • 

Or    "T  ^  est  l'accroissement  de  l'allongement  proportionnel  du  fil,  et 

T  —  To  est  Taccroissement  correspondant  de  la  tension.  11  existe  un  rapport 
constant  entre  ces  deux  quantités ,  et  ce  rapport  est  égal  à  E». 

Si  Ton  appelle  cr  le  poids  spécifique  de  la  matière  composant  la  corde,  on 
aura  pour  la  masse  p  par  unité  de  longueur 

a 

Appliquons  ces  remarques  à  la  transformation  du  terme  -  t-* 

du 
^accroissement  total  de  Télément  MN  étant  égal  à  ^^,  TaliongemeLt 

proportionnel  est  égal  à  ^,  et  nous  aurons  Téquation 

du 


Done 


du 

T=To  +  E«^, 


et,  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

i  rfT  __  Eii  d^u  __  E^  d^u 
p  S  ""  "p^  dx*  """  u  dx* 

En  définitlTe,  Téquation  du  mouvement  projeté  sur  Taxe  OX  prend  la 
forme 

rf*tt  __         Eg  </]|fi 
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2*  La  projection  do  mouTeraent  sur  laxeOT  est  définie  par  Fèquation 


ou  bien 


ou  encore 


d*u 
M  ^  =  mY +T'cos^'  —  Too8/ft, 


^*  5^  =  ^^  +  S  (Tco«/«)rf«, 


Nous  ayons  obtenu  l'équation  T=T^  +  £«»  ^* 

cos  (A  est  égal  à  la  diflérence  des  ordonnées  y  des  deux  points  If  et  1i\ 
diTîsée  par  la  distance  M' N'  de  ces  deux  points ,  c'est-à-dire  à 

dx  dx 

donc  dy  ^  ^ 

m  w      ^'^       ,   ^     dx  dx 

équation  qu'on  peut  simplilier  en  obserant  que  -r-  est  extrêmement  pelit 

par  rapport  à  l'unité,  et  que  le  produit  ^  jl  ^^  ^^  infiniment  petit 
du  second  ordre  ;  il  vient 

Too6/*  =  To2- 


Donc 


D'où  résulte  Fèquation 


3î('-'')  =  ^og. 


S*  On  trouvera  de  même  pour  la  troisième  équation 

Dans  ces  deux  dernières  équations  on  peut  remplacer  —  par  —  • 
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228.  Les  équations  du  mouvement  sont,  en  définitive, 

rf/«  "■  '^  "^  CT.;  dx* 

et  sous  cette  forme,  on  voit  clairement  que  les  mouvements  projetés  sur  les 
trois  axes  sont  indépendants  les  uns  des  autres. 

Les  équations  du  problème  sont  des  équations  linéaires  du  second  ordre 
aux  dérivées  partielles.  L'intégration  est  possible  quand  les  forces  X,  T,  Z 
sont  constantes,  ce  qui  arrive  par  exemple  pour  la  pesanteur. 

Gomme  il  est  possible  que  le  fil  ne  soit  pas  tendu  borizontalement,  nous 
supposerons  que  la  pesanteur  fasse  des  angles  donnés  «,  p,  i  avec  les  trois 
axes;  on  aura 

X  =  ^COSa» 
Z  =  ^COSy, 

et  Fcm  sera  ramené  à  intégrer  des  équations  de  la  fonne 

À  et  B  étant  des  constantes. 

Soit  ii=^(x)  une  solution  particulière,  indépendante  du  temps  t^  de 
réquation  à  intégrer,  de  sorte  qu*on  ait 

On  changera  de  variable  et  on  posera  . 


ce  qui  donne 


éPu  _  d'^f(x)      dV 
d«»""    dx*    '^dx^* 


et  par  suite 


dhi d^u' 

3?  """3?* 


d(^  ~"£to»* 


savoir,  la  même  équation  privée  de  son  terme  indépendant.  On  remarquera 
que  u=f\x)  est  Téquation  d'équilibre  du  fil  sous  Taclion  de  la  force  À,  car 
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raccéleration  -nr  ^  ^^^^  P^^^  ^^^^  ^^  points  du  01  quand  il  occupe  la 

position  correspondante,  de  sorte  que  u'  est  la  portion  de  Fordonnée  u  qui 
Tarie  avec  le  temps  t,  cette  portion  étant  mesurée  à  partir  de  la  position 
d'équilibre.  Les  forces  constantes  ne  changent  donc  rien  au  mouvement  de 
la  corde. 
L'équation  différentielle 

s'intégre  en  résolvant  Féquation  du  second  degré 
qui  donne 


Oaaensuile 


Si  A  et  B  sont  de  même  signe,  les  exponentielles  imaginaires  se  transfor  - 
ment  en  sinus  et  cosinus. 

On  opérerait  de  même  pour  y  et  pour  2.  Dans  les  applications  aux  cor- 
des vibrantes,  les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  pesanteur  sont  très  petites  par 

Eq     Ta 
rapport  aux  coefficients  —,    -^,  et  comme  elles  ne  changent  rien  d'ail- 
leurs aux  lois  de  Poscillation  de  la  corde,  on  peut  à  ce  double  point  de 
vue  en  faire  abstraction,  et  prendre  tout  de  suite  les  équations  de  la  corde 
vibrante  sous  la  forme 

d*u  __  Eg  dhi  __    ^dhi 

d<«  "  "ï.  3Ï>  ~  "  S*' 

di*       tift)  dx*  dz^* 

—  —  ft«^" 
rff»  ~      d^' 

en  nous  rappelant  seulement  qu'en  toute  rigueur  tf,  y,  t  doiyent  être 
comptés  à  partir  de  la  figure  d'équilibre  que  prendrait  la  corde  sous  l'action 
de  la  pesanteur  si  son  mouvement  était  réduit  à  zéro. 

229.  Les  quantités  a  et  d  sont  homogènes  à  la  vitesse  linéaire  d'un  point 
mobile.  En  effet,  le  coefficient  d'élasticité  E  est  une  force  divisée  par  une 
surface,  ou  par  le  carré  d'une  longueur;  raccéleration  g  est  du  degré  1  par 
rapport  aux  longueurs  et  du  degré  — 3  par  rapport  au  temps  ;  ci  est  du  de- 
gré 1  par  rapport  à  la  force,  et  du  degré  —3  par  rapport  à  la  longueur;  en 
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résumé,  F,  F'  étant  des  forces,  /,  l\  ^  des  longueurs  et  t  un  temps,  on 
!iura 

in 

L*  L 

quantité  homogène  I  rj^,  en  appelant  L  une  longueur;  donc  a=r-  est 

une  vitesse.  Il  en  est  de  même  de  b, 
n  est  facile  de  voir  aussi  que  b  est  beaucoup  plus  petit  que  a.  En  effet  on  a 

a«"~aX«       E^""E«' 

-^est  la  tension  de  la  corde  par  unité  de  section  ;  si  x  est  la  longueur  de  la 
corde  dans  Télat  naturel,  et  t  son  allongement  sous  la  tension  T  ,  on  aura 


To  € 


-  » 


Eu        X 

b* 
de  sorte  que  -^  est  égal  à  rallongement  proportionnel  de  la  corde  sous  la 

tension  T^-,  -  est  la  racine  carrée  de  cet  allongement  proportionnel,  qui  est 

nécessairement  très  petit. 
230.  L'intégration  de  Téquation  aux  différences  partielles 

d'il        ^d*u 


s*opère  immédiatement  en  changeant  de  variables  indépendantes  ;  posons 
en  effet 

w^=x  —  at. 

Il  viendra,  en  différent ianl  successivement  la  fonction  u  par  rapport  à  I 
etàx, 

du du^ih.du  dw /du du  \ 

dt'^dvdt'^dwdt^\dv       dw  )  ^' 

du du  dv       du  dw du      du 

dx      dv  dz       dw  dx       dv       dw* 

d*u fdhi  dv        d*u    dw       d^u  dœ         d*u   dv  \ 

dfi  ""  \d^  Tl  "^  dvdw   dï  '^dï^dt  "  dwdv  di)  ^ 


"[dv*         dvdw^  dwy      ' 


dhi d*M  dv        d^u    dv  ,     d*u   dw   .   d*u  dw 

dx*"  d^  di  ^  dvdw  di  "^  dvdw  itt  "^  S*  S 

—  «ft*       ç  dhi        d*u 

'^  3fi  ^    dvdw '^  dw*' 

?•   *-  Hic.   COLLIO.>01f.  28 


1 
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Siib6tiliiaiit  dans  Téquation  proposée,  et  rèdimanl,  on  «m 


dvdw 


=  0. 


Donc  «  est  la  somme  dHine  fonction  de  •  et  d'une  fonction  de  w ,  on,  en 
revenant  aux  premières  variables, 

f  et  4»  étant  des  fonctiops  entièrement  aibitraîres.  On  aorait  de  même 

»  =  fi(«-hWH-*,(«-6l). 


DiTBBMIHÂTIOH  OBS   FOHCTlOaS   ARBirBÀlRES. 


1231 .  Nous  supposerons  qu'on  donne  pour  t  =  0  la  forme  de  la  corde,  dé- 
finie par  les  équations 

U'-=f[x:,       y  =  F»(r),        a  =  F,(x;. 

Dans  cette  équation  x  varie  de  0  à  I;  on  suppose  que  peur  x=0  et  pour 
a;  =1,  on  ait  u = 0,  sf  =0,  2 = 0,  les  extrémités  de  la  corde  étant  fixes. 

On  donne  en  outre  pour  chaque  point  la  vitesse  initiale,  définie  par  les 
équations 

les  fonctions  f  s'annulant  encore  pour  «=  0  et  x  =  /,  et  étant  connues  pour 
toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  ^  les  extrémités  de  la  corde  restent  fixes; 
on  aura  donc  pour  toute  valeur  de  t  les  douxe  équations  : 

(1)      Or=y{fl<) -♦-♦(- al).  (7)      0=f(/  +  «fl  +  f(/-a/), 

(3)  0  =  f,(60+f«;-W).  W  0=y,(Z4- «)+♦,(/ -61). 

(4)  0  =  f'(aO-*'(-<  (10)  0  =  ^(/4-«/)-^(/-< 

(5)  0  =  f.' (60 -♦!'(-*<).  (i«)  0  =  y.'(ZH-6fl-^.'(/-6/), 

(6)  0  =  y,'(6/)-Kl-W).  (18)  0  =  f,'(/-f60-f,'(/-.W\ 

Taccent  indiquant  les  dérivées  des  fonctions  f ,  f ,...  par  rapport  à  la  vana- 
ble  immédiate  de  chacune  d'elles. 
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Qd  a  aussi  pour  I  =  0  les  six  équations 

(«)  9(«)-ht(«)  =  F(«). 

(U)  fiW-+-*i(«)  =  Fi(*). 

(«)  fiW-H*t(*)  =  F,(«). 

(i«)  f'(«)-*'(«)  =  /'(x). 

(17)  fi'W-*/W-A(«), 

(«)  ?•'(«) -*t'(«)  =  /«(«)• 

pour  toutes  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  /.  Proposons-noos  <le  déter- 
miner diaprés  ces  conditions  les  fonctions  tf  et  i|r.  Les  autres  fonctions 
?i)  4^11  ?i)  4^t«  ^  détermineraient  par  une  marche  toute  semblable.  Nous 
aurons  recours  aux  six  équations 

(1)  0  =  y(«/)+t(-«fl, 

(7)  0  =  9(/  +  «0-4-^(/  — af), 

(10)  0  =  f '(/  +  «<)  —  <^(/  —  aO, 

(13)  y(«) +*(«)  =  FW, 

(16)  f'(«)-fW  =  A*). 

(Commençons  par  déterminer  ^  ei^  pour  les  valeurs  de  la  variable  com- 
prises entre  0  et  /• 
Intégrons  Téquation  (16)  ;  il  vient,  en  appelant  G  une  constante, 

(19)  ?(«)-4'(*)  =  <î+//'(*)^; 

d*où  Ton  déduit,  en  rapprochant  Péquation  (19)  de  Téquation  (13). 

'^>  1  1  i        i   r 

(      ♦l«)  =  2F(x)-ÎC~î  JA«)cte. 

Nous  ferons  commencer  l'intégrale  à  x=0;  les  fonctions  f  et  <|>  seront 
déterminées  par  une  quadrature  pour  toute  valeur  de  la  seconde  limite  qui 
ne  dépasse  pas  la  valeur  «=/;  ^  et  tp  sont  donc  connues  dans  Tintervalle 
deOàl. 

L*éqoation  (1)  est  vraie  pour  toute  valeur  de  <,  positive  ou  négative;  fai- 
sons âi:=.K>  puis al=  —  C  :  nous  aurons  à  la  fois 

♦(-Ç)=-y(Ç)      et      y(-ç)  =  -<,(ç), 

de  sorte  qoe.la  connaissance  de  9  pour  les  valeurs  positives  de  la  variable 
entraîne  la  connaissance  de  ^  pour  les  mêmes  valeurs  prises  négativement, 
et  réciproquement. 
L'équation  (7)  nous  donne  par  conséquent 

*(^-«=-flç-/)=-f(;+Q. 


I 


( 
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Donc 

ce  qui  montre  que  la  fonction  9  se  reproduit  périodiquement  quand  la 
riable  augmente  deS/.  Il  en  est  de  même  de  +;car  ç(Z-f  Ç)=— <»(  — /— î) 
=_4,{/_Q;donc  4.(-.C-/)=:+(-Ç+/). 

Connaissant  ç  et  4*  pour  toutes  les  Yaleurs  de  la  variable  de  0  à  j,  on  en 
déduira  les  valeurs  des  mêmes  fonctions  pour  les  valeurs  de  la  variable  de 
0  à  —  /,  par  les  relations 

on  connaîtra  alors  ff  ei^  poîir  une  période  entière,  ce  qui  suffit  pour  défi- 
nir ^  et  4»  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable  qui  entre  dans  cha- 
cune de  ces  fonctions. 

232.  La  fixité  des  points  extrêmes  entraîne  comme  conséquence  la  pé- 
riodicité des  fonctions  <p,  ^,  9i,  <|>i,  f„  ^^;  la  période  est  2/.  Il  en  résulte 
qu'un  même  point  défini  par  son  abscisse  x  se  retrouve  avoir  les  mêmes 

écarts  longitudinaux,  u,  au  bout  d*intervallës  de  temps  0  égaux  à  —,  elles 

2i 
mêmes  écarts  transversaux  au  bout  d'intervalles  de  temps  V  égaux  à  ^> 

Le  mouvement  de  la  corde  consiste  donc  dans  une  série  de  vibrations,  les 
unes  longitudinales,  les  autres  transversales;  et  si  l'on  appelle  n  et  n' 
les  nombres  des  vibrations  complètes  effectuées  dans  Tunité  de  temps,  oa 
aura 


0  0 


ou  bien 


''-2/-2-y-/  "-2/-57^^' 

a  étant  beaucoup  plus  grand  que  6,  le  nombre  n  est  beaucoup  plus  grand 
que  le  nombre  n^  ;  par  suite,  le  son  produit  par  les  vibrations  longitudinales 
est  beaucoup  plus  aigu  que  le  son  produit  par  les  vibrations  transversales. 
GeilesH^  sont  les  seules  qu'on  emploie  dans  la  musique.  Le  nombre  en  est 

réglé  par  la  longueur  de  la  portion  vibrante  de  la  corde,  par  la  tension  — 

qu'elle  subit  par  unité  de  section,  et  enfin  par  son  poids  spéciGque.  On  peut 
aussi  remarquer  que  <»/  est  le  volume  de  la  corde  i-éduite  à  la  partie  vibrante, 


trw» 


que  vttJ  est  son  poids  total,  et  —  sa  masse  ;  mettant  l'équation  sous  la 

9 
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forme  2n'v^=  à  /  7~i\,  on  voil  que  le  produit  du  double  de  la  racine  car-' 


rée  de  la  longueur  libre  de  la  corde  par  le  nombre  de  vibrations  complètes 
transversales  effectuées  dans  Vunité  de  temps  est  égal  à  la  racine  carrée  de  la 
tension  totale  rapportée  à  Vunité  de  masse. 

Il  est  remarquable  que  le  nombre  n'  soit  indépendant  du  coefficient  d'é- 
lasticité E  delà  matière  qui  compose  la  corde;  il  n'en  serait  pas  de  même, 
si»  au  lieu  d*an  fil  flexible,  on  faisait  vibrer  transversalement  une  tige  ayant 
de  la  raideur. 

Quant  au  nombre  n,  il  est  proportionnel  à  v/E,  et  par  conséquent  Tobser- 
vation  du  son  rendu  par  un  fil,  ou  une  tige,  vibrant  longitudinalement, 
quand  ses  deux  extrémités  sont  fixes,  fournit  un  moyen  de  déterminer  le 
coefficient  d^élasticilé  de  la  matière  qui  entre  en  vibration. 

Si  le  fil  subit  à  la  fois  des  vibrations  longitudinales  et  des  vibrations 
transversales,  Tensemble  de  ces  deux  mouvements  périodiques  est  lui-môme 

périodique  quand  il  existe  une  commune  mesure  aux  durées  Ki^^qi  ^^^ 

deux  périodes,  c'est-à-dire  quand  il  y  a  une  commune  mesure  entre  aeib^ 

ou  enfin  quand  le  rapport  i /--  est  commensurable. 
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t233.  L'équation 


d^u j  d%i 


dans  laquelle  a'  représente  le  rapport  -^,  s^applique,  comme  nous  Tavons 

remarqué,  aux  vibrations  longitudinales  d'une  tige  rigide  prismatique  de 
section  quelconque,  ayant  pour  poids  spécifique  le  nombre  o,  et  pour  coe^ 
'  ficient  d'élasticité  la  quantité  E. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  est 

u  =  :p{x-\-at) -\-^{x  —  ai). 

l*'  Cas.  —  Nous  allons  détenniner  les  fonctions  arbitraires  dans  l'hy- 
pothèse d'un  ébranlement  longitudinal  communiqué,  à  l'époque  t  =  0,  h 
une  certaine  longueur  x  prise  dans  une  tige  indéfinie  dans  les  deux  sens  ; 
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cet  ébranlement,  dans  lequel  les  molécules  sont  déplacées  parallélenient  à 
la  direction  de  la  tige»  sert  défini  par  les  équations 

oû  les  fonctions  F  et  ^  sont  connues  pour  tontes  les  valears  de  j?  comprises 
entre  jp  =  0  et  «  =  x,  et  sont  nulles  en  dehors  de  ces  limites.  I41  première 
donne  le  déplacement  initial  d^une  section  de  la  tige,  la  seconde  la  vitesse 
imprimée  à  cette  section. 
On  aura  donc  pour  i  =  0 

el 

Intégrant  la  seconde  équation,  il  rient 

avec  une  constante  arinlraire  C,  Tintégrale  étant  d^aillenrs  prise  I  partir 
d'une  valeur  quelconque  de  s.  Cette  équation  combinée  à  la  prrâière 
donne 

ai  les  fonctions  f  et  4*  sont  déterminées  pour  les  mêmes  Taleors 
de  la  variable  que  ¥(x)  eif{x).  La  constante  ^  disparaîtra  dans  KadditioD 

des  deux  fonctions  qui  forment  la  valeur  de  u. 

334-  Pour  la  discussion  du  résultat,  il  est  préférable  de  considérer  les 
premières  dérivées  partielles  de  u  par  rapport  kieXkx,  plutôt  que  la  fonc- 
tion «  elle-même.  La  dérivée  ^  représente  la  vUe$$e  des  molécules 
situées  dans  la  tranche  définie  par  une  valeur  donnée  de  «,  &  l'instant 
marqué  par  une  valeur  donnée  de  t  ;  de  même  -j-  représente  ValUmge- 

meni  relatif  d'un  tronçon  infiniment  petit  de  la  tige,  pris  à  Tendroit  défini 
par  l'abscisse  x^  et  à  l'époque  désignée  par  le  temps  I.  Or  on  a 

du 

35  =  f'(«  +  «')  4- ♦'(*-«»). 
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^'  et  4^  étant  les  dérivées  de  f  et  de  <|;  par  rapport  à  leur  variable  immé- 
diate, x-^  ai  ou  y  —  ai. 
A  Tépoqae  1= 0,  on  a,  d'après  les  données  initiales, 


et 


du 


5F  =  /^^*1- 


Donc 

9'(«)-t'(*)=jA«). 
et  les  fonctions  9'  et  <[/  sont  définies  par  les  équations 

Les  fonctions  F'  et  /  sont  supposées  connues  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  yariable  comprise  entre  0  et  X  ;  elles  sont  nulles  quand  la  variable  est  en 
dehors  de  ces  limites.  Donc  t^'  et  ^  sont  aussi  connues  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  de  la  variable,  et  sont  nulles  si  leurs  variables  respectives  sont 
ou  négatives,  ou  supérieures  à  X. 

Pour  toul  point  dont  l'abscisse  est  négative,  x^^  —  ^^h  quantité  x  —  at 
est  négative,  et  4^  (d;  —  ai)  est  constamment  égale  à  zéro.  Donc  pour  tout 
point  de  la  tige  situé  du  côté  des  x  négatifs,  le  mouvement  est  réglé  sim- 
plement par  les  équations 


dx 
du 
dt 

Entre  les  deux  dérivées  existe  la  relation  très  simple 


w7  =  «?'(«+■  flfl- 


du du 

di-''di' 

de  plus  les  deux  dérivées  sont  nulles  à  la  fois  si  dp  +  a<  est  négatif,  012 
s'fl  est  positif  et  plus  grand  que  X  ;  alors  la  tranche  considérée  n*a  aucune 
vitesse  et  reste  immobile.  Pour  qu'il  y  ait  mouvement  de  la  tranche,  il  faut 
donc  et  il  suffit  que  «  +  a<  soit  compris  entre  0  et  x,  ce  qui  donne  la  double 

inégalité 

0<— «'-f  «/<Ji, 
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ou  bien 

*  <<<  uni. 

«  a 

Le  mouvement  de  la  tranche  commencera  donc  lorsque  i  sera  égal  è 
— »  et  cessera  lorsque  i  sera  égal  à ,  comme  si  la  longueur  x  par- 
courait uniformément  la  tige,  à  partir  de  la  région  ébranlée,  avec  une 
vitesse  a  dans  le  sens  des  abscisses  négatives.  Ce  résultat  est  indépendant  de 
la  forme  des  fonctions  qui  définissent  Tétat  initial  entre  les  limites  0  et  x. 
De  mâme  pour  tout  point  correspondant  à  une  abscisse  %  positive  et  supé- 
rieure à  X,  f'  (x  -f-  a/)  sera  nulle,  et  le  mouvement  sera  réglé  par  les  équa- 
tions 

J  =  -«♦'(* -flO. 

ce  qui  établit  entre  les  deux  dérivées  la  relation 

au du, 

3/ ""      *£' 

on  reconnaîtrait  comme  tout  à  i^heureque  le  mouvem^t  de  la  tranche  % 

conunencera  pour  i  = ,  et  finira  pour  f  =  -,  comme  si  la  longueur  x 

se  transportait  avec  la  vitesse  a,  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  i  partir 
de  la  région  ébranlée. 

Enfin  pour  les  points  situés  entre  «  =  0  et  x  =  X»  leur  mouvement  sera 
défini  par  les  équations 

5îî  =  «[^(4:  +  a/)-f(«-al)l, 

tant  que  les  deux  variables  x  +  a(  et  x — ai  seront  comprises  entre  0  et  X; 
puis  Tune  des  deux  fonctions  ^'  et  ^  s*annulera  constamment,  dès  que  la 
variable  decette  fonction  deviendra  négative  ou  supérieure  à  X  ;  Tautre  s'an- 
nulera ensuite  et  la  tranche  sera  ramenée  à  l'immobilité. 
235.  Pour  nous  faire  une  idée  nette  du  phénomène»  représentons  par 

c.  clr  <ï'. 


Fig    101. 

XY  la  tige  indéfinie  \  soit  AB  la  région  de  longueur  X  dans  laquelle  on  corn- 
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munique  aux  tranches  de  la  tige  un  ébranlement  longitudinal  à  Tinstant 
f  =  0.  Soit  A  l'origine  des  abscisses,  que  l'on  comptera  positivement  dans  le 
sens  âB.  Construisons  les  courbes  ACB,  AC'B,  définies  par  les  équations 

y  =  PW- 

Les  ordonnées  de  ces  courbes  représenteront  les  deux  parties  qui  s'ajoutent 

du 
pour  former  l'allongement  relatif  j-  des  diverses  tranches  à  Tinstant  f  =  0  ; 

pqur  en  déduire  les  vitesses  des  tranches,  il  faudrait  prendre  la  difîérence  des 
mêmes  ordonnées  et  diviser  par  a.  Imaginons  ensuite  que  la  courbe  ACB  glisse 
dans  le  sens  négatif  avec  une  vitesse  a,  et  qu'elle  soit  au  bout  du  temps  i  parve- 
nue en  A|  G,  B,.  L'ébranlement  occupera  au  bout  de  ce  temps  la  région  A|B|,  et 
les  ordonnées  de  la  courbe  A|  Ci  B|  seront  les  valeurs  de  rallongement  relatif 
dans  les  diverses  tranches  de  cette  région.  De  même  faisons  glisser  la  courbe 
ACB  dans  le  sens  positif  avec  cette  même  vitesse  a  ;  au  bout  du  temps  t,  la 
courbe  occupant  la  position  A^  C',  B,,  l'ébranlement  sera  parvenu  dans  la 
région  A,  B«,  et  les  ordonnées  de  la  courbe  A,  G',  B,  seront  égales  aux  allon- 
gements relatifs  ^,  subis  à  cet  instant  par  les  tranches  correspondantes. 
Les  deux  courbes  se  croisent  dans  la  région  AB  avant  de  se  séparer  en- 
tièrement ,  et  pour  obtenir  les  Taleurs  de  y  aux  époques  où  la  sépara- 
tion n'est  pas  encore  achevée,  il  faudra  faire  l'addition  algébrique  des  or- 
données qui,  dans  ces  deux  courbes,  répondent  à  une  même  abscisse. 

On  se  fera  donc  une  image  de  la  propagation  du  mouvement  vibratoire 
en  concevant  à  l'instant  initial  deux  ondes  dans  la  région  AB,  l'une  ré- 
pondant à  la  courbe  ACB  et  à  la  fonction  <{>,  et  l'autre  à  la  courbe  AG'B  et  à  la 
fonction  ^  ;  puis  en  imprimant  par  la  pensée  à  ces  deux  ondes  des  vitesses 
égales  à  a,  dans  le  sens  négatif  pour  la  première,  dans  le  sens  positif  pour  la 
seconde.  Ce  sont  deux  ondes  sonores,  qui  se  propagent  avec  une  vitesse  uni- 
forme a;  ce  nombre  a  est  donc  la  vitesse  du  son  dans  la  tige,  et  par  con- 
séquent, pour  les  tiges  solides  vibrant  longitudinalement,  la  vitesse  du 
son  est  égale  à 


236.  A  Torigine  du  mouTement,  il  existe  k  la  fois  dans  la  région  ébranlée 
deux  ondes,  Tune  animée  de  la  vitesse -{-  a,  l'autre  animée  de  la  vitesse  -^  a  ; 
distinguons  par  des  accents  les  parties  du  déplacement  «  qui  correspondent 

à  chacune  d'elles.  La  première  satisfait  à  la  condition  -^r  =  —  a  -j-;  \di  se- 
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'  du*  Al" 

conde  à  la  condition  -^=  +  a-^-*  Il  est  facDe  de  Toir  queâ  l'on  astreint, 

du 
par  nn  choix  convenable  des  fonctions  F  et  f,  les  dérivées  partielles  ^^ 

:r-.  ^  YériÛcr  à  Tinslant  1  =  0  l'une  des  conditions 
az 

du  du 

Tune  des  deux  ondes  manquera  nécessairement. 

En  effet,  si  Ton  a  ~  =  a  jî  pour<=  0,  on  en  déduitaP'  («)  —  f[x) =6, 

et  par  suite  4^  (x)  est  nulle  pour  toute  valeur  de  la  variable;  donc  Tonde  dirige 
vers  la  région  négative  existe  seule.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu^une  des  deux  ondes  manque  est 


(îr-fë)'- 


à  l'instant  t  =  0\  cette  équation  est  du  reste  vraie  pour  toute  valeur  de  (  dés 
qu'elle  Test  pour  une  seule. 

St57 .  2*  Cas.  —  Tige  indéfinie  dans  un  seul  sens,  libre  à  um  extrémité. 

Soit  G  Textrémité  libre  d*une  lige  indé- 

1 — î~î  'c     finie  dans  le  sens  AX.  Soit  AB  la  région  x 

pig,  1^  primitivement  ébranlée;  prenons  encore 

A  pour  origine  des  x,  et  soit  AG  =  i. 
Les  diverses  circonstances  du  mouvement  seront  encore  définies  par  les 
équations 

^  =  ^(«4-«<)H-*'(»-«<). 

Mais  ici  «  ne  peut  recevoir  d'autres  valeurs  réelles  que  celles  qui  sont  com- 
prises entre  ^  od  et  I.  Quand  on  donnera  l'état  initial  de  la  tige  au  mo)-en 
des  équations 

du 

k  l'instant  /  =  0,  la  variable  x  ne  s'étendra  pas  au  delà  de  la  Kmite  L 

On  exprimera  que  Textrémité  G  est  libre  en  observant  que  la  tension  de 

la  tige  doit  y  être  constamment  nulle  ;  car  il  n'existe  aucun  obstacle  fixe 

qui  puisse  exercer  un  effort  sur  la  section  G.  La  tension  étant  nulle,  on  aura 
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du 

^  égal  à  léro  pour  toute  valeur  du  temps  et  pour  x = /;  en  d'autres  termes 

les  fonctions  ^  et  4»  doWent  être  telles  que  la  somme 

^'C  +  ^fl  +  fU-fl/) 

■ 

soit  nulle  pour  toutes  les  va-  , 

leurs  de  la  yariable  i. 

On  satisfait  très  simplement  j 

à  cette  condition  en  prolon-    "x      T^  cl  dT     F 

géant  fictivement  la  tige  in- 
définiment au  delà  du  point  C,  Fig,  log. 
et  en  imaginant  qu^à  Torigine 

du  temps  on  communique  à  la  région  A'B',  symétrique  de  AB  par  rapport 
à  la  section  C,  un  ébranlement  initial  défini  par  les  équations 


du 

dt 


du  .,  . 


rabsdsse  x  étant  ici  comptée  à  partir  du  point  A^  positivement  dans  le 

sens  A^  B'.  Cette  hypothèse  satisfait  encore  à  la  relation  ^  =  ^  <>  j-  <pi> 

8*applique  à  Tonde  t|>.  Les  ébranlements  simultanés  développés  en  AB  et  en 
A'  F  vont  donner  naissance  chacun  à  deux  ondes,  f  et  ^,  partant  de  AB,  et 
à  deux  autres  ondes,  ?i  et  <|>i  partant  de  A'  B'  ;  les  ondes  ?  et  ^i,  allant 
la  première  dans  le  sens  AX,  la  seconde  dans  le  sens  A'  X^  s'éloigneront 
indéfiniment  Tune  de  l'autre;  mais  les  ondes  4^  et  (|>i,  qui  marchent 
l'une  vers  l'autre,  se  superposeront  en  passant  à  la  section  C,  qui  reste 
constamment  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  régions  simultanément 
ébranlées. 

La  valeur  de  -r-  au  point  C  s^obtient  en  composant  les  deux  valeurs 

\d^r  (  "^  )  '  ^'  correspondent  dans  chaque  onde  à  ce  point  G  à  Tinstant 

considéré,  et  le  résultat  de  cette  composition  sera  constanunent  zéro,  puisque 
ces  deux  allongements  relatifs  partiels  ont  à  chaque  instant  les  mêmes  va- 

du 
leurs  absolues  et  des  directions  contraires.  Quant  à  la  valeur  de  -^^  il  fau- 
dra aussi  composer  les  deux  valeurs  partielles  (  -^r  )  «  \'Jî)  ^^  P^  ^7" 

pothése,  ont  à  chaque  instant  la  même  valeur  et  le  même  sens.  Les  vitesses 
vibratoires  partielles  s'ajoutent  donc  pour  former  la  vitesse  vibratoire  totale. 
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En  résumé,  tout  se  passe  comme  si  Fonde  t|>,  en  arrivant  au  point  C,  se 
repliait  en  arriére ,   en   changeant  le   sens   de   la  propagation  et  le 

sens  de  la  tension  -j-  *  sans  rien  changer  au  sens  de  la  vitesse  vibratoire 

•^.'  Le  passage  de  Tonde  ^  à  Textrémité  0  est  donc  représenté,  pour  les 

tensions  par  la  figure  107»  où  les  ordonnées  des  deux  courbes  mn  et  pg 
doivent  être  composées  algébriquement, 

'  I 

'n 

l 
Pig.  107. 

et  pour  les  vitesses  vibratoires  par  la  figure  108« 


Fig.  loe. 

Une  fois  le  passage  de  Tonde  entièrement  efleclué,  la  lige  présente  deux 
ondes,  Tonde  f  et  Tonde  ^  réfléchie,  marchant  dans  le  même  sens,  avec 
une  vitesse  commune  a.         * 

238.  3*  Cas.  —  Tige  indéfinie  dans  un  $ens,  et  ayant  une  extrémité  fixe. 

Si  le  point  G  est  fixe,  la  vitesse  vibratoire  -^  doit  y  être  constanuneDt 

nulle  ;  on  pourra  recourir  à  la  même  fiction  que  tout  k  Theure,  et  imaginer 
pour  la  tige  un  prolongement  indéfini,  dans  lequel  on  ébranlera  la  région 
symétrique  A'D',  d'après  les  équations 

hypothèse  qui  satbfait  encore  à  la  condition  "^ = "  ^  ^  ^^^  propagation  des 

ondes  ^.  De  cette  manière,  les  vitesses  vibratoires,  en  se  composant  au 
point  G,  dans  le  passage  simultané  des  deux  ondes  ^  qui  s'y  croisent,  se  dé- 
truiront constamment  et  laisseront  ce  point  immobile  ;  tandis  que  les  deux 

tensions  -r-  s* ajouteront,  et  développeront  un  effort  qui  sera  équilibré  par 

la  résistance  du  point  fixe. 
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239.  i*  Cas.  —  Tige  limitée  dans  les  deux  sens. 

La  tige  peut  avoir  ses  deux  extrémités  libres,  ou  ses  deux  extrémités  fixes, 
ou  enfin  avoir  une  extrémité  libre  et  i*autre  fixe  :  ce  qui  fait  trois  cas  à  exa- 
miner. On  peut  facilement  conclure  de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  le  mou- 
vement des  deux  ondes  se  continuera  indéfiniment  dans  la  tige,  au  moyen 
(i*une  réflexion  apparente  à  ses  deux  extrémités  :  si  l'extrémité  est  libre, 
cette  réflexion  changera  le  sens  des  tensions,  en  conservant  le  sens  des  vi- 
tesses vibratoires;  si  elle  est  fixe,  elle  changera  au  contraire  le  sens  des  vi- 
tesses vibratoires  en  conservant  le  sens  des  tensions. 

1*  Si  les  deux  extrémités  sont  libres,  chacune  des  ondes  9  et  4'  se  réflé- 
chira d*abord  à  Textrémité  de  la  tige  vers  laquelle  elle  marche,  puis  elle 
parcourra  la  lige  entière  en  sens  contraire,  se  réfléchira  de  nouveau  à 
Tautre  extrémité,  et  reviendra  par  conséquent  vers  son  point  de  départ  dans 
le  sens  qu'elle  avait  à  Torigine.  Les  vitesses  vibratoires,  n'étant  pas  altérées 
par  le  fait  de  la  réflexion,  se  retrouveront  donc  les  mêmes  dans  Tonde  deux 
fois  réfléchie;  les  tensions,  qui  changent  de  sens  à  chaque  réflexion,  seront 
aussi  les  mêmes  après  les  deux  réflexions  subies.  Donc  les  deux  ondes, 
nprés  avoir  parcouru  chacune  le  double  de  la  longueur  de  la  tige,  et  après 
avoir  été  deux  fois  réfléchies,  se  retrouveront  à  leur  point  commun  de  dé- 
part dans  rétat  où  elles  étaient  au  commencement  du  mouvement.  La  du- 
rée qui  sépare  deux  retours  consécutifs  à  Tétat  initial  s'obtiendra  en  divisant 
2/,  double  longueur  de  la  tige,  par  la  vitesse  a  de  la  propagation.  Et  si,  au 
lieu  d'un  ébranlement  limité  à  une  région  très  petite,  on  imagine  que  la 
barre  entière  ait  été  ébranlée  longitudinalem^nt,  on  sera  sûr  qu^au  bout  du 

2/ 
temps  -   au  maximum,  la  barre  revient  à  son  état  primitif.  En  d'autres 
a 

termes,  le  mouvement  de  la  barre  est  une  suite  de  vibraitons,  dont  la  durée 

commune  est  — . 

a 

3*  Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  sans  modification  au  second 

cas,  celui  où  les  deux  extrémités  de  la  barre  sont  fixes.  C'est  alors  la  vitesse 

vibratoire  qui  change  de  sens  à  chaque  réflexion,  et  la  tension  qui  conserve 

son  sens;  mais  la  conclusion  définitive  est  la  même,  et  l'on  constate  égale- 

2/ 
ment  dans  la  barre  un  mouvement  vibratoire  dont  la  période  est  — . 

a 

3*  Lorsque  l'une  des  extrémités  est  libre  et  que  l'autre  est  fixe,  chacune 
des  ondes  ?  et  4>,  après  deux  réflexions  aux  extrémités  de  la  tige,  change 
à  la  fois  le  sens  de  ses  vitesses  vibratoires  au  point  fixe,  et  le  sens  de  ses 
tensions  à  Textrémité  libre.  11  en  résulte  qu'après  deux  réflexions  seule- 
ment l'état  primitif  des  ondes  n'est  pas  restitué,  mais  qu'il  est  changé  de 
SOIS,  et  pour  les  vitesses,  et  pour  les  tensions. 

L'état  primitif  ne  sera  restitué  qu'après  deux  nouvelles  reflexions, 
quand  chacune  des  ondes  aura  parcouru  quatre  fois  la  longueur  delà  tige  :  ce 
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qui  revient  à  dire  que  la  durée  de  la  période  vilHitaire  est  an  maiîmam 

égale  à  -•  Elle  est  double  de  ce  qu'elle  ilaît  daos  les  deux  cas  précédents. 

Le  son  rendu  par  la  tige  dont  un  seul  bout  est  fixe  est  donc  Tootaye  grave 
du  son  rendu  par  la  tige  qui  a  ses  deux  extrémités  fixes,  ou  ses  deux  extré- 
mités libres.  Nous  verrons  dans  le  chapitre  suivant  que  les  mêmes  lois  s'ap- 
pliquent à  la  vibration  de  Tair  dans  les  tuyaux,  suivait  qu'ils  sont  ouverts 
ou  fermés. 
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240.  On  peut  donner  une  démonstration  élémentaire  de  la  formule, 

â=i/-^,  de  la  vitesse  de  son  dans  une  barre  prismatique  indéfinie,  eii 

la  rattachant  à  la  théorie  du  choc  direct  des  corps  élastiques  (UI,  §  35i). 

Partageons  la  barre  en  tronçons  d'égale  masse  par  des  plans  transversaux 
équidistants,  que  nous  considérerons  comme  des  solides  venant  se  choquer 
à  la  façon  des  boules  d^ivoire  de  la  page  583  du  lome  IIL 

Soit  M  la  section  de  la  tige  ; 

0  son  poids  spécifique  ; 

1  la  longueur  commune  à  tous  les  tronçons  ; 

V  la  vitesse  dont  nous  supposerons  animé  le  centre  de  gravité  d'un 
tronçon,  à  un  certain  instant,  le  long  de  Taxe  de  la  tige  ; 

•  la  durée  du  choc,  ou  le  temps  pendant  lequel  la  vitesse  «  aban- 
donne le  centre  du  tronçon  considéré  A,  pour  passer  au  centre  de 
gravité  du  tronçon  suivant,  B  ; 

F  la  réaction  moyenne  des  deux  tronçons  contigus  pendant  ce  temps  •. 

La  masse  de  chaque  tronçon  est  mesurée  par  le  produit  -  W;  la  vitesse 

9  du  centre  de  gravité  étant  réduite  à  zéro  dans  le  temps  d  par  Taction  conti- 
nue de  ia  force  F,  le  théorème  des  quantités  de  mouvement  nous  donne 

9 

Mais  la  force  F  provient  de  ia  compression  exercée  sur  le  tronçon  B  par  le 
tronçon  A;  ia  face  antérieure  du  tronçon  B  est  refoulée  instantanément  d'une 

quantité  égale  à  vO,  ce  qui  développe  une  réaction  élastique  égale  à  -~t  en 

appelants  le  coemcient  d'élasticité.  On  a  donc  (11,  §552) 

-       twrî 
F«^p. 
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Divisant  la  première  équation  par  la  seconde,  on  élimine  F,  «•  et  v,  et  on 
obtient 

Donc 

?!  — 2? 

Or  r-  est  la  Tîlesse  de  propagation  a  de  Tébranlement  ;  donc  enfin 


=Vf- 


Si,  au  lien  d*une  tige  solide,  on  avait  un  tuyau  cylindrique  rempli  de  gaz, 
la  démonstration  serait  la  même,  sauf  à  observer  que  la  force  F  est  alors 
Texcés  de  la  pression  subie  par  la  section  «»  pendant  le  choc,  sur  la  pression 
Po  qui  régne  partout  dans  le  tuyau  à  Tétat  de  repos,  inapplication  de  la  loi 
de  Ifariotte  donnerait  donc  la  proportion 


d*où  Tm  déduit 


et 


=  }/'^. 


formule  qui  lerait  vraie  si,  m  lieu  de  b  pression  p^  initiale,  on  mettait  la  près» 

sion  po  -  altérée  par  les  circonstances  calorifiques. 
^1 


CHAPITRE  III 


MOUVEMENT  VIBRATOIRE  DC  L'AIR  DANS  UN  TUYAU  CYLINDRIQUE. 


S41.  Soit  Mlf  un  tuyau  cylindrique,  rempli  d*airà  une  pression  et  à  une 
température  constantes;  la  section  droite  du  tuyau  est  arbitraire.  Prenons  une 
parallèle  à  ses  génératrices  OX  pour  axe  des  x,  et  sur  celte  droite  un  point 

0  pour  origine.  Nous  supposerons  que, 
MA     B   .4'       B'  dans  le  mouvement  du  eai  à  Tinlé- 

^  rieur  du  tuyau ,  les  molécules  situées 


— -1 


tt — 


T^,„,^,J......i.L....J  à  l'origine  dans  une  section  transver- 


a       ^.^     ^--jf^  ^^^  ^^  déplacent  toutes  ensemble,  de 

da?+J^da?  manière  à  se  trouver  à  chaque  instant 

f^^  ^^  dans  un  même  plan  normal  à  la  droite 

OK.  Nous  pouvons  faire  en  sorte  que 
cette  condition  soit  satisfaite  au  moment  où  le  mouvement  commence  -,  et  le 
calcul  que  nous  allons  faire  nous  prouvera  qu'il  n*y  a  aucune  contradiction 
à  admettre  qu'elle  soit  encore  remplie  pendant  toute  la  suite  du  mouvement. 
Soit  donc  à  Torigine  du  mouvement,  pouri^  0,  une  tranche  transversale  i 
définie  par  son  abscisse  x;  à  l'instant  I,  cette  tranche  est  parvenue  en  A', 
sans  cesser  d'être  normale  à  OX,  et  sera  déflnie  par  une  abscisse  x  +  ti. 
Considérons  encore  à  l'origine  une  seconde  tranche  B,  défînie  par  son  abs- 
cisse x-hdx;  k  l'instant  t,  elle  sera  parvenue  en  B',  et  aura  une  abscisse 

du        w^ 
égale  àd;+cIx-H«+ T-c^x.  Ecrivons  l'équation  du  mouvement  reclilignc 

de  la  masse  gazeuse  comprise,  à  l'inslant  t,  entre  les  tranches  À  et  B,  et  à 
l'instant  T  entre  les  tranches  A'  et  B'. 

Pour  n'avoir  pas  à  tenir  compte  de  la  pesanteur,  nous  supposerons  le  tuynu 
horizontal  ;  la  faible  densité  des  gaz  permettrait  d'ailleurs  de  négliger  la 
pesanteur  par  rapport  aux  pressions,  et  de  négliger  aussi  les  variations  de 
pression  et  de  densité  qui  résulteraient  dans  l'état  d'équilibre  d'une  in- 
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dfnaîaoD  prise  par  le  tuyau,  de  sorte  que  nos  conclusiora  sont  gène» 

raies. 

Le  mouvement  de  la  tranche  est  défini  par  la  Taleur  de  u  en  fonction  de 

dHi 
I;  raccélérationest  égale  à-^.  Appelant  m  la  masse  de  la  quantité  de  gai 

comprise  entre  les  plnns  A  et  B,  ou,  à  Tépoque  (,  entre  les  plans  A^  B',  et 
p^  p'  les  pressions  par  unité  de  surface  dans  les  plans  A'  et  B',  Téquation 
dn  mouvement  sera,  en  désignant  par  m  Taire  de  la  section  transversale. 

Soit  p  la  densité  ou  masse  spécifique  du  gai  dans  Tétat  de  repos  et  à  la 
température  qu'il  possède  au  commencement  du  mouvement  ;  nous  aurons 

(2)  m  =  p  X  «idx. 

n  reste  à  exprimer  p  et  //  en  fonction  des  variables  «et  s.  On  y  parvient 
en  appliquant  les  lois  de  Mariette  et  de  Gay-Lussac. 

Soit  po  Id  pression  du  gaz  à  Tétai  de  repos  ; 

d^  sa  température  ; 

a  son  coefficient  de  dilatation  ; 

c  sa  chaleur  spécifique  à  pression  constante; 

Cl  sa  chaleur  spécifique  à  volume  constant; 

d  sa  température  à  Tétat  de  mouvement,  à  Tépoque  t  et  dans  Tintervalle 
A'B'. 

La  pression  p,  dans  la  tranche  A',  est  liée  à  ces  diverses  quantités  par 
Téquatlon 

«*         £  _    (vol.  AB)  X  (i  4-  gO) dx  i+aO 

^  '       p^      (voL  A'B') X  (1  4- «Oo)  "  dar  +  '''*<te       *  +"^*' 

ou  bien,  en  observant  que  «  et  ^  sont  très  petits,  qu*on  peut  par  suite 

,        1 4-ad          .          /**%.!  .du 

""P^*"***  î+ïê;  P'^  *  +  *  (*-*o),  et ^  par  1  -^  : 

en  négligeant  encore  le  produit  des  nombres  très  petits  ;jr  et  «  (•  -  6o). 
La  différence p —p"  n*est  autre  chose  que  la  difTérentielle  partielle  de  p, 

V.  —  nie.  C0LU6H0X.  2îf 
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prise  relatÎTement  à  la  variable  x  et  avec  on  signe  contraire.  D  suffira  donc, 
pour  avoir  p^p^^ée  difTérenlier  par  rapport  à  x  Téquation  (4),  et  de  chan-> 
gcr  de  signe.  Avant  de  faire  cette  opération,  il  convient  d'exprimer  la  diiïé- 
rence  tt —Oq  ^^  fonction  des  variables  «  et  x, 

La  température  d'une  tranche  gaieuse  s'accroh  avec  la  compression  que 
Cette  tranche  subit,  et  on  trouve  le  rapport  entre  ces  deux  quantités  en 
appliquant  les  principes  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

Le  volume  de  gaz  «adx,  pris  sous  la  pression  po>  subit  une  dilatation  qui 

augmente  son  volume  dans  le  rapport  de  Tunitéà  1  +  7-;  la  variation  re- 

ax 

lative  du  volume  est  donc  mesurée  par  le  nombre  ^*  Supposons  que  ce 

rapport  soit  assez  petit  en  valeur  absolue  pour  que  la  pression  p^  ne  varie 
pas  sensiblement  par  suite  de  la  dilatation  du  gaz.  Le  travail  développé  par 
ce  volume  de  gaz  sera  ^al  au  produit 


p,x«cfax(g) 


Nous  admettrons  que  ce  travail  soit  entièrement  produit  aux  dépens  de 
la  quantité  de  chaleur  interne  du  gai,  et  qu'il  corresponde  à  un  abab- 
sèment  de  température  Aq—  ft  ;  cette  hypothèse  revient  à  négliger  la  quantité 
de  chaleur  fournie  ou  absorbée  par  le  tuyau.  La  quantité  de  chaleur  per- 
due par  unité  de  poids  est  c^  (60 — tt),  et  pour  le  poids  considéré  elle  est 
égale  à 

Soit  E  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur;  nous  aurons  Téquation 

^i  (%  —  0)  pgt^ = p^idx  -r-  • 

ax 

Mais  E= %  Et   étant   la    constante    de    Téquation  des  gc2> 


pV  =R  /^- H- oV  et  l'on  a 


Cette  équation  se  simplifie.  Dans  Téquation  pY  =  Rf-  +  ^),Yest  le  vo- 
lume de  l'unité  de  poids  du  gaz,  sous  la  pression  p  et  la  température  tt,  ou 
rinverse  du  poids  spécifique  ^  ;  donc 


g=»(!+a 
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et 

c  —  C|  du 


•-».=-(;  +  ».) 


C|     dx 
et  enfin 

,5)  „(»_9,)  =  _(l  +  .,.)«^g. 

Substituons  dans  (4)  et  nous  aurons 

OU  sensiblement,  en  négligeant  le  terme  en  a,  qui  est  très  petit , 

On  commettrait  une  assez  grande  erreur  si  Ton  ne  tenait  pas  compte  de  la 

variation  de  la  température  des  tranches  suivant  leur  degré  de  condensation 

ou  de  raréfaction;  caries  changements  de  pression  sont  assez  rapides  pour 

qu^une  température  uniforme  n*ait  pas  le  temps  de  s*élablir  dans  toute  la 

masse  en  vertu  de  la  conductibilité  et  du  rayonnement.  On  sait  d'ailleurs 

/• 
que  le  rapport  —  est  notablement  supérieur  à  Punité. 

Diiïérentions  réquation(6)  en  faisant  varier  x  seul.  Nous  aurons 

,m^  .  dp   ,  d*u  ,         c 

et  substituant  dans  Féquation  (  t  )  les  valeurs  de  m  et  p  ^p',  il  viendra  pour 
réquationdu  mouvement 

.d*u  c  d*u 

(8)  ^JîTT  =/'or-Tr,' 


di^  ^'^^c^dx* 


équation  de  la  forme 
en  posant 

m 


tPu ^  d*u 

dF~^  d£*' 


vf^- 


L'intégrale  générale  de  réquation  (9)  sera,  avec  deux  fonctions  arbitraires 
<pet+,  . 

(11)  «=y(«  — aflH-ji(«4-«0. 
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et  on  pourra  reprendre  toute  la  discussion  de  celte  équation,  en  suivant  la 
même  marche  que  pour  le  problème  de  la  vibration  longitudinale  d'une 
verge  prismatique. 

On  reconnaîtra  que  a  est  la  vitesu  du  ion  dans  le  gax  du  tuyau;  si 
Ton  ébranle  le  gas  sur  une  petite  longueur  x  dans  le  tuyau,  deux  ondes, 
en  général,  naissent  de  cet  ébranlement,  et  se  transportent,  chacune  dans 
un  sens,  le  long  du  tuyau  avec  une  vitesse  égale  à  a.  Ceci  suppose  le  tuyau 
indéûni  dans  les  deux  sens.  Si  le  tuyau  est  limité,  Tonde  qui  aboutit  à 
son  extrémité  se  réfléchit  en  arriére  pour  changer  de  vitesse,  comme  fe- 
rait une  onde  symétrique,  issue  fictivement  d'une  région  prise  dans  le  tuyau 
prolongé. 

Si  le  tuyau  est  bouché  à  son  extrémité  par  une  paroi  solide,  on  expri- 
mera analytiquement  cette  circonstance  en  faisant  nulle  la  vitesse  vibratoire 

-rr  pour  la  tranche  gaieuse  qui  reste  en  contact  avec  cette  paroi  fixe  ;  si  au 

contraire  le  tuyau  est  ouvert,  et  communique  avec  une  atmosphère  indêlinie 

à  la  pression  Pq,  la  vilesse  ^  nest  assujettie  par  là  i  aucune  condition, 

mais  la  raréfaction  -^  devient  nulle,  puisque  la  pression  reste  constante 

à  cette  extrémité.  On  retrouve  tous  Içs  résultats  obtenus  pour  les  vibrations 
des  verges ,  par  exemple,  ces  théorèmes  d'acoustique  :  la  période  vibra- 
toire a  la  même  durée  pour  un  tuyau  cylindrique  ouvert  aux  deux  bonis,  ou 
fermé  aux  deux  bouts;  elle  a  une  durée  double  pour  un  tuyau  ouvert  à  un 
bout,  fermé  à  Vautre. 
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242.  L'é(iuation 


donne  la  vitesse  du  son  dans  un  gaz  à  la  pression  p,  dont  la  masse  spéci- 
fique est  p;  elle  est  le  produit  de  deux  facteurs;  Tun,  i/?,  est  la  vitesse 

du  son  d'après  la  théorie  de  Newton  ;  le  second,  \/— ,  a  été  introduit  par 

Laplace,  et  représente  Teffetdes  variations  de  température  dues  aux  conden- 
sations et  aux  raréfactions  alternatives  de  tranclies  gazeuses.  C'est  un'coef- 

ficient  de  correclion.  On  a  à  très  peu  près  —  =  v/2= 1 ,41  ;  \ /-  çst  donc 
sensiblement  égal  à  la  racine  quatrième  de  2,  ou  à  1,28. 
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.=/! 


La  formule,  newtonienne  a=:  i/^  est  ua  simple  résultat  du  principe  de 

Newton  sur  la  similitude  mécanique  (III»  §  70). 

Considérons  deux  gai  dont  les  masses  spécifiques  soient  p  et  p',  les  pres- 
sions p  et  p',  et  au  sein  desquels  nous  excitons  deux  ébranlemenU  sembla^ 
blés.  Ces  deux  ébranlements  se  propageront  semblablement,  pourvu  que  le 
rapport  a  des  longueurs,  le  rapport  p  des  masses,  le  rapport  7  des  forces,  et 
ie  rapport  •  des  temps  vérifient  la  relation 

y 

Or  ici  le  rapport  des  longueurs  a  =  1  ; 
le  rapport  des  masses  P  =  -,, 

le  rapport  des  forces  7=  ^. 

Donc  le  rapport  des  temps  au  bout  desquels  on  doit  comparer  les  deux  sys- 
tèmes est 


=^'Vi 


(i), 
« 


Mais  le  rapport  des  vitesses,  dans  les  deux  systèmes,  est  égal  au  rapport  -, 

1 

ou  a  -,  puisque  a=i.  Donc  enfin,  a  et  a'  étant  les  vitesses  de  la  propaga- 
tion de  rébranlement  dans  les  deux  gaz,  on  a  la  proportion 


«=4  r^^jvlju.. 


Onadone 


=*v1- 


9 
en  appelant  k  une  constante,  que  Newton  faisait  égale  à  l'unité,  et  que  nous 

avons  reconnue  être  égale  à  \/-* 

La  masse  spécifique  p  est  ég^le  au  poids  spécifique  v  divisé  par  9,  et  la 
formule  prend  la  forme 


-0S-.T 
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On  peut  observer  que  -  est  la  hauteur  A  d'une  colonne  gazeuse  homogène 

représentalWe  de  la    pression  p;  v^  est  la  Titesse  due  à  la  moitié  de 
cette  hauteur. 
On  a  aussi  * 

Y  étant  le  volume  spécifique,  ou  l'inverse  -  du  poids  spécifique,  et  •  la  tem- 
pérature. Donc 

e=R(i  +  a)  =5(1-4- «0). 

d'où  résulte  la  formule 

qui  donne  la  vitesse  du  son  dans  un  gaz  en  fonction  de  sa  température. 

Pour  Pair  atmosphérique,  par  exemple,  à  0*  centigrade  et  sous  la  pression 
normale  de  0*,79  de  mercure,  on  a 


_R      10340 
Donc  à  zéro  on  a 


«     «     i.m  ' 


fl  =  Vy  X  7960  X 141  =  34C«, 

et  à  6  degrés  

a  s  346-  X  Vil  +  «»). 

243.  Lorsque  la  dilatation  relative  des  tranches  gazeuses,  ^,  n^est  pas  in- 
finiment petite  en  valeur  absolue,  on  ne  peut  plus  mesurer  le  travail  extérieur 
correspondant  à  la  dilatation  du  gaz  par  le  produit  p^^ù  ^dx,  parce  que 

la  pression  ne  reste  pas  égale  à  po  pendant  toutes  les  phases  du  change- 
ment de  volume.  Dans  ce  cas,  Téquation  du  mouvement  vibratoire  n'est 
plus  exacte. 

La  formule  (3),  qui  n*est  autre  chose  que  l'application  des  lois  de  Va- 
riotte  et  de  Gay-Lussac,  subsiste  toujouis  ;  on  en  déduit 

dx 
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Soit  Vq  le  volume  primitif  de  la  tranche  gazeuse,  sous  la  pression  p^  ; 

V  le  volume  qu^elle  acquiert  sous  une  pression  p  quelconque  ; 

Vi  le  volume  particulier  qu'elle  prend  lorsqu'elle  reçoit  un  accroisse- 

du 
ment  relatif  de  volume  égal  à  ^,  et  pi  la  pression  correspondante. 

Pssr  hypothèse,  le  gaz  n'emprunte  ni  ne  communique  aucune  quantité  de 
chaleur  aux  parois  du  tuyau  ;  la  formule  de  Laplace  (1  Y,  §  1 52)  est  donc  appli- 

cable,  et  en  appelant  7  le  rapport  —  des  chaleurs  spécifiques,  on  aura  à  la 
fois 

et 

Le  travail  T  produit  par  la  dilatation  du  gaz  est  l'intégrale  |    pdv.  Or 

nous  avons  déjà  efTectué  cette  quadrature  dans  un  cas  tout  semblable,  celui 
d*un  gaz  qui  suit  en  se  détendant  une  ligne  adiabatique,  et  nous  avons 
obtenu 

'=,^('-::S)=,a['-('+s)"*']- 

Telle  est  la  quantité  à  égaler  au  produit 

qui  représente  le  travail  équivalent  à  la  chaleur  interne  perdue  par  la 
tranche.  On  en  déduit 

Mail  remplaçons  E  par  sa  valeur 

R     ^ Po ^  Po«  ^ 

et  observons  que  c*  (7  —  1)  =  c  —  C|.  Nous  aurons 

On  peut  simpliOer  cette  formule  en  remarquant  qu'aux  températures  or- 
dinaires, oAq  est  négligeable  devant  runilé.  Effaçons  donc  le  premier  fac- 
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teur,  qui  est  sensiblement  égal  à  l'unilé,  et  substituons  dans  la  première 
équation  la  valeur  de  a  (6  —  0^)  ainsi  simplifiée.  Il  viendra 

Développons  le  binôme  en  série,  et  admettons  qu'on  puisse  s'arrêter  au 
troisième  terme  ;  nous  aurons 


,_^-,„g  +  A+i!£.(g)-. 


Donc 


^  -  -  /i'o  j^  + 5 X  *  5i  2^' 

tt  l'équation  du  mouvement  devient 

<fti  «Pli  ,    ,  . .  d»  d*ii 


=^»S{'-(v+*)È> 


Lorsque  (t  +  ^)  ^  ^^  P^  négligeable  devant  Tunité,  la  propagatioD  de 

Tébranlement  suit  donc  une  loi  toute  dilTérente,  qui  dépend  d^une  équation 
aux  dérivées  partielles  d'une  forme  plus  compliquée. 

M.  Regnauld  (*),  en  admettant  toujours  que  la  vitesse  du  son  est  donnée 
par  une  formule  analogue  à  celle  de  Newton  et  de  Laplace,  Ta  mise  sous  la 
forme  

et  a  trouvé  pour  le  coefficient  de  correction  K  la  série  suivante,  dans  la- 
quelle A«  est  la  compression  éprouvée  par  le  volume  v  pendant  le  passage 
de  Tonde  sonore  : 

g-,       .     ,    Ayry(y-H)        .1    .    /At>yry[y  +  i)(y  +  2;        .1,       . 

K-y-1+-[^p^^-iJ  +  (^-j   [     1x2x5      -*J  +  - 
Réduite  en  nombre  et  appliquée  à  l'air  atmosphérique,  la  formule  devient 

a  =  279-,9o5 v/(4  H-  aOo)  \/i,3943  +  ^  X  0,668  +  {^X  X  0,886  +  ... 

A  0*  centigrade,  la  vitesse  du  son  dans  l'air  est  exprimée  approximative- 

'  ReltUion  det  expérienceê  pour  déterminer  Us  lois  ei  ieê  dohnées  n^icM- 
êaireê  au  calcul  des  machines  à  feu,  X  111  (1870). 
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Afi 

meDt  par  la  formule  SSO'.eO  +  79,48  x  — .  Dans  les  expériences  deM.Re- 

An 

gnauldy  le  rapport  —  a  parfois  atteint  la  valeur  de  0,04496. 


IXITiGRATlOH  DE  l'ÉQOATIOH  37=^  =  0*     7-r  AU  MOTBN  DBS  séaiBS 

di*  dx* 

TRIGOROJIÉTAIQDBS. 


S44.  La  discussion  de  Féquation  du  mouvement, 

(i)  M  =  y («  —  ai)  4-  »^(a:  +  at), 

devient  beaucoup  plus  facile  quand  on  exprime  u  au  moyen  de  séries  de 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  des  deux  variables  x  et  i. 

Pour  parvenir  à  cette  transformation,  cherchons  d'abord  à  mettre  la  fonc- 
tion tf  sous  la  forme  d*une  série  dont  chaque  terme  soit  le  produit  d'une 
fonction  de  x  par  une  fonction  de  t  ;  posons  pour  cela 

Nous  pourrons  déterminer  les  fonctions  /"  et  9  de  manière  que  diaque  terme 
pris  à  part  satisfasse  à  l'équation 


(5)  5;?  =  «• 


a?  ""  "  dx* 


Prenons  la  seconde  dérivée  de  u  par  rapport  à  i,  substituons  dans  l'équa- 
tion (5)  ;  i|  vient  Téquation  de  condition 

k  laquelle  on  satisfait  en  posant  séparément 

^  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  équations  (5)  s'mtégrent  facilement  On  a,  en  appehmt  M,  N,  P,  Q 
quatre  nouvelles  constantes , 

(6)  f(x)  =  M  sin  /uur  +  N  eos/ix, 

f[t)  =  V  sin  a/U  H-  Q  ces  a.al. 
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rix)    fs^^ii) 
Noos  avona  égalé  les  fonctions  '-^  y  -^rr  à  des  nombres  négatifs  —  u", 

f(x)     ?(0 

—  a^p.*,  pour  que  les  fonctions  /"  et  9  fussent  périodiques.  Si  nous  les  avioDs 
égalées  à  des  nombres  posilifs,  l'intégration  des  équations  (5)  aurait  intro- 
duit des  exponentielles,  que  la  suite  du  calcul  eût  forcé  de  réduire  à  des  sinus 
et  des  cosinus  par  un  choix  convenable  de  constantes  imaginaires.  Le  choix 
qui  nous  a  donné  les  équations  (6)  sera,  au  contraire  Justifié  par  les  résul- 
tats que  nous  obtiendrons  plus  loin.  Nous  poserons  d'une  manière  générale 

(7)  u  =  y](U3lnfix-{-^cùB/ix)[?tina/U'^(icùsafit), 

équation  qui  rentre  dans  la  forme  (1)  ;  en  effet,  si  on  fait  le  produit  de» 
deux  fonctions,  on  a 


lfPsiD/AXsina/ii(  4-  MQsin/Ajecosafil 
-|-  NPcos/ixsina/iil  +  NQcos/AXCOsa/ui. 


Hais 


1 
cos/ax  cùsafjil  =  5  [cùs/i  (x  -h  at)  -h  co6/t{x  —  <rf)], 

i 

sin/iix  oosa/ui/  =  ^  [sin/t  (x  -h  at)  +  sio/m  (x  —  ai)], 

cos/txsina/i/  =  5  [sin/A(x  +  aO  —  sinfi(x  —  al]^ 
sm  ftx  an  a  fit  =  —  s  [cos/»  (x  -{-  at)  —  cos/»(x  —  ai)], 

ce  qui  donne,  en  définitive,  pour  la  sonune  des  quatre  termes 

i 

s  HP  [C08y*(x  —  flfl  —  C06/a(x  H-  Ot)] 

4-  î  MQ  [sin/*(x  -h  at)  -h  8in/i(x  —  aflj 
-f-  s NP  [sin/ui (x  4-  at)  —  sin/i(x  —  a(j] 
"h  5  NQ  [ces/* (x 4-  at)  +  cos/t (x  —  at)] 
=  i  (KQ  —  MP)  co8/a  (x  -h  ai) 

m 

-f-l(MO-i-NP)sin;*(x-f  afl 
4-5(MP-hNQ)co8^i(x-flr) 

+  5  (MQ  —  NP)  sin/i  (x  —  cl), 
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somme  égale  à  une  fonction  de  (x  +  at)  ajoutée  à  une  fonction  de  (x—  a/), 
quelles  que  soient  les  constantes  M,  N,  P,  Q  et  pk. 

On  pourra  donc  composer  la  fonction  cherchée  d*une  infinité  de  termes 
analogues  à  ceux  qui  sont  écrits  dans  Téquation  (7)  ;  puis  il  restera  à  déter- 
miner les  arbitraires  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  initiales  données. 

Reprenons  le  problème  du  mouYement  vibratoire  de  Tair  dans  un  tuyau 
de  longueur  finie.  Soit  /  sa  longueur.  Trois  cas  sont  à  distinguer,  suivant 
que  les  deux  extrémités  du  tuyau  sont  ouvertes,  ou  qu'elles  sont  toutes 
deux  fermées,  ou  enfin  que  Tune  est  ouverte  et  Taulre  fermée.  Nous  ne 
traiterons  ici  que  le  premier  cas. 

245.  Tuyau  ouvert  à  9e$  deux  extrémité».  —  Nous  compterons  les  abscisses 
à  partir  d'une  des  extrémités  du  tuyau,  de  sorte  que  x  pourra  recevoir  toutes 
les  valeurs  réelles  comprises  entre  0  et  L  L'état  initial  du  gaz  est  défini  par  les 

équations  ti  =  /{:c)  et -rr  =  ç(a:),  pour  f  :=  0;  Tune  définit  les  déplace- 
ments des  tranches,  et  l'autre  les  vitesses  initiales  de  ces  tranches.  De  plus, 

du 
l'ouverture  du  tuyau  à  ses  deux  extrémités  entraîne  les  conditions  j-  =  0 

pour  a;  =  0  et  pour  a;  =  /,  quel  que  soit  t.  Les  fonctions  données  /"  et  9 
sont  connues  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  0  et  /. 

Reprenons  la  série  (7),  et  exprimons  les  conditions  relatives  aux  extré- 
mités du  tuyau.  11  vient,  en  ne  considérant,  pour  abréger,  qu'un  terme  de 
ia  série, 

7.  =  (Mymcos/to;  —  N/msin/ix^  (Psino/cf  +  Qoosa/mO  ; 

faisant  d;  =  0,  on  aura 

0  =  M;K(P8ina/il  +  Qcosa/mO» 
et  pour  x  =  /, 

0  =  (MjtiC08/A/  -—  N/iisin/ui)  (Psina/U  H-  Qoosa/iO» 

quel  que  soit  U  On  satisfait  à  ces  deux  conditions  en  posant  M  =  0  et 
lî/  =  Kir,  K  étant  un  entier  quelconque  ;  la  série  devient  alors 

(8)  11=  >  Nco8-T-(Pâm— j h  Qcos— j- !• 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  t  ;  il  vient 

■ 

.^     du       V»  „       Kwa:  /„  IL-xa       Kao/       ^  K«a  .^  KitflA 
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Faisant  f  =  0  dans  les  équations  (8)  et  (9),  on  a  donc 

(10)  «  =  A*)=2]"^T^^' 


$ 


équations  d^où  Ton  déduira  les  yaleurs  des  arbitraires  NQ  et  NP.  ^ 

Donnons  au  nombre  K  toutes  les  valeurs  entières  positives,  depuis  i  jus- 
qu'à rinfîni  ;  les  équations  (10)  et  (il)  deviendront ,  en  appelant 
Â^, Â^,... D^,  B  ...  de  nouvelles  arbitraires, 

(i2)  f(x)  =  A|C08^  -t-  Afcos  -^  -t  A,cos  ^ 

-j-  •  •  •  +  Ajcos  — T-  +  •  •  •  » 


(15)  {^'  «  B.C08  y  +  2B,CM  ?^  +  SB^cos  ?^ 

4-  •  •  •  +  KBj^cos  -.-  4-  •  •  -      • 

K'kx 
Multiplions  la  première  équation  par  cos  —j-  dx,  et  intégrons  de  0  à  /.  0 

viendra  Tégalité 

(14)  I    /t«)co6  — T-  dx  =  A|  I    cos  Y  ^s  — .-  f'x 


-|-  A,  I    cos  -j-  cos  — j—  oc  + 


-4-A^  I    cos -T-cos -j— dx -f 


Or  on  a  identiquement 


J^'       Kics       K'ir«  .        - 
COi  '-y-  cos  -r—  dx  =s  0 
•      '       ' 


lorsque  K  est  différent  de  K',  et 


X 


'        Kic«        K'w«.         1, 
cos-T-  cos— j-djt  =  ô«» 

0 


lorsque  R'=K,  à  moins  que  K  =  R'=:0,  auquel  cas  le  résultat  de  l'in- 
tégration est  /.  Mais  ce  cas  n*est  pas  admis  dans  les  séries  (1  S)  et  (13). 
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La  série  (i4),dan8  laquelle  on  fait  R'=:K,  se  réduit  donc  à  uo  seul  terme, 
et  donne 

(45)  A,  =  ?  rrix)cos^dx. 


^»=î  1    /'W<»8^ 


Le  même  artifice  peut  être  employé  pour  trouTer  le  terme  général  de  la 
série  (43);  il  Tiendra 


(46)  KB,  =  -J^X_ico.-j-d« 


A*)  ces  -~-  d«. 


Substituant  dans  (4S)  et  (43),  il  Tient  les  séries  finales  ; 

I   \         ^  -^  w«    /     ^.   .   COS:t«    ,       ,    2  ^^„  2««     /     r,   »  C082w«  ,       , 
y(«)  =  -C08j    I    /•(*) j^dx  +  jCOS-^  j    /-(x)— — (te+. 


(47) 


•  •• 


.     =7   2-    I^T"  I    A«)cos -j- d«Ji 


(48)  ,(*)  =  ^X  ^"[;^^cos!^^ j^^(x)C08!^dx] 

La  seconde  équation  se  déduit  de  la  première  en  changeant  /  en  9.  On  en 
(ire,  en  comparant  les  équations  (47)  et  (48)  aux  équations  (40)  et  (41), 

d*où  résulte  enfin,  en  substituant  dans  la  série  (8), 

K=l  \  •/• 


+ 


jcos-j-   /    A«)«>8— <**)' 


La  yariable  a;,  qui  figure  sous  les  signes  de  l'intégration,  est  là  une  simple 


462  KŒUDS,  VENTRES. 

▼ariable  auxiliaire,  que  Vintégration  entre  les  limites  fixes  0  et  i  fait  dispa* 

raitre  ;  la  variable  x  sous  le  signe  s  subsiste  seule  dans  le  déTeloppement 

de  la  série.  Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  fonction  (19)  reprend  les 

2/ 
mêmes  Taleurs  lorsque  a;  augmente  de  2/»  ou  lorsque  i  augmente  de  — .  La 

durée  des  périodes  au  bout  desquelles  les  tranches  de  gai  se  retrouTent 

dans  la  même  position  et  dans  les  mêmes  états  de  condensation  et  de  vitesse 

2/ 
est  donc  égale  à  —,  ou  à  une  partie  aliquote  de  cette  quantité. 

246.  A  chaque  valeur  particulière  de  K  correspond  une  vibration  simple  du 
byslème  gazeux.  Si  Ton  considère  un  terme  particulier  de  la  série,  la  durée 

de  la  période  vibratoire  sera  égale  à  -r-  pour  ce  mouvement  simple  ;  re- 

2i 

lativement  à  x,  la  longueur  de  la  période  sera  égale  à  ^,  Cherchons  la 

position  des  noaidi  et  des  oen<re<  dans  le  tuyau.  On  appelle  nœud  une  tranche 
dont  les  molécules  restent  fixes  pendant  le  mouvement  vibratoire,  et  vadre 
une  tranche  où  la  condensation  du  gaz  est  constamment  nulle.  Réduisons 
réquation  (19)  à  un  seul  terme,  sous  la  forme 

ti  =  008  — j-  I  Lsm  —X — }-  I/cos  — î— y  • 
Prenons  les  dérivées  par  rapport  à  a;  et  à  i  ;  il  viendra 

du  Krr    .    KirX  /,    .    Y^'xat    .    ,,        Kiraf  \ 

_  ^  _  -p».n-j-  ^L.m-j-  +  L'co,  -^j. 

du  Kitx  [ .  Kna        Kna/       .  K^a   .    KiraA 

3^  =.  CM  -j-  ^L-pCos-p  -L  -^»m-j-j. 

Les  nœuds  sont  donc  défînis,  indépendamment  du  temps,  par  l'équaticm 

Krrar       ^ 

cos-T-  =  0, 


et  les  ventres  par  Téquation 


.     Kttx      a 
sm  -y-=0; 


ce  qui  donne 


—^  =  n^  ^  I  pour  les  nœuda 


et 


K    r 

-^  =  ft'fc  pour  les  ventres.. 


SONS  nARMOMQUES.  -M5 

fi  et  If'  étant  des  entiers.  On  en  déduit 

«=/x     «     =  ^  x(2n  +  1)  pour  les  nœuds, 

x  =  -zjT  pour  les  rentres. 
Les  yentres  se  trouvent  aux  points  équidistants 

X=:U|       *^^^K»       a;  =  Tr»   •••*  =  »» 

et  les  nœuds  aux  points 

/  3/  i2K  — 1)/ 

*  =  2K'     ''  =  2K"  •  •  *  =        2K      ' 

qui  partngent  en  deux  parties  égales  la  distance  des  premiers. 
A  la  valeur  K  =  1  correspond  le  êon  fondamental  du  tuyau  ;  la  durée  de 

la  vibration  est  égale  à  -,  ce  qui  donne  un  nombre  ^,  de  vibrations  com- 
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piétés  dans  Tunîté  de  temps.  Les  autres  sons  rendus  par  le  tuyau  correspon- 
dent aux  valeurs  K  =  2,  K  =  3, ...  ;  ce  sont  les  harmoniques  du  son  fonda- 
mental :  K  ==:  2  donne  Y  octave,  K=3  Toctave  de  la  quinie^  K  =  4  la  double 
octave j  K=  5  la  double  octave  de  la  tierce  majeure,  K=6  la  double  octave 
de  la  quinte,  K=  7  un  son  étranger  à  la  gamme  et  qui,  pris  seul,  n*est  pas 
admis  comme  juste  par  Toreille,  etc. 

Toutes  ces  vibrations  simples  peuvent  s'eflectuer  simultanément,  chacune 
se  comportant  comme  si  elle  était  seule,  ce  qui  fournit  un  exemple  de  la 
superposition  des  mouvements  vibratoires.  Il  est  même  très  remarquable 
que  Toreille,  qui  distingue  parfaitement  les  différents  sons  d'un  accord  exé- 
cuté par  des  voix  ou  des  instruments,  ne  perçoive  en  général  qu'une  sen- 
sation simple  à  l'audition  d'un  son  fondamental  accompagné  de  ses  harmo^ 
niques.  Une  expérience  qu'on  peut  faire  sur  lorgne  met  ce  phénomène  en 
évidence.  On  fait  parler  un  tuyau  qui  donne  le  son  tt/j,  par  exemple;  à 
o6té  et  en  même  temps,  on  fait  résonner  un  second  tuyau  donnant  u<,,  un 
troisième  donnant  sol^,  un  quatrième  donnant  u/,,  un  cinquième  donnant 
tnt,,  un  sixième  $ol^,  un  septième  le  son  correspondant  à  K  =  7,  qui  n'est 
pas  employé  dans  la  musique,  un  huitième  ut^,  et  ainsi  de  suite.  L'ensemble 
de  tous  ces  sons,  produits  avec  une  intensité  convenable,  donne  à  Toreille 
l'impression  unique  du  son  fondamental  ut^  renforcé,  bien  que  dans  le 
nombre  des  sons  entendus  il  y  en  ait  (K=:7,  K=9,  etc.)  d'étrangers  à 
notre  système  musical  (*). 

'  D'après  les  expériences  de  M.  Helinholtz*  c'est  le  nombre  et  l'intensité'  des 
harmoniques  coexistant  avec  un  son  fondamental  qui  donnent  à  ce  son  un 
timbre  particulier. 


CHAPITRE  IV 


nouvcMEirre  vibratoires  dtun  oaz  homogène  indéfini  en  tous  senSw 


247.  Nous  ayons  établi  en  hydrodynamique  (IV,  §  i2i)  réquatioii  sui- 
vante pour  défuiir  le  mouvement  d*un  fluide  : 

,.,      *  =  «-.J-!4(g)V(*)V(^j)-J. 

Dans  cette  équation,  T  représente  la  fonclûm  de»  força,  c'est-à-dire  l'inté- 
grale de  réquation 

9  représente  une  fonction  analogue  donnée  par  Téquation 

df  =  ud»  -h  vdy  +  v)d»f 

de  sorte  qu^on  ait  les  relations 

d9  d'j  dm 

dx  dij  a% 

Le  temps  i  est  traité  comme  une  constante  dans  Fintégration  qui  donne  7. 

Nous  avons  reconnu  (IV,  §  123)  que  si,  à  une  certaine  époque,  la  ronctioii 
uiX'{'Vdy  +  wdz  e^t  une  uiflérentielle  exacte,  il  en  est  de  même  dans  toute 
la  suite  du  mouvement.  Cette  condition  est  remplie  lorsque  le  fluide  part 
du  repos,  ou  encore  lorsqu'il  est  soumis  i  des  mouvements  très  petits. 
Nous  allons  faire  Tapplication  de  Téquation  (1)  aux  mouvements  vibratoires 
d'un  gaz' indéfini  dans  tous  les  sens,  soumis  à  Tinstant  initial  \  une  pres- 
sion uniforme  po  ^^  ayant  en  tous  points  une  même  température  6^. 

Désignons  par  7  la  conderuation  relative  du  gaz  en  un  point  et  i  une 
époque  donnée,  c'est-à-dire  le  rapport  de  sa  diminution  de  volume  i  soo 


VIORATIONS  DES  GAZ.  4d5 

Toluroe  dans  l'état  initial.  La  pression  p,  au  même  point  et  au  même  in- 
stant, sera  domiée  par  la  formule 

qui  n'est  autre  que  léquation  (4)  du  §  241 ,  dans  laquelle  on  remplace 

par  7  la  condensation  relative  exprimée   par  —  ^.  La  température  • 

est  celle  qu'acquiert  le  volume  de  gaz  par  suite  de  la  compression  ; 
en  effectuant  les  mêmes  transformations  que  dans  le  chapitre  précédent, 
nous  arriverons  à  poser  Féquation  approximative 


(3)  P=Po{^'^y'-} 


La  densité  p  varie  avec  la  condensation  7,  et  l'on  a  sensiblement  pour  les 
valeurs  de  7  positives  ou  négatives,  mais  Irès-petites  en  valeur  absolue, 

W  />  =  ro(i4-v). 

Donc 

c  • 

(5)  ^III  =  ^^  ^*  *  ^  ==Uo.l    <^y 

Substituons  dans Féquation  (1)  et  intégrons;  il  viendra 

«  s^,'«»"+')-'-s-î[(sr+(ir+(m 

Gomme  il  s'agit  ici  de  mouvements  vibratoires  extrêmement  petits,  on  peut 

.    j  /rf®\*    /rf?\*    /d^V     . 

supprimer  les  carres  des  vitesses  1^-1  »  (j)  »  (  t^  )  »  cl  comme  la  va- 
leur absolue  de  la  condensation  7  reste  aussi  très  petite,  on  peut  de  même 
remplacer  log  (1  -h  7)  par  7,  premier  terme  du  développement  du  loga- 
rithme en  série.  L'équation  (6)  prend  alors  la  forme  simple 

Nous  avons  admis  qu'h  l'instant  initial  la  pression  po  régnait  partout  ;  on 
suppose  que  le  gaz  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure;  nous  devons 
donc  poser  aussi  T  =  0,  ce  qui  réduit  l'équation  (7)  à 


^  £  V  =  -  ''î 
Po  ^i'  3t' 

V.  —  iif.c.  coij.ifixox.  50 


(«)  -^  cV  —  sr 
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oui 


en  appelant  a  la  quantité  constante  1/ £2  x  -^ 

La  fonction  7,  dont  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  â;,  y  et  2  «kameni 
les  vitesses,  u,  v,  10,  des  molécules  parallèlement  aux  axes,  donne  donc  aussi 
par  sa  dérivée  partielle  relative  au  temps  i  la  valeur  de  la  condensation. 

Gela  poséy  prenons  VéqiuUion  de  continuité  (IV,  §  122) 


W  Tt^    dx    ^    dy    ^  "rfi"  -  ^'^ 


dff  dtf   dff 


et  remplaçons  p  par  po  (*  -t-  Tf)»  les  vitesses  u,  »,  ^  P^^X'  TT'  7^'*  ^''^ 

négligerons  dans  le  développement  les  termes  provenant  de  la  raultiplica- 

d9   d9   dy  d^9 
tion  des  facteurs  «y,  ^>  j^>  ^-i  ^1  ...,  et  il  viendra,  en  supprimant  le 

facteur  commun  ^^ 

ou  bien,  en  reniplaçant  7  par  sa  valeur  tirée  de  (8), 

/il)  ^^at/^^  +  ^  +  ^^V 

'^^'  dfi  \dx*  ^  dy*  ^  di^J 

Une  fois  Téquation  (11)  intégrée,  on  déterminera  les  fonctions  arbitraires 

qui  entrent  dans  la  solution  en  exprimant  que  pour  Tinstant  initial  t=  0, 

dop   d<9  d^p 
les  composantes  des  vitesses  ^»  -pt  ^  ont  en  chaque  pomt  du  fluide  des 

1  d9 
valeurs  déterminées,  et  que  la  condensation i  ^  ^  ^^^^i  ^^  chaque 

point  une  valeur  connue  ;  ce  qui  revient  à  donner  les  valeurs 

(13)  f  =  /-(«,  y,*). 

J  =  F(a?.y,,),  ; 

d9 
des  fonctions  ?  ^t  ^  pour  <  =  0.  Les  fonctions  ^  et  F  sont  supposées  con- 
nues pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables,  puisque  le  gai  est  indéGm. 
Connaissant,  par  Tintégration,  les  fonctions  9  pour  toutes  valeurs  du 
temps  et  des  coordonnées,  on  en  déduira,  par  les  dérivations  partielles,  les 
valeurs  des  vitesses  et  de  la  condensation,  et  le  problème  sera  entièrement 
résolu. 


D'UN  GAZ  INDÉFII^I. 
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248.  L*équa(ion  (11)  a  été  intégrée  par  Poisson  sous  la  forme  d*une  inté- 
grale double  partielle,  portant  sur  des  va  - 
riables  auxiliaires*. 

*  De  Torigine  0  comnie  centre,  décrivons 
une  sphère  ABC  avec  un  rayon  égal  à  Tu- 
nité;  partageons  la  surface  de  celte  sphère 
en  éléments  infiniment  petils  P  ;  soil  dtù 
Faire  de  Fun  de  ces  éléments,  et  x,  ia,  v 
les  angles  du  rayon  OP  avec  les  axes  ;  ces 
angles  définissent  la  position  du  point  P. 
Nous  représenterons  par  la  lettre  S  la  som- 
mation relative  à  tous  ces  élé  iieiits  Jca,  de 
manière  à  comprendre  la  surface  entière  de 


l'ig.llO. 
la  sphère.  La  solution  donnée  par  Poisson  consiste  à  poser 


1    n% 

(13)         9  =  j-  g  idoiY(x  -h  aicosX,  y  +  atcoSfi,  z  +  a(cosv) 

i    d  r^ 
+  ^  j^^idcaf{z-\-aicos).,  y  +  aicosfi,  j  +  a^cosv). 

Nous  nous  bornerons  à  vérifier  que  l'équation  (15)  satisfait  bien  h  IVqua- 
tion  (11);  il  est  facile  de  reconnaître  que,  pour  t=0,  elle  vérifie  les  rela- 
tions (12),  qui  définissent  Télat  initial. 
Observons  d  abord  que  si  7  =  H  est  une  solution  de  Téquation  (11). 

ff  z=  ^  sera  encore  une  solution  de  cette  équation,  et  que  si  H  et  H'  sont 

deux  fonctions  de  a;,  y,  t  eii  qui  vérifient  séparément  Téquation  proposée, 
la  somme  U  +  U'la  vérifiera  pareillement.  Il  résulte  de  là  qu'on  peut  se 
contenter  de  vérifier  que  la  fonction 


(14) 


1    nt 

9=  r-g  <Jo»F{«4-fl<coei,  y-^atcosft,  «-f-a/cosv) 


satisfait  àTéqualion  (11),  quelle  que  soit  la  fonction  F,  pour  en  conclure 

que  la  formule  (13)  est  une  solution  plus  générale  de  cette  même  équation. 

De  réquation  (14)  on  tire  successivement,  en  diiïérenliant  sous  le  signe  S  « 

dx      4»  O       dx' 

3Ï"«  -  4Tr  O  '^"  rfii' 

df^^rnO^'^^dyi^ 

di*       iiz  ^        di* 
«  Mémoire  lu  à  V Académie  de*  Sdences  le  19  juillet  1819. 
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donc 


FORHUiE 


dtj 


d*9  ^         J  ^        jr 


=  SiS'^"(5?  +  ^  +  5^) 


Les  dérivées  relatives  à  i  sont  un  peu  plus  compliquées.  On  a  d'abord 


dt 


d?  d?  d?  \ 


Dérivant  une  seconde  fois  : 


S = S  (s  S «*^- + S ^«»'^" + S  jJ«»»-*«) 


N   V 


\ 


)I 


0, 


R 


''^ 


A 


Fig.  111. 


Le  Tacteur  t,  pris  sous  le  signe  S,  peut  sortir 
du  signe,  puisque  la  somme  ne  porte  pas  sur 
celle  variable.  Pour  transformer  celte  expres- 
sion, observons  que  S  représente  en  réalité 
une  double  somme  d*élémeuls  pris  sur  la  sur- 
face d'une  sphère  de  rayon  égale  à  l'unité. 
Rapportons  les  directions  OM  à  deux  angles 
variables,  l'un  v  ==  ZOM,  l'autre  4»  =  XOP, 
angle  dièdre  du  plan  ZOH  avec  le  phn  ZOX. 
I^ous  aurons 


cosi  =  cosMR  =r  cos-^  sinv, 
cos  ju  =  cos  U  0  Y  =  sin  if;  sin  y. 


enfin 


d»  ^=i  ÛM^dvd^t 


d¥ 


Considérons  en  particulier  le  terme  Sj-cosvdo;  ce  terme  prendra  la 
forme 


Jv=0  Ji=o     ^' 


cosysinyclyef^. 
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Occupons-nous  d'abord  de  l'intégration  relative  à  v.  Il  viendra,  en  mulli- 
pliant  par  2  et  en  inlégrant  par  parties, 

2  I  j;  cosvsmvay  =  ^  sin-y  —  /  sm'v  -v-(  jr  )  «»•• 

Or  F  contenant  les  variables 

X -{- atsinv cos^pf      j^  +  a/sinvsin^     et.   i-^atcosv, 

-7-  contient  les  mêmes  variables,  et  la  dérivée  de  -7-  par  rapport  à  v  rcn<^ 

m 

ferme  trois  termes,  savoir 

d*?  d*F  d*F 

T— T-  a/ ces  <p  ces  y  +  7-7-  «^sin«f»cosv  — j^atsinv. 

Donc  enfin 

/  ;7"  ^^^  sinvrfy  =  -t;-  sin'y  +  «M  775-  sm'vav 
T— r  ces  ^  CCS  V  sin*  vdv^at  j  -j— j-  sin  ^  ces  »  sin*  vdy. 

Aux  limites  v=rO  et  v=:ir,  le  premier  terme  disparait,  et  il  reste,  en 
indiquant  la  seconde  intégration,  relative  h  4»,  entre  les  limites  0  et  2ir,  puis 
en  revenant  aux  anciens  angles  X,  p.,  v, 

Sdv   .    r**  r*rfF    .  ,  _,    1 .  r**  r^d*? . , . ,, 
j-C0Svd«=    I         I      T-cosysmvdvd^  =3fl^    I         I      2^8m'vdytf.|> 


-î — r-  ces  «1>  ces  y  sin*  vdOdé 
dxdz       ^ 


sin  (^  ces  y  sin*  ^vd^ 


ffyds 
Ou  aura  de  môme 
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et 

Substituons  ces  trois  expressions  dans  la  valeur  de  ~.  Il  viendra,  en 
multipliant  par  Av, 

4«^ 

•"  *  '  O  did^^^^ ^«^''^ -  «•'  O  d^^*'"^ cos/.d«-  a«/  Vj  ^œ^a. cos .  J« 
ce  qui  se  réduit  à 

La  seconde  dérivée  ^  est  donc  égale  à 

e&  faisant  rentrer  la  variable  t  sous  le  signe  S,  et  par  suite 

249.  Faisons  une  application  de  celte  équation  (13)  au  cas  te  plus  sim- 
ple, celui  de  la  propagation  d'un  ébranlement  excité  dans  une  région  infini- 
ment petite  autour  de  l'origine  des  coordonnées  {fig.  166). 

Alors  les  fonctions  F  et  /"  sont  nulles  pour  toutes  les  faleurs  réelles,  posili- 
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Tes  ou  négatives,  des  variables,  sauf  celles  dont  la  valeur  absolue  est  au  des- 
sous des  limiles  qui  déûnissent  la  région  inûniment  petite  primitivement 
ébranlée. 
Si  donc  on  fait 

y  4-  alcosfi  =  y',  ' 

%  +  O^COSV  =  2f, 

■ 

réquation  (15)  donnera  pour  ç  une  valeur  constamment  nulle  tant  que  les 
quantités  sf,  tfy  %\  considérées  comme  des  coordonnées  d*un  point,  place- 
ront ce  point  en  dehors  des  limites  de  l'ébranlement  primitif. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu^un  point  M  dont  les  coordon- 
nées sont  Xj  y,Zf  soit  animé  d'un  mouvement  vibratoire,  c'est  qu'on  puisse 
trouver  des  valeurs  du  temps  i  et  des  angles  x,  p.,v,  telles,  que  les  sommes 
x-^atcosXf  y  +  a<  cos  (A,  2  +  a(  cos  V ,  aient  des  valeurs  absolues  infmi- 
ment  petites,  inférieures  aux  limites  de  Tébranlement. 

On  aura  donc  à  la  fois,  en  supposant  nulles,  pour  plus  de  simplicité  les 
dimensions  de  la  région  ébranlée, 

« 

X  4-  atcùsX  =  0, 
y  -H  atçosfi  =  0, 
2  +  a^cosv  =  0. 


Donc 


^COS/  = » 

a 

/C0S/i  =  — ^f 

<cosv  = 9 

a 


élevant  au  carré  et  ajoutant,  puis  extrayant  la  racine,  il  vient 

_  y/x*+y*-h**  _  OM 


ce  qui  montre  que  Tébranlement  excité  au  point  0  à  Tinstant  f=0  attein- 
dra un  point  M,  situé  dans  une  direction  quelconque,  au  bout  du  temps 

OH 

—  ;  Tébranlement  se  propage  donc  avec  une  vitesse  égale  à  a,  ou  à 


v^ 


^X-^  >  formule  que  nous  avions  déjà  trouvée  pour  la  vitesse  de  la  pro^ 

Po      ^1 

pagation  du  son  dans  un  tuyau  cylindrique,  et  qui  s'applique  encore  à  la 
propagation  dans  une  atmosphère  indéfmie  dans  tous  les  sens.  L'application 
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SUPERPOSITION 


que  nous  avons  faite  de  la  tliéorie  de  la  similitude  mécanique  suffît  d^aillenrs 

pour  donner  cette  extension  à  la  formule. 

365.  L*équation  (11)  montre  que  le  principe 
de  la  $uperpo$ilion  des  effets  s*applique  aux 
mouvements  vibratoires  d'une  masse  gazeuse. 
En  effet,  soient  ^n  ?si>..  ?„f>  différentes  dé- 
terminations de  la  fonction  9,  satisfaisant  sépa- 
rément à  réquation  (li);  on  aura  encore  une 
solution  de  celte  équation  en  posant 


Fig.  112. 


9  =  ?i  +  f« +  •••  +  ?«+ .-.; 


de  plus  on  aura  en  prenant  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  f,  à  x 


»••• 


df 
dt 
dj_ 
dx 


d?i   ,   ^y<   , 
dt  ^  dl  "^ 

dx  ^  dx   "^ 


^  dt  ^ 


•  *  $ 


d?n 


"*"rfx+"  " 


Or  à  chaque  Conclion  9,,  Vj,...  correspond  un  cprlnin  mouvement  nbra- 
toire  p:)i-liculier.  La  fonction  0  définit  le  mouvement  vibratoire  résultant  de 
la  composition  de  ces  mouvements  particuliers  ;  pour  chaque  valeur  du  temps 

(lo    ^9    dto 
t,  chaque  composante -r^,  j^.  -j^,  de  la  vitesse  d'une  molécule  est  respec- 

cfo*    dom 
tivement  la  somme  algébrique  des  composantes  de  même  nom,  -p-,  -j^,... 

des  vitesses  de  la  même  molécule  afférentes  aux  divers  mouvements  0|, 
ç,...  Les  vitesses  vibratoires  des  mouvements  9i,  9i-.>}  composées  par  la 
règle  du  polygone  des  vitesses,  donnent  la  vitesse  vibratoire  du  mouve- 
ment 9.  De  même  la  condensation  •—  du  mouvement  total  est  la  somme 

algébrique  des  condensations  correspondantes  à  chaque  mouvement  partiel. 
Ces  relations,  satisfaites  à  1  égard  de  1  ébranlement  initial,  continueront  à 
être  vérifiées  dans  toute  la  suite  du  mouvement. 
Par  exemple,  si  les  fonctions 

vérifient  séparément  Téquation  (il),  quelles  que  soient  les  fonctions  F,  F^, 
Fg...y  on  la  vérifiera  encore  avec  la  fonction 


^  =  F4-F,  +  Fa-f-F5+F*  +  ^ 
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Cette  décomposition  de  la  fonclion  9  revient  à  admettre,  dans  le  milieu  ga- 
zeux, la  coexistence  de  six  ondes  sonores,  animées  chacune  de  la  vitesse  a, 
parallèlement  aux  trois  axes  coordonnés,  et  dans  les  deux  sens.  Les  direc- 
tions des  axes  étant  d'ailleurs  arbitraires,  on  peut  trouver  autant  de  solu- 
tions qu*on  voudra,  en  imaginant  d  autres  ondes  sonores  parallèles  à  une 
direction  quelconque,  mais  toujours  animées  delà  vitesse  a.  Le  problème  de 
rinlégration  de  1  équation  (il),  sous  la  réserve  de  satisfaire  aux  conditions 
initiales  (12),  consiste  donc  essentiellement  à  décomposer  la  vibration  défi- 
nie par  ces  équations  (12)  en  une  infinité  de  vibrations  infiniment  petites, 
parallèles  à  une  infinité  de  droites  rayonnant  dans  toutes  les  directions  au- 
tour de  Forigine.  Une  fois  cette  préparation  faite,  il  suffira  de  communiquer 
à  cliacune  de  ces  ondes  particulières  la  vitesse  a  parallèlement  à  sa  direction 
propre  :  or  c'est  ce  qu'on  fait  dans  Téqualion  (13)  par  la  substitution  de 
â;+ ai  cos X  à  X,  de  2/  +  a(  cps  p.  à  y,  et  de  2  +  ai  cos  v  à  2.  La  somme  S, 
tout  autour  du  point  0,  indique  l'addition  des  fonctions  infiniment  petites  qui 
correspondent  à  chacune  de  ces  ondes.  Pour  revenir  aux  notations  ordinai- 
res du  calcul  inté<;ral,  nous  définirons  la  direction  OP  par  Tangle  COP=ô, 
et  Tangle  4>  du  plan  GOP  avec  le  plan  GOX.  Nous  aurons  alors  ces  v=cos  0, 
cosX=:sinO  cos  (|>,  cos  {&  =  sin  0  sin  «p,  et  dm  =sin  ô  d^  d^.  Cette  dernière 
expression  suppose  la  sphère  découpée  en  élémeiils  par  une  série  de  méri- 
diens passant  par  Taxe  OZ  et  définis  par  In  longitude  <{>,  et  par  une  série  de 
parallèles,  définis  par  la  colatiiude  0.  Les  limites  des  intégrations  seront  0 
et  is  pour  0,  et  0  et  27r  pour  ^.  On  aura  donc 

1    /*•=«  /•+=i» 
(14)     ^=7-   I  __     /  _      t3in6dddtpF'X'\'ats\ndcoS'p,  y  +  aWmOsm^, 

»  +  fliC08Ô) 

"^TZ  Ti  I    ""*  /  '^~"  ^' tB\n$dOdtpf{x  -^ alsiiiB costp, 

y  +  aisindsin^,  x  +  aicosO). 

Malheureusement, cette  forme  de  la  fonction  ç,  excellente  pour  un  milieu 
indéfini,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  des  fonctions  F  et  /*  pour  toutes  les 
déterminations  réelles  des  variables  x,  y  2,  ne  se  prête  plus  aussi  bien  au 
cas  oiî  il  s'agit  d'un  milieu  limité,  parce  qu'alors  les  variables  x,  y,  2,  ne 
pouvant  recevoir  toutes  les  valeurs  réelles  de  —  00  à  -H  00 ,  les  fonctions  F 
et  fne  sont  pas  immédiatement  connues,  d'après  les  conditions  initiales, 
pour  toutes  les  valeurs  dex  +  at  cos  x,  y  4- ai  cos  {i,... 

Dans  ce  cas  la  solution  est  beaucoup  plus  difficile.  Les  ondes  sonores  vont 
en  efU^t  frapper  la  surface  fixe  qui  enveloppe  le  milieu,  et  s'y  réfléchissent 
suivant  des  directions  variables  avec  la  forme  et  la  position  de  cette  sur- 
face. 

Dans  son  mémoire  sur  V application  des  potentiels  à  VétuSe  àé  V équilibre 
et  du  mouvement  des  solides  élastiques,  p.  334,  M.Boussinesq  a  montré  com-* 
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ment  on  pouvait,  par  l'emploi  des  potentiels  sphériquei,  intégrer  immédiate- 
ment Viquationduion^  c'est-à-dire  démontrer  la  formulede  Poisson,  sans  pas. 
ser  par  les  transformations  compliquées  qui  servent  à  Tériûer  que  l'équa- 
tion (14)  est  l'intégrale  générale  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  (M). 


BxrosA  DU  nuiictPALis  aiciuacaBS  qoi  sb  hàttacbèit  a  Là  HécAiriQn 

VBBÀTOIâB. 

S50.  Le  phénomène  de  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  d'un  liquide 
présente  des  lois  analogues  à  celle  de  la  transmission  du  wn.Lagrange  a  dé- 
montré que  la  vitesse  a  de  celte  propagation  est  représentée  par  a  =  v/yÂ7 
h  étant  la  profondeur  du  canal  rectangulaire  dans  lequel  on  fait  l'expérience, 
pourvu  que  le  canal  ne  soit  pas  très  profond,  et  que  le  relief  de  Tonde  au- 
dessus  du  plan  d'eau  soit  très  petit.  Cette  formule  est  analogue  à  la  fur- 
mule  a=i/- =  l/^,  qui  donne  la  vitesse  du  son  dans  un  gaz  quand  on 

fait  abstraction  des  circonstances  calorifiques.  Elle  peut  se  démontrer  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  au  §  240  ^  La  formule  de  La- 
grange  est  le  point  de  départ  des  recherches  sur  le  mouvement  des  marées 
à  l'embouchure  des  fleuves,  sur  les  crues  des  rivières,  sur  la  propagation 
des  remous  vers  l'amont,... 

Parmi  les  vibrations  des  corps  sohdes,  nous  n*avons  étudié  que  les  vibra- 
tions longitudinales  des  tiges  prismatiques  et  les  vibrations  des  fils.  Les  eî* 
hraiions  transversales  d^une  lige  prismatique  pesante^  posée  sur  deux  appuis 
fixes  j  donnent  lieu  à  une  théorie  plus  difficile  ;  l'équation  aux  dérivées 
partielles  à  laquelle  conduit  Tanalyse  de  ce  problème  est  de  la  forme 

A  et  ^  étant  des  constantes,  s  l'abscisse  mesurée  le  long  de  la  tige  dans  son 
état  naturel,  et  y  l'écart  transversal.  Cette  équation  s'intègre  à  Taide  des 
séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  des  variables  indépendantes  I  etx. 
Elle  peut  aussi  s'intégrer  sous  forme  d'intégrale  partielle  *.  La  fixité  des 
appuis  entraine  le  mouvement  oscillatoire  de  ses  différents  points. 

Le  problème  devient  plus  compliqué  si,  au  lieu  de  supposer  à  la  tige  un 
poids  constant  uniformément  réparti,  on  la  suppose  parcourue  par  une 

^  M.  de  Saint-Venant,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  scieneest  18  jail"* 
let  1870. 
*  Poisson,  Hémoire  du  19  juillet  1819. 
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charge  mobile»  concentrée  en  un  seul  point  *,  ou  étendue  sur  une  certaine  ré- 
gion*. La  solution  n'est  plus  alors  exprimable  par.  les  séries  trigonométri"- 
ques.  Dans  un  cas  particulier  remarquable,  la  tige,  sous  l'action  d*unc 
charge  mobile  indéliniment  renouvelée,  reste  en  repos,  dans  un  état  de 
flexion  qui  dépend  de  la  masse  en  mouvement  et  de  sa  vitesse'. 

Les  oscillations  des  ressorti,  et  notamment  du  spiral  des  chronomètres, 
dépendent  de  la  théorie  des  vibrations  des  pièces  courbes^. 

Après  les  vibrations  des  solides  qui  n'ont,  pour  ainsi  dire,  qu'une  dimen- 
sion» comme  les  fils  et  les  tiges  rigides,  les  physiciens  ont  étudié  les  vibra- 
tions des  surfaces,  qui  comprennent  les  memhranes,  surfaces  sans  raideur 
transversale  et  analogues  aux  fils,  et  les  plaqués,  ou  surfaces  douées  de 
raideur  et  assimilables  aux  tig«s*.  L'équation  du  mouvement  des  mem- 
branes ékistiques  est 


S  est  le  déplacement  très  petit  d*un  point  normalement  à  la  surface  de  la 
membrane;  x,  y  sont  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  à  des  axes 
rectangulaires,  c  est  une  constante  qui  dépend  de  la  tension  et  du  poids 
spécifique  de  la  membrane.  On  relrouve  l'équation  des  cordes  vibrantes  en 
effaçant  Tune  des  deux  dérivées  du  second  membre.  L'équation  du  mou- 
vement des  plaques  contiendrait  des  dérivées  d'ordre  plus  élevé  y  '^f* 

du  déplacement  par  rapport  aux  coordonnées. 

La  résistance  du  milieu  dans  lequel  on  fait  l'expérience  influe  sur  le 
mouvement  vibratoire;  M.  Bourget^en  a  donné  la  théorie  pour  les  mem- 
branes et  pour  les  tuyaux  sonores. 

Signalons  encore  une  série  d'études  récentes  sur  le  choc  longitudinal 
d^une  tige  ou  barre  élastique  prismatique.  Ce  problème  très  complexe, 
abordé  autrefois  par  Navier,  et  repris  dans  ces  dernières  années,  d'abord 
par  MM.  Sébert  et  Hugoniot^,  puis  par  M.  Boussinesq*,  a  été  l'objet  en  der- 
nier lieu  d'une  note  de  MM.  de  Saint-Yenânt  et  Flamant,  qui  ont  donné 

*  M.  Phillips,  Annales  des  Mines,  1855. 

'  M.  Renaudot,  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  1861. 

*  M.  Bresse,  Mécanique  appliquée,  tome  IL 

*  M.  Phillips,  Annales  des  Mines,  1852,  1861,...'. 

*  Lamé,  Leçons  sur  l'Elasticité, 

*  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences,  8  mai  1871,  20  novembre  1871. 
f  Comptes  rendus  de  P Académie  des  sciences,  14  août  et  30  oclobre  188'i.  — 

On  trouvera  aussi  dans  les  Comptes  rendus  du  25  février  1884  une  noie  de 
MM.  Sébert  et  Hugoniot  «ur /a  propagation  d*un  ébranlement  uniforme  dans  wi 
gaz  renfermé  dans  un  tuyau  cylindrique, 

*  Note  ajoutée  à  la  traduction  française  delà  Théorie  de  ^élasticité  des  solides 
de  Glebsch,  par  M3I.  de  Saint- Venant  et  Flamant* 
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une  représentation  graphique  des  lois  du  phénomène  ^  Ce  qui  complique 
la  question,  c*est  que  le  corps  choquant  se  trouve  uni  pendant  la  durée  du 
choc  au  corps  clioqué.  «.Le  clioc  longitudinal»  dit  M.  de  Saint- Venant,  s'ac- 
complit suivant  des  lois  ayant  des  expressions  analytiques  dirférentes,  se 
succédant  l'une  à  l'autre  à  des  intervalles  déterminés.  Par  exemple,  les  dé- 
rivéesdes  déplacements  des  divers  points  de  la  barre  varient  d'un  instant  à 
l'autre,  tantdt  avec  graduations  continues,  tan  tôt  par  bonds  considérables, 
donnant  aux  mouvements  une  empreinte  périodique  de  Tacquisition  brus- 
que de  vitesse  qui  a  été  faite  au  premier  instant  du  choc  par  Félément 
heurté.  »  Cette  théorie  du  choc  longitudinal  des  tiges  paraît  susceptible 
de  nombreuses  applications  pratiques. 

Enfin,  la  plus  belle  application  de  la  mécanique  vibratoire  est  celle  qui 
en  a  été  faite  a  la  théorie  de  la  lumière,  leonsidérée  comme  le  résultat  des 
vibrations  d'un  fluide  de  densité  extrêmement  faible,  l'éther,  qui  jouerait, 
en  quelque  sorte,  dans  tout  Tunivers  où  il  est  répandu,  le  rôle  d'un  corps 
solide  d'une  parfaite  élasticité.  Devinée  par  Huygens,  soutenue  depuis  par 
Euler,  appuyée  sur  les  observations  les  plus  précises  de  Young,  la  théorie 
det  ondulations  a  été  définitivement  fixée  par  les  travaux  d'Augustin  Fres- 
nel,  et  reste,  avec  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  ï  une  des  plus  belles 
conquêtes  scientifiques  de  notre  siècle. 

«  Comptée  rendu»,  16,  23,  30  juillet  et  6  août  1883. 


NOTE  ADDITIONNELLE 

SUR  l'expérience  de   greil. 

(tbansmission  élbgtriqub  du  tratail  a  distancu.  ) 


Nous  aTons  annoncé,  au  paragraphe  270  de  notre  tomelY  (2*  édition), 
la  préparation,  au  moment  où  nous  écrivions  ce  volume,  d'une  grande 
expérience  sur  la  transmission  électrique  du  travail  entre  Greil  et  Paris 
(La  Chapelle).  Cette  expérience  est  aujourd'hui  en  pleine  activité,  et  elle 
a  déjà  fourni  des  résultats  importants,  que  nous  nous  empressons  de 
publier.  Nous  signalerons  h  cette  occasion  les  divers  changements  qui 
ont  été  introduits  en  cours  d'exécution  dans  les  projets  primitifs  de 
M.  Alarcel  Deprez. 

Le  fil  de  cuivre  de  112  kilomètres  qui  établit  la  communication  entre 
Creil  et  La  Chapelle,  aller  et  retour,  n'a  pas  été  revêtu  dans  toute  sa  lon- 
gueur ;  un  tiers  environ  est  resté  à  l'état  nu. 

Ce  fil,  qui  devait  être  unique  et  recevoir  un  diamètre  de  cinq  millimètres, 
a  été  au  contraire  formé  par  la  torsion  de  sept  fils,  qui  à  eux  tous  ont  la 
même  section  ou  le  même  poids  par  mètre  courant. 

II  devait  y  avoir  deux  réceptrices  à  La  Chapelle;  on  s'est  borné  à  en 
installer  une  seule,  ce  qui  limite  à  50  chevaux  la  puissance  que  Ton 
peut  transmettre.  Le  type  des  machines  électriques  employées  a  été 
modifié  à  plusieurs  reprises,  soit  pour  rendre  la  construction,  le  mon* 
tage,  le  démontage,  l'entretien  plus  faciles,  soit  pour  faire  disparaître 
certaines  imperfections  que  Texpérience  signalait  dans  les  anciens 
modèles.  Le  diamètre  des  anneaux  induits  a  été  diminué  :  il  était  d*abord 
de  i'',40  pour  la  génératrice  et  de  0",93  pour  la  réceptrice;  il  est  main- 
tenant de  0*,758  pour  la  génértirice  et  de  0*,58  pour  la  réceptrice.  La 
r.'-!ur.( ion  du  diamètre  des  anneaux  mobiles  a  conduit  à  allonger  les 
noyaux  des  électro-aimants  inducteurs,  pour  remplir  le  vide  aiuiit1.-ii:e 
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qui  serait  résulté  de  la  contractioo  opérée  daus  la  pièce  centrale  de  la 
machine. 

Le  caractère  le  plus  remarquable^  an  patet  de  Tue  de  la  maTche,  des 
DOUYelles  machinesestla  faible  vitesse  angulaire  qu'elles  reçoivent,  com- 
parée à  celle  des  machines  Gramme,  et  la  faible  vitesse  linéaire  que  pren- 
nent les  anneaux  induits  à  leur  circonférence  extérieure.  Le  25  marsiSSG, 
par  exemple,  la  vitesse  angulaire  de  Tinduit  à  Creil  était  de  180  tours  par 
minute,  ce  qui  correspond  à  une  vitesse  linéaire  périphérique  de  7  mètres 
environ  par  seconde.  A  La  Chapelle  l'anneau  de  la  réceptrice  faisait  au 
même  moment  250  tours  par  minute,  et  sa  vitesse  périphérique  s^élevait 
à  7",âO  par  seconde,  soit  sensiblement  la  même  vitesse  que  l'induit  d^ 
la  génératrice.  Dans  ces  conditions  le  travail  transmis  à  l'anneau  de  la 
réceptrice  s'élevait  à  31  chevaux  utiles. 

A  Creil  et  à  La  Chapelle  on  a  adjoint  aux  machfnea  principales  des 
machines  excitairices,  qui  sont  destinées  à  développer  le  champ  magné- 
tique  des  inducteurs.  L'excitatrice  de  Creil  est  une  petite  machine 
Gramme,  mise  directement  en  mouvement  par  la  madiine  à  vapeur 
motrice.  A  La  Chapelle,  on  a  d'abord  employé  une  locomobile  spéciale 
pour  mouvoir  l'excitatrice,  au  moins  au  départ,  et  créer  par  là  le  champ 
magnétique  de  l'inducteur,  au  moyen  d'un  courant  qui  n'avait  rien  de 
commun  avec  le  courant  principal.  On  est  parvenu  depuis  à  suppri- 
mer cette  machine  à  vapeur  auxiliaire,  et  à  prélever  le  travail  de  l'excita- 
trice sur  le  travail  total  transmis  de  Creil  à  Paris  par  le  fil  électrique. 
Pour  le  démarrage  de  la  réceptrice,  on  commence  par  faire  passer  le 
courant  venant  de  Creil  dans  les  inducteurs  de  cette  machine.  L'anneau 
se  met  aussitôt  en  mouvement,  sa  rotation  s'accélère  rapidement,  et 
bientôt  la  vitesse  de  régime  est  obtenue.  On  tourne  alors  un  commutateur 
spécial,  qui  intercepte  la  communication  des  inducteurs  avec  le  circuit 
principal,  et  l'établit  avec  le  courant  de  l'excitatrice.  Ce  dernier  courant 
est  toujours  à  basse  tension,  de  sorte  que  les  inducteurs  sont  parcourus 
par  un  courant  de  tension  beaucoup  moindre  que  la  tension  du  courant 
qui  parcourt  les  induits.  Le  jeu  du  commutaleui*  modifie  profondément 
l'état  électrique  des  organes  en  présence,  sans  qu'aucune  étincelle  maui- 
feste  au  dehors  une  pareille  modificaUon. 

Les  résistances  des  diverses  parties  de  la  transmission  peuvent  être 
évaluées  comme  il  suit  : 

Géhératricb.       Anneaux  indu  if  s 27     ohms. 

Inducteurs 5,4 

Ligne .    05 

Réceptrice.         Anneaux  induits 30 

Inducteurs 3,59 

m 

Lorsque  la  transmission  se  prolonge  pendant  plusieurs  heures,  on  cou- 
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State  un  léger  accroissement  de  la  résistance  des  anneaux:  elle  passe, 
pour  les  anneaux  de  la  génératrice,  de  27  ohms  à  30;  pour  ceux  de  la 
réceptrice,  de  36  ohms  à  45;  ces  augmentations  correspondent  à  5  heures 
entiron  de  marche  continue. 

Nous  donnons  ici  les  relevés  sommaires^  des  mesures  prises,  tant  à 
Paris  qu'à  La  Chapelle,  pendant  deux  expériences. 

Les  mesures  à  prendre  consistent  à  déterminer  pour  chaque  machine, 
à  un  même  instant  et  à  plusieurs  reprises  pendant  la  durée  de  la  marche: 

1*  Le  nombre  de  tours  des  induits  par  minute; 

2*  Les  données  éiectrique$,  savoir  Tinlensilé  du  courant  et  la  force 
électromolrice; 

3*  Enfin  les  données  mécaniques^  savoir  :  les  travaux  dépensés  pour 
créer  et  entretenir  les  champs  magnétiques  des  inducteurs,  ceux  qui  cor- 
respondent à  la  production  du  courant  principal,  enfin  les  travaux  méca- 
niques proprement  dits,  c'est-à-dire  le  travail  moteur  fourni  à  Greil,  et  le 
travail  recueilli  à  Paris. 

ET 
Les  travaux  électriques  sont  calculés  par  la  formule  zr-,  où  E  est  la 

force  électromotrice  et  I  l'intensité  du  courant.  Les  travaux  mécaniques 
sont  mesurés  au  frein,  et  le  rapport  du  travail  recueilli  au  travail  dépensé 
est  le  rendement  de  la  transmission  à  distance.  Il  a  varié,  dans  les  deux 
expériences  que  nous  reproduisons,  de  39  à  43  pour  100  pour  Tune,  de 
40,7  à  43,6  pour  100  pour  l'autre. 

Les  calculs  des  travaux  électriques  pour  Taimantation  des  inducteurs 
et  la  production  du  courant  sont  purement  théoriques  et  supposent  la 
perfection  des  organes  électriques  auxquels  on  les  applique.  En  réalité 
ces  calculs,  où  l'on  néglige  les  pertes  accessoires,  conduisent  à  une  limite 
inférieure,  et  la  production  du  courant  exige  plus  de  travail  que  la  for- 
mule ne  l'indique.  On  constate  toujours,  par  rapport  aux  évaluations  théo- 
riques, un  certain  déchet,  qu'on  ne  sait  comment  justifier  théoriquement, 
et  dont  la  loi  n'est  pas  encore  connue.  L*en&emble  de  ces  perles  est  du 
reste  peu  considérable. 
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La  force  conlre-éleciromotricet  dont  Tévaluation  est  portée  dans  la 
dixième  colonne  des  tableaux,  est  la  force  électromotrice  due  au  mou- 
vement de  Tanneau  induit  par  rapport  aux  inducteurs  dans  la  machine 
réceptrice,  et  qui  produit  dans  le  circuit  un  courant  de  sens  inverse  à 
celui  qu*y  envoie  la  génératrice.  Le  courant  constaté  dans  le  circuit  n*est 
que  la  différence  des  deux  courants  contraires  qui  y  coexistent  en  réalité. 
11  serait  plus  exact  de  donner  à  la  force  contre-électromotrice  le  nom  de 
force  électrcmotrice  inverse. 

Si  Ton  rapproche  les  nombres  portés  dans  la  troisième  et  la  neuvième 
colonne  de  ces  tableaux,  on  reconnaît  que  Tintensité  du  courant,  mesurée 
à  Creil  et  à  La  Chapelle  en  même  temps,  a  à  peu  près  la  même  valeur 
aux  deux  bouts  du  circuit, et  que  parfois  même  elle  est  plus  grande  à  La 
Chapelle  qu'au  point  de  départ.  Ce  dernier  résultat  est  évidemment  inad- 
missible, et  doit  être  attribué  à  l'imperfection  des  appareils  de  mesure  qui 
ont  servi  à  le  constater.  La  comparaison  des  deux  colonnes  n'en  montre 
pas  moins  que  la  perle  due  à  la  transmission  le  long  du  fil  est  de  Tordre 
de  grandeur  des  erreurs  dues  aux  instruments  dont  on  fait  usage,  et 
qu'elle  est  tout  à  fait  insensible.  Ce  fait  a  été  observé  à  plusieurs  re- 
prises, même  après  des  pluies  prolongées  qui  pouvaient  compromettre 
l'isolement  du  fil  conducteur. 

M.  Marcel  Deprez  a  rendu  compte  à  l'Académie  des  sciences,  dans  sa 
séance  du  i4  décembre  1885,  des  phénomènes  observés  pendant  la  con- 
struction des  machines  électriques  destinées  à  Texpérience  de  Creil.  Nous 
résumerons  ses  conclusions  : 

l"*  Les  lois  de  Tinduction  n'éprouvent  aucune  perturbation,  quelles  que 
soient  la  grandeur  des  macliines  et  la  dimension  de  leur  champ  magné- 
tique; 

2"*  La  ielf- induction,  par  laquelle  on  cherche  à  expliquer  les  pertes  acces- 
soires observées,  n'a  pas  plus  d'importance  dans  les  grandes  machines  à 
nombreux  tours  de  fil  que  dans  les  petites  machines  à  faible  nombre  ; 
celte  conclusion  était  déjà  mise  en  évidence  par  la  comparaison  de 
diverses  machines  Gramme,  montées  les  unes  avec  un  petit  nombre  de 
mètres  de  gros  fil,  les  autres  avec  une  grande  longueur  de  fil  fin  ;  elles 
ont  présenté  le  même  coefficient  de  perte  ; 

3°  Les  travaux  engendrés  par  le  mouvement  du  magnétisme  dans  le 
fer  doux  restent,  dans  toutes  les  machines,  à  peu  près  néghgeables  ; 

4"*  Les  étincelles  aux  balais  qui  donnent  passage  au  courant  produit, 
peuvent  toujours  être  évitées  en  établissant  une  relation  convenable 
entre  la  puissance  du  champ  magnétique,  l'intensité  du  courant  déve- 
loppé, et  la  position  des  balais.  Les  machines  à  haute  tension,  qui  déve- 
loppent des  courants  de  faible  intensité  relative,  sont  à  ce  point  de  vue 
plus  favorables  que  les  autres  à  la  transmission  de  l'énergie. 

L'expérience  de  Creil  est  aujourd'hui  en  pleine  activité  ;  il  reste  k  l'étu- 
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(lier  au  point  de  vue  industriel,  et  notamment  à  déterminer  le  prix  de 
revient  du  transport,  abstraction  faite  de  tous  les  tâtonnements  qui  ont 
conduit  à  rinslatlalion  actuelle  et  de  tous  les  frais  afférents  aux  appareils 
de  mesure. 

Une  étincelle  s*est  produite  pendant  l'expérience  du  7  décembre  \  885 
et  a  un  instant  entravé  la  marche  des  machines.  Il  faisait  ce  jour-là  un 
vent  violent,  avec  rafales  de  pluie.  Cette  étincelle  a  été  la  conséquence 
d*un  mélange  accidentel  de  fils  sur  la  ligne;  le  fil  de  l'expérience,  dans 
sa  partie  revêtue  de  plomb,  a  été  porté  au  contact  avec  le  fil  du  bureau  de 
Tartillerie  à  Saint-Denis  ;  le  courant  a  éprouvé  une  dérivation  brusque  ; 
une  partie  s'est  jetée  dans  le  fil  allant  à  Saint-Denis,  où  elle  s'est  mani- 
festée par  certains  désordres.  A  La  Chapelle  on  a  constaté  la  production 
subite  de  fortes  étincelles  :  c'est  en  général  ainsi  que  se  traduit  tout 
changement  brusque  de  l'état  électrique  des  circuits.  L'électricité  demande 
à  être  maniée  avec  une  grande  douceur,  et  en  évitant  soigneusement 
tous  les  chocs.  L'accident  du  7  décembre  1885  était  dû  simplement  i 
un  défaut  d'isolement  de  la  ligne;  on  a  corrigé  ce  défaut  de  manière  à 
rendre  impossible  le  retour  d'un  pareil  accident. 

Cet  exemple  fait  voir  que  la  double  enveloppe  du  fil  dans  les  parties 
revêtues  n*empôche  pas  la  dérivation  du  courant  de  se  produire  lorsque 
le  fil  vient  en  frapper  d'autres,  car  alors  la  chape  de  plomb  se  coupe,  et 
le  contact  métallique  s'établit.  Le  fil  nu,  qui  a  un  poids  beaucoup 
moindre,  qui  donne  moins  de  prise  au  vent,  peut  être  placé  plus  haut, 
recevoir  de  moindres  flèches  et  présenter  en  somme  de  plus  grandes  ga- 
ranties d'isolement,  surtout  au  point  de  vue  des  mélanges  accidentels 
avec  les  fils  télégraphiques.  La  meilleure  précaution  à  prendre  pour 
éviter  ces  mélanges  est  encore  d'éloigner  le  fil  de  la  transmission  des 
autres  fils  au  contact  desquels  il  pourrait  être  amené  par  le  vent. 

En  définitive,  l'expérience  de  Creil  peut  déjà  être  considérée  comme 
ayant  parfaitement  réussi;  elle  montre  la  possibilité  de  transmettre  à  des 
distances  de  55  kilomètres  une  puissance  qui  a  dépassé  80  chevaux, 
avec  un  rendement  de  40  pour  100  en  moyenne,  et  dans  des  conditions 
de  durée  qu'on  n'avait  pas  encore  réalisées  dans  les  expériences  anté- 
rieures. 

Paris,  28  mars  188G. 

ÉD.  G. 
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349. 

Acide  carbonique,  IV,  160. 

Action,  II,  6;  III,  2;  —du  vent  sur  les 
girouettes  mobiles,  1,99;  —  théo- 
rème de  la  moindre  —,  HI,  92, 308  ; 

—  directe,  IV,  332  ;  —  s  mutuelles 
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ÀMPiRB,  I,  3;  IV,  439. 
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.4llSLEB,  II,  316. 
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tions, II,  79,  93. 
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Aplatwement  d'un  globe  tournant 
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l'observation  des  mouvements,  479  ; 
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M.  Deprez,  II,  397;  —  Ricci,  lY, 
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211  ;  —  de  la  statique  à  la  géomé- 
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courantes, II,  35  ;  —  des  forces  pa- 
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467. 
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projectile,  III,  54. 
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portionnelle à  la  distance,  II,  255, 
332;  V,  118  ;  —à  la  surface  du  so- 
leil, III,  365;  —  des  ellipsoïdes.  Y, 
138,  142, 143,  146,  152;  —  d'un  cy- 
lindre circulaire  indéfini.  Y,  129;  — 
d'un  cylindre  droit  sur  un  point  de 
son  axe  de  figure.  Y,  135. 

Attractives  (forces],  II,  8. 

Alwood,  III,  17,  547. 

ilvuficc  angulaire,  I,  444;  IV,  340. 

Aviation,  lY,  294,  405. 

Axe  d'une  rotation,  I,  239;  —  instan- 
tané, 221  ;  —  instantané  glissant, 
233  ;  —  instantané  du  croisillon  dans 
le  joint  universel,  458  ;  —  des  mo- 
ments, II,  55;  —  d'un  couple,  II, 
75  ;  —  central.  H,  88  ;  —  des  moments 
des  quantités  de  mouvement,  IIl,  275  ; 
grand  —  de  l'orbite,  III,  374  ;  mou- 
vement d'un  solide  autour  d'un  — 
fixe,  III,  382  ;  —  d'inertie,  III,  395: 

—  naturel,  III,  423,  620,  622;  — 
d'oscillation  du  pendule  composé,  III, 
430,  497. 

Axiome  au  sujet  du  mouvement  rela- 
tif, I,  92. 


B 


Baeiir,  y,  84. 

Bague,  I,  428. 

Baille,  III,  438  ;  lY,  438. 

Balance,  II,  366  ;  —  à  fléau,  366;  — 
romaine,  374  ;  —  de  Quintenz,  576  ; 
—  de  Roberval,  385  ;  —  à  résoudre 
les  équations,  401  ;  —  gyroscopique, 

III,  555. 
Balancier,  I,  432;  —  d'un  danseur  de 


INDEX  ALPHABÉTIQUE. 


480 


corde,  IV,  65;  ~  machine  à  vapeur 

à  —,  52,  324. 
fia/is^t^u^  intérieure,  III,  603;  lY,  365. 
Ballon  dirigeable,  IV,  406. 
Banc  k  broches,  I,  468. 
Barométrique  (nivellement),  IV,  145. 
Bataille,  I,  534. 

Battage  des  pieux,  III,  586;  IV,  312. 
Batterie  (éléments  réunis  en),  IV^  431. 
BÉLARGBIl,  III,  128,  293. 
Bélidor,  II,  392. 
Belleville  (chaudière),  IV,  413. 
Bknoist,  IV.  437. 
Bbntabol,  I,  529. 
BtfRABD,  Ii;  394. 404. 
Berkodlli,  m,  129  ;  ~  (Daniel),  IV,  205, 

208. 
Bebthot,  V,  129. 
Bertraho,  I,  138;  III,  377,  613;  V,  76, 

277,  310. 

BiTIlANCOLUT,  I,  327, 

Bielie  et  manivelle,  I,  422;  —  et  mani- 
velles inégales,  205,  429;  —  d'ac- 
couplement, 432:  — renversée,  IV, 
333. 

Billes  d'ivoire  (choc  de),  III,  582. 

Binaires  (forces),  II,  8. 

Bloom,  I,  534. 

Bobine  Siemens,  IV,  443. 

Bochet,  III,  614. 

Bohnenberger  (appareil  de),  III,  525. 

Boite  à  poids,  II,  371. 

Boite  à  étoupes,  IV,  315  ;  —  de  distri- 
bution, 320. 

Bombement  des  poulies,  I,  414. 

Bond,  V,  183. 

Boomarang,  II,  620. 

Borda,  II,  371. 

Bodgueb,  IV,  192,  401. 

Boulons,  I,  321, 

BocR  (Edmond),  I.  119,  357,  391,  421  ; 
II,  578;  III,  528. 

BooRDO.t,  I,  532. 

BOCBGET,  V,  475. 

BoossiNESQ,  m,  613;  V,  254,  473,  475. 

Brachistochrone,  III,  176,  209. 

Bradlet,  I,  263. 

Bras  d'une  roue  dentée,  I,  370;  — 
porte-train,  380. 

Brin  d'une  courroie,  I,  414;  —  con- 
ducteur, —  résistant,  419. 

Broche,  I,  468. 

Brocot,  I,  377. 

Brouette,  II,  488. 


Cabestan,  II,  431. 

Câble  de  M.  Uirn,  ou  télodynamique, 

I,  415;II,  624;IV,  457. 
Gailletet,  IV,  405. 
Gallandreau,  V,  182. 
Calorie,  IV,  222. 

Cam^«,  1,393,  394;  111,594. 

Canon  sans  recul  de  Harding,  IV,  370. 

Cjapillanlé,  IV,  124. 

Capital,  IV,  4. 

Caractère  individuel  de  la  loi  d'attrac- 
tion newtonienne,  111,613;  V,  161. 

Caractéristique,  I,  228;  —  s  de  la 
poudre,  IV,  428;  fonction  —  d'un 
fluide,  IV,  280. 

Cardan.  I,  463;  II,  379;  III,  483,487. 

Carkot,  h,  59;  IV,  14;  théorème  de 
—,  III,  589. 

Carhot  (Sadi),  IV,  237,  407. 

Garpektibr,  II,  603. 

Ca8«ki  (Dominique),  V,  185. 

Catalan,  V,  395. 

Cataracte,  IV,  330. 

Caucht,  IV,  139;  V,  241,  350. 

Cause  d'un  phénomène,  à  distinguer 
de  l'occasion,  IV,  373. 

Cauthornb  Un  WIN,  IV,  380. 

Gavé,  IV,  533. 

Cavendisii,  III.  434. 

Centre  instantané  de  rotation,  1, 194  ; 

II,  211;  —  des  accélérations  dans 
le  mouvement  épicycloïdal,  1, 299  ;  — 
d'oscillation  du  tiroir,  445;  —  de 
courbure  des  épicjcloïdes,  509;  — 
des  forces  parallèles,  11,42, 100;  — 
de  gravité,  II,  228,  255;  111,265; 

—  de  gravité  d'un  volume,  198,  257  ; 

—  d'une  surface,  259;  —  du  prisme, 
261  ;  —  du  triangle,  33, 259,  265  ;  — 
des  polygones,  263,  270;  —  du  tra- 
pèze, 266;  —  du  quadrilatère,  268 

—  d'une  droite  non  homogène^  271 

—  d'un  segment  parabolique,  272 

—  d'un  segment  de  cercle,  274;  — 
d'un  arc  de  cercle,  277  ;  —  d'un  sec- 
teur circulaire,  291;  — de  l'hélice, 
292  ;  —  de  la  zone  sphërique,  294  ;  — 
d'un  fuseau  sphérique,  296  ;— du  cône 
et  de  la  pyramide,  298  :  —  d'un  seg- 
ment de  sphère,  305  :  -  d'un  para- 
bolojide  de  révolution,  506;  —  delà 
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cycloïde,  508  ;  —  d*an  arc  d'ellipse 
ou  de  lemniscate,  512;  —  de  la  cour- 
bore,  343  ;  —  de  masses  placées  aux 
sommets  d'un  triangle,  641  ;  centre 
des  moments,  II,  55;  —  de  percus- 
sion, III.  421,498.564;  lY,  172;  — 
de  pression,  lY,  167  ;  —  d'une  aire 
plane,  170;  centre  de  poussée,  lY, 
184;  —  de  carène,  187;  —  de  rota- 
tion et  de  similitude,  Y,  35. 

Centripète  (accélération),  I,  129. 

Cerceau  (mouvement  du),  III,  566. 

Cercle  osculateur,  I,  131;  —  de  roule- 
ment I,  293. 

ChatnetU,  I,  218;  II,  517,  532. 

Chaleur,  III,  305;  lY,  221  et  suiv.;  — 
latente,  221  ;  —  spécifique,  222, 261  ; 

—  de  vaporisation,  262;  chaleur  et 
travail,  lY,  294;  —  produit^  par  un 
courant,  435. 

Champ  magnétique,  lY,  445;  Y,  478. 

Changement  de  sens  d'une  transmis- 
sion par  courroie,  1, 216,  —  du  rap- 
port des  vitesses  angulaires  d'arbres 
tournants,  417,  53  i  ;  —  de  voie,  326; 

—  de  variables.  Y,  311. 
Chapeau.  I,  521. 

Chasles,  I,  228,  508;  II,  102,  545;  Y, 
158  et  suiv. 

Châssis,  I,  380, 

Chaudière,  lY,  315,  412;  -  lubulaire, 
335  ;  —  Field.  —  Suher,  413  ;  —  Bel- 
leviUe,  415. 

GafeiRi,  m,  639. 

Chemise  de  vapeur,  lY.  519,  415, 

Cheval  (travail  du),  lY,  290; va- 
peur, 4. 

Choc,  ill,  576  et  suiv;  624  et  suiv  ;  — 
longitudinal  d'une  lige  élastique,  Y, 
475. 

Chronographe  de  H.  Martin  de  Brelte5, 

I,  488  ;  —  de  N.  Scbûltz,  489. 
Chronomètre,  1,  2, 480  ;  —  à  pointage, 

480. 
Chute  d'un  corps  pesant,  I,  47  ;  III  ;  — 

d'une  grande  hauteur,  III,  527. 
Cinématique,  I;  II,  211;  Y,  1  et  suiv.; 

—  des  fluides,  Y,  84. 
Circonférence  des  inflexions,  I,  295  ; 

—  8  primitives  (engrenages).  332; 
— partage  de  la  — en  parties  égales, 

II,  290. 

Circulation  (vitesse  de),  I,  82,  85. 
Clairaut,  II,  541. 


GLAPKTE03I,  lY,  338,  408;  Y,  218. 

Clarke  (machine  de),  lY.  447. 

Classes  de  transmissions  de  mouve- 
ment, I,  327. 

Cladsivs,  IY,  240,  278,  408;  Y.  208. 

Glebsch,  y,  254;  475. 

Glémekt  et  Desobhes,  IY,  258. 

Clebk  Maxwell,  IY,  435. 

Coefficient  du  frottement,  II.  152;  — 
d'élasticité,  II,  561;  Y,  246;  —  de 
contraction  de  la  veine  fluide,  IV, 
212. 

Gohbes,  IV,  277,  352,  354 

Comparaison  des  modes  de  transmis- 
sion du  travail  à  distancé;  IV,  457. 

Compressibilité  des  liquides  IV,  118. 

Coin,  II,  445. 

Colatitude,  I,  84;  Y,  275. 

ColUt,  I,  321. 

Collier,  (,428;  —à galets,  I,  324. 

Comble  à  la  Mansard,  II,  586 

Composante  géométrique,  I,  60  ;  —  s 
de  la  vitesse  d'un  point  d'un  solide 
qui  loiirnc  autour  d'un  point  fixe, 
253,  508,  512;  —  s  de  l'accélération 
complémentaire,  276  ;  —  a  de  Taccé- 
lération  totale,  132;  —s d'une  force, 
11,4  ;  —  s  de  la  force  centrifuge  com- 
posée, III,  326;  —  a  de  ratlraclion 
exercée  sur  un  point  matériel.  Y, 
116,  120. 

Composition    de  droites  finies,  1,60; 

—  des  mouvements  élémentaires, 
258  et  suiv.  ;  —  des  forces,  II,  3, 
22  ;  —  des  forces  concourantes,  14 
et  suiv.,  607;  —  des  forces  paral- 
lèles, 56;  V,  50;  —  des  couples, 
76  ;  —  des  forces  d'inertie,  III,  267  : 

—  des  forces  d'inertie  d'un  corps 
tournant,  413;  —  des  quantités  de 
mouvement,  266,  275,  426. 

Cjonchoîde,  I,  109, 199  ;  Y,  44. 

Condenseur,  IY,  315. 

Conditions  relatives  aux  limites  (hydro- 
dynamique), IY,  163. 

Cône  du  Â'ottement,  II,  155. 

Conjonction  des  planètes,  I,  104;  — 
du  soleil  et  de  la  lune,  IY,  153.* 

Conservation  des  forces  vives,  III, 
302. 

Constantes  canoniques,  —  usuelles, 
Y,  537,  343. 

Construction  de  Savary,  I,  344,  511, 
516;  —  du  lieu  des  centres  de  gra- 
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vite  des  arcs  de  cercle,  II,  282, 288  ; 

—  du  centre  de  gravité  des  aires 
planes,  322. 

COKTI,  III,  614. 

Contrepoids,  IV,  66  et  suiv.  ;  —  pour 
une  manivelle  à  simple  effet,  68, 
82  ;  —  à  double  effet,  71  ;  —  pour 
une  manivelle  double  à  double  efTet, 
75  ;  généralités  sur  les  —,  77  ;  — 
destinés  à  augmenter  la  stabilité  des 
machines,  87,  02  ;  —  compensateur 
des  c&bles  dans  les  machines  d*ei- 
traction  V,  56. 

Contre-vapeur,  IV,  98,  419. 

Coordonnées  d'un  point  mobile,  I,  55  ; 

—  polaires,  84. 
Coquille,  l,  521,  422  ;  II,  449. 
Cordes  vibrantes,  V,  427. 

CoRioLis,  I,  276;  III,  128.  317;  V. 
218. 

Corliss  (machine),  IV,  414. 

Cornouailles  (machine  de),  IV,  328. 

Gor:id,  III,  438. 

Corps  déformables,  V,  219  ;  —  homo- 
gènes et  d'élasticité  constante,  210. 

Csosinus  d*un  angle  infiniment  petit, 
I,  82. 

Ck)ccHE,   IV,  88. 

Coulisse  de  Stephenson,  I,  449  ;  IV, 
345. 

Coulisseau,  I,  449. 

CoDLon,  II,  151,  481  ;  III,  434. 

Coulomb  (unité).  IV,  438. 

Couple,  II,  53,  70  ;  —  résultant,  86  ; 

—  instantané  (effet  d'un)  sur  un 
corps  solide  qui  a  un  point  fixe,  III, 
475. 

Coups  de  collier,  IV,  239. 

Courant  électrique,  I,  481;   IV,  430; 

—  s  de  Foucault,  IV,  456. 
Courbe  des  espaces  I,  18  ;  V,  7  ;  —  des 

vitesses,  23  ;  —  des  accélérations  tan  • 
genlielles,  34,  448  ;  —  d'évidement 
(engrenages),  347  ;  —  s  roulantes,  I, 
397,  V,  23  ;  —  s  dérivées,  402  ;  — 
en  cœur,  403  ;  —à  longue  inflexion, 
434,  436,  521  ;  —  des  espaces  en 
coordonnées  polaires,  V,  4;  —  des 
vitesses  en  fonction  des  espaces,  V, 
21  ;  —  de  poursuite,  V,  21  ;  —  s 
funiculaires,  II,  500  ;  V,  66  ;  —  de 
sûreté,  III,  30,  604. 

Courbure,  I,  131  ;  III,  139. 

Courroie  sans  fin,  II,  587. 


Coussinet,  I,  321. 

Crapaudine,  I,  323  ;  —  à  arcade,  324. 

Création  de  valeur,  IV,  15. 

Crémaillère,  I,  354. 

Gremona,  II,  636. 

Creux  (engrenages),  I,  368. 

Cric,  II,  433. 

Croisillon,  I,  433. 

Culbuteur  de  Hardy,  111,526. 

GuLMAim,  II,  636. 

Culot,  I,  323. 

Cycles  (chaleur),  IV,  228;  >~  directs, 

—   inverses,  228  ;  —    de   Carnot, 

237   240    258. 
Cycloîde,  I,  208 ,  285  ;  III,  167  ;  V,  27. 
Cylindre  de  soulèvement,  I,  324. 


D 


Daniell  (pile  de),  IV,  430. 

Darmox,^  m,  613,  624  ;  V,  100. 

Davy,  IV.  407. 

Dbbirb,  I,  443. 

Décomposition  de  l'accélératioti  to- 
tale suivant  la  tangente  et  la  nor- 
maie  principale,  I,  132;  —  ana- 
lytique de  l'accélération  totale,  141; 

—  du  mouvement  élémentaire  d'un 
solide,  231;  —  de  l'accélération 
complémentaire  suivant  les  trois 
axes,  276  ;  —  de  la  force  en  deux 
composantes,  l'une  tangentielle , 
l'autre  normale  à  la  trajectoire,  III, 
23  ;  —  des  moments  des  quantités 
de  mouvement,  284;  —  des  forces 
vives.  304. 

Déformation  du  sphéroïde  terrestre,  V, 
196  ;  —  d'un  solide  élastique,  229  ; 

—  élémentaire  des  solides,  V,  236  et 
suiv. 

Degrés  de  la  marée,  V,  200. 

Deladnat.  II,  537  ;  V,  201,  349,  563. 

Démonstration  analytique  des  lois  du 
déplacement  d'un  solide,  I,  497  ;  — 
des  lois  du  déplacement  d'une  fi- 
gure  plane  dans  son  plan,  501,  V  ; 

—  élémentaire  de  la  formule  de  la 
vitesse  du  son  dans  les  barres  élas- 
tiques, V,  446. 

Densité  des  vapeurs.  IV,  265;  — 
moyenne  du  globe  terrestre.  IV, 
438  ;  —  des  couches  du  globe  ter- 
restre, V,  179.181. 
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DenU  d'engrenage,  I,  332. 

Dépense  d'un  orifice,  IV,  212,  255  ;  — 
de  combustible  par  heare  et  par  che- 
val (machines  à  vapeur),  lY,  411. 

Déplacement  d'une  droite,  I,  190;  — 
d'un  plan,  227  ;  —  d'un  solide,  229, 
237  ;  —  d'un  cercle  de  rayon  varia- 
ble, Y,  35. 

DspnBZ  (Marcel),  I,  489;  II,  316,  397. 
602;  III,  614,  618,  624;  IV,  348,  352. 
423,  443;  V,  39,477. 

Dérivée  d'une  fonction,  1, 16. 

Desargurs.  II,  629. 

Dsscautes,  III,  129. 

Description  de  l'ellipse  d'un  mouve- 
ment continu,  1, 199. 

Désembrayage  d'un  outil,  I,  416:  — 
partiel  d'un  groupe  de  corps  tour- 
nants, IV,  375. 

Desiderata  de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  IV,  410. 

Dbsortiadx,  IV,  428. 

Détente,  1, 440;  —  (machines  à  vapeur), 
IV,  275,  317;  —  variable,  344;  — 
Meyer,  344;  —  Farcot,  345  ;  —  Mar- 
cel Deprez,  348;—  Clapeyron,  338; 
—  par  échelons,  415. 

Détermination  de  la  vitesse,  1,20;  — 
de  l'accélération  totale,  125, 164;  — 
analytique  de  l'axe  instantané  glis- 
sant, 253  ;  —  analytique  des  aies  de 
rotation  conjugués,  259  ;  —  des  axes 
d'une  ellipse  dont  on  connaît  un 
système  de  diamètres  conjugués,  214, 
495;  —  analytique  de  la  résultante 
et  du  couple  résultant,  II,  80;  —  de 
l'axe  central,  91  ;  —  d'un  volant  pour 
une  machine,  IV,  35  et  suiv.,  378; 
—d'un  contre-poids,  84  ;  —  des  fonc- 
tions arbitraires  dans  le  problème 
des  cordes  vibrantes,  V,  434. 

Développement  d'une  fonction  en  série 
de  sinus  et  cosinus,  IV,  79;  —  en 
série,  V,  350  ;  —  en  série  de  la  Tonc- 
tion  perturbatrice,  V,  355;  —  des 
variables  du  mouvement  elliptique, 
364. 

Diagramme  de  Zeuner,  1,  446;  — des 
vitesses  du  tiroir,  448. 

Diapason  (emploi  du),  I,  480;  III,  605. 

Différence  géométrique,  II,  32. 

Dilatation  cubique  d'un  solide  défor- 
mé, V,  231. 

Dimensions  à  donner  aux  différentes 


parties  d'une  roue  d'engrenage,  I, 
360. 

Direction  d'une  force,  I,  2;  II,  5;  — 
de  la  vitesse,  1, 16  ;  —  de  Taccéléni- 
tion  totale,  128;  —  à  donner  à  un 
parapluie  pour  s'abriter  le  mieux 
possible  quand  on  marche,  101  ;  — 
des  aérostats,  IV,  294. 

Discussion  de  Téquation  du  mouve- 
ment des  machines,  IV,  7  ;  —  de 
l'équation  de  l'hydrostatique,  137, 
140. 

Distance  des  centres  du  cercle  inscrit 
et  du  cercle  circonscrit  k  un  trian- 
gle, II,  336. 

Distributeur  de  Maudalay  à  robinet 
tournant,  IV,  414. 

Distribution  à  détente  fixe  (machines 
k  vapeur),  IV,  338  ;  —  à  détente  va- 
riable, 344  et  suiv.  ;  —  Marcel  De- 
prez, 348  ;  —  des  axes  principaux 
d'inertie  dans  le  plan,  V,  94  ;  —  de 
la  pesanteur  k  la  surface  d'un  ellip- 
soïde tournant,  V,  176;  —  des  den- 
sités dans  l'intéiieur  du  globe  ter- 
restre, 179. 

Divisions  de  la  mécanique,  I,  3. 

D'oifs  EN  Brat,  I,  527. 

Double  engrenage  conique,  1, 362  ;  — 
joint  de  Hooke,  460;  —  pesée,  II, 
371  ;  —  effet  (machines),  IV,  315. 

Droite  projetante,  1, 52  ;  —  considérée 
comme  épicycloïde,  217;  —  s  con- 
juguées ,  230  ;  —  s  qui  conservent 
leur  parallélisme  dans  le  déplace- 
ment d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  504;  —  fixe  (astronomie),  V, 
273. 

Drocbts,  IV,  75, 

Dcpni  (Charles),  III,  140. 

DupRÉ  (Athanasb),  IV,  307,  425. 

DupuiT,  II,  481. 

Ddpdt  de  LOME,  IV,  406. 

Dynamique,  I,  3;  II,  9;  III,  IV;  —du 
point  matériel,  III,  23  et  suiv.  ;  — 
des  systèmes,  233  et  suiv.;  —  des 
corps  solides,  383  et  suiv.;  ques- 
tions de  —,  V,  68  et  suiv. 

Dynamomètre,  II,  232;  —  de  traction, 
594,  596. 


B 


Écart  du  tiroir,  I,  445. 
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Échanfreinement  des  dents  d'engre- 
nage, I,  351. 

Échappement  (machines  à  vapeur),  IV, 
276. 

Échelle  des  temps,  des  espaces  par- 
courus, 1, 18  ;  —  des  espaces  et  des 
vitesses,  V,  1. 

Écoulement  en  mince  paroi,  IV,  210; 

—  par  filets  parallèles,  212  ;  —  per- 
manent des  gaz,  250  ;  —  des  va- 
peurs, 271  ;  —  des  solides,  V,  254. 

Éerou,  n,  457. 

Eddt,  IV,  409. 

Efforts  intérieurs  auxquels  un  volant 
est  soumis,  lY,  59. 

Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction, 
II,  6;  —  entre  le  travail  moteur  et 
le  travail  résistant,  IV,  14;  —  de 
pression  en  tous  sens  dans  les  flui- 
des parfaits,  124;  —  des  compo- 
santes tangentielles  de  la  force  élasti- 
que, situées  dans  des  plans  rectan- 
gulaires, et  normales  à  l'arête  com- 
mune A  ces  plans,  V,  223. 

Élasticité,  II,  141,  560;  V,  219  et  suiv. 

Élastiques  (corps),  III.  570  ;  V,  219. 

Électricité^  IV,  362,  420  et  suiv. 

Électro-aimant,  IV,  362. 

Électrodes,  IV,  430;  —  polarisation 
des  —  ,  463. 

Éléments  elliptiques  {islronomie),  III, 
372*  V   273. 

Ellipse,  i,  147  ;  II,  178, 544  ;  —  s  rou- 
tantes  399  * 

Ellipsoïde  d'inertie,  111,394;— d'élas- 
ticité, V,  225  ;  —  s  homofocaux,  V, 
139;  ^  à  axes  inégaux  (attraction), 
V,  174. 

Emkrayage  à  cône  de  friction.  II,  478  ; 

—  alternatif  mis  en  mouvement  par 
un  régulateur,  IV,  110. 

Emplois  divers  de  l'électricité,  IV,  463. 

Énergie,  IV,  442,449;  —  potentielle, 
372. 

Engrenages,  I,  329;  H,  464;  —cylin- 
driques, I,  329  et  suiv.  ;  —  coniques, 
1,329,  360;  II,  472;  —  hyperbo- 
loîdes,  I,  329,  364;  —  hélicoides, 
368;  —  intérieurs,  349,  352;  —  à 
lanterne,  346;  —  à  flancs  rectili- 
gnes,  350,  352;  —  à  développantes 
de  cercle,  355,  517;  —  accolés  et 
échelonnés  de  Hooke,  358  ;  —  sans 
frottement  de  Wbite,  357  ;  —  plané - 


Uires  de  Watt,  380;  —  divers.  H, 
478  ;  IV,  324. 

Entrainement  (vitesse  d*  —  ,  mouve- 
ment d'  — ),  I,  88. 

Entropie,  IV,  280. 

Enveloppe  d'une  ligne  mobile,  1,111, 
207. 

Épure  Fauveau,  IV,  342. 

Équation  du  mouvement  d'un  point 
sur  sa  trajectoire,  1, 9  ;  —  de  Savary, 
343;  —  s  d'équilibre,  II,  126,  191  ; 
résolution  des  —  s  numériques,  347, 
401  ;  de  V  —  du  second  degré,  351  ; 
—  s  de  la  dynamique,  III,  99;  — 
des  forces  vives,  IV,  2,  4  ;  —  discus- 
sion de  r  —  des  forces  vives,  7, 13  ;  — 
usage  de  1'  —  des  forces  vives  pour 
la  recherche  des  tensions  des  liens, 
26;  —  de  l'hydrostatique,  136;  —  s 
de  l'hydrodynamique,  195,  197  ;  — 
de  continuité,  196  ;  —  simplifiée  de 
l'hydrodynamique,  200  ;  —  s  fonda- 
mentales de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  227  ;  —  de  Poisson  ou  de 
Laplace,  249;  —  de  Weisbach,  257; 

—  de  Kepler  V,  364  ;  —  s  aux  déri- 
vées partielles,  V,  257  ;  —  séculaire 
de  la  lune,  349;  —  s  du  mouvement 
périodique,  407  ;  —  s  différentielles 
simultanées,  404  ;  —  des  cordes  vi- 
brantes, 432. 

Équilibre,  I,  3;  H,  6,  8  ;  —  d'un  point 
matériel  libre,  9  et  suiv.  ;  —  d'un 
système  matériel,  107, 140  ;  —  d'un 
point  soumis  à  des  liaisons,  112; 
d'un  solide  géométrique,  124  et  suiv.  ; 

—  stable,  113,360;  —  conditionnel, 
122  ;  —  indifférent,  362  ;  —  d'un 
fil,  I,  494;  V,  398  ;  --  d'un  fil  appli- 
qué sur  une  surface,  I,  539  ;  —  exté- 
rieur, —  intérieur,  131;  —  d'un 
tétraèdre,  352  ;  —  d'un  système  pe- 
sant à  liaisons,  360;  —  des  poots- 
levis,  389  ;  —  des  forces  dans  le  mou- 
vement uniforme,  408  ;  —  du  treuil, 
en  tenant  compte  du  frottement, 
419  ;  —  de  la  vis,  457  ;  —  des  poly- 
gones articulés,  579  et  suiv.  ;  —  des 
fermes,  631  ;  —  d'un  polyèdre,  619  ; 

—  dynamique,  III,  256  ;  conditions 
générales  de  1'  —,  295 ;  —  de  Tat- 
mosphère  terrestre,  IV,  151  ;  —  du 
prisme  di*oit  flottant,  179;  —  relatif 
d'un  liquide  tournant  autour  de  la 
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verticale,  153;  —  d'une  masse  fluide 
animée  d'uiv  mou?ementde  rotation 
uniforme,  V,  169  ;  —  des  quantités 
de  mouvement  dans  le  mouvement 
vibratoire,  215;  —  du  parallélépi- 
pède élémentaire,  —  du  tétraèdre 
élémenUirc,  221,  223;  —  d'élasti- 
cité, 242;  —  d*un  système  articulé, 
V,  52. 

Équipage  de  roues  dentées,  l,  540. 

Équivalence  de  deux  systèmes  de  forces, 
H,  95. 

Équivalent  mécanique  de  la  chaleur, 

IV,  223,  226,  231,  23ÎJ;  -  calori- 
fique du  travail)  226. 

Espace  parcouru,  I,  11  ;  —  mort,  ou 
nuisible,  lY,  318. 

Établiuement  du  volant  dans  le  cas 
général,  IV,  48,  378, 

Établissemetit  du  port^  Y,  199. 

Étal  gaio-liquide,  IV, 405  ;  —  de  satu- 
ration (vapeurs),  120. 

Étirage  de  vapeur,  IV,  413. 

Éther,  V,  470. 

Étude  du  mouvement  uniforme,  1, 57  ; 

—  du  mouvement  à  Taide  de  ses 
projections  sur  les  axes,  56. 

Eudiomètre,  IV,  362. 

EuLEn,  I,  340,  516;   III,  209;  V,  274, 

476  ;  turbine  d*  —  ,  IV,  290. 
Évaluation  des  vitesses,  I,  12;  —  des 

aires,  27. 
Examen  du  cas  particulier  où  le  point 

attiré  fait  parliedu  système  attirant, 

V,  127. 

ExcentriciU  de  l'ellipse,  I,  167  ;  III, 
374;  —  (astronomie)  V,  557,  343, 
351. 

Excentrique  Horin,  I,  406  ;  —  trian- 
gulaire, 408  ;  —  à  cadre  411  ;  —  à 
collier,  428. 

Expérience  des  mines  de  Freyberg, 
lU,  329;  V,  100;—d6  Gavendish,  III, 
434  ;  —  de  Foucault,  332,  486,  536  ; 

—  de  Sevran-Livry,  604  ;  —  de  H.  Ha  • 
rey,  625;  —  d'Athanase  Dupré,  lY, 
307  ;  425  ;  —  de  Vincennes,  sur  le  tra- 
vail de  l'homme,  291  ;  —  de  M.  Uirn; 
416  ;  -—  s  sur  le  frottement,  423  ;  — 
sur  la  transmission  du  travail  à  dis- 
tance, 452  et  suiv.  ;  —  de  Creil,  IV, 
434;  V,  477. 

Extension  de  la  définition  du  mot  vi- 
tesse, I,  50;  —  des  courroies,  419; 


—  des  solides,  II,  142  ;  —  des  fils  et 
des  tiges,  560;  —  du  théorème  de 
Guldin,  II,  333. 

Extra-courant,  IV,  462. 

Ettelwkin,  I,  482,  526. 


Facteurs  du  travail  journalier,  IV. 
288. 

Fabaoat,  IV,  404,  441. 

Farcot,  IV,  113,  545,  411.  410. 

Farcol  (détente),  IV,  345. 

Faoteau,  IV,  342. 

Forme*  en  charpente,  II,  5S2. 

Fbrcdsson,  I,  384. 

Fbssbl,  UI,  538. 

Figures  corrélatives,  I,  508  ;  —  réci- 
proques, II,  634. 

Fil,  II,  404  ;  III,  70  ;  V.  398  ;  —  ap- 
pliqué sur  une  suHace,  II,  539,  Si8. 

Fixes  (machines),  IV,  7. 

Flamant,  V,  234,  475. 

Flèche  du  dynamomètre,  li,  283. 

Flebmico  Jenkix,  II,  630. 

Flexion,  II,  142. 

Flottant  (oscillation  d'un  corps),  IV, 
395. 

Fluides  (corps),  II,  7  ;  IV,  117  et  suiv.  ; 

—  naturels,  126. 
Folle  (balance),  II,  569. 

Fonction  des  vitesses,  IV,  198;  —  ca- 
ractéristique d'un   fluide,  IV,  280  ; 

—  des  forces,  V,  203,  278;  ~  prin- 
cipale, 257  ;  —  caractéristique,  259  ; 

—  perturbatrice,  526. 
Fonctions  elliptiques,    III,  191,  453; 
.  V,  401  ;  -  X,,  V,  374;  —  de  Sturm, 

V,  377. 
Force,  I,  2;  II,  2;  III,  3  ;  —  intérieure, 

—  extérieure,  II,  8  ;  III,  260. 617  ;  —  s 
concourantes,  II,  11  ;  —  s  parallèles, 
32  et  suiv.;  —  de  liaison,  110,  206; 

—  mouvante,  —  résistante,  407  ;  — 
d'inertie,  II.  622;  III,  125,  255:  — 
constante.  III,  3;  mesure  de  la  — , 
19,  601  ;  —  instantanée,  510,  610;  — 
apparente,  316  ;  —  centrifuge  com- 
posée, 317  ;  —  centrifuge,  323;  — 
d'un  corps  en  mouvement,  129;  — 
en  action,  —  en  puissance,  ou  poten- 
lielle,  IV,  288;  —  électromotrice* 
431  ; —contre-électromotriceou  élec^ 
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trorootrice  inverse,  451  ;  V,  482  ;  —  s 
élastiques,  dues  aux  déformations,  V, 
23ti;  —  vi?e,  III,  61,  128.  304;  — 
théorème  des  — s  vives,  55,78,146, 
288;  Y,  258;  —vive  d'un  système  de 
corps  solides,  quand  on  tient  compte 
des  mouvements  vibratoires,  Y,  212. 

Forme  de  la  surface  de  la  mer,  lY, 
150;  —  de  Teaudans  les  aufçets  d'une 
roue  en  dessus,  200;  —  d'équilibre 
d'un  fluide  tournant,  Y,  160;—  ca- 
nonique, Y,  285,  201 . 

Formule  de  >\inis,  I,  380;  —  de  Sa- 
vary,  343;  —  de  M.  Gérsrdin,  lY, 
218. 

Foucault,  I,  264;  III,  332,  483,  486, 
528,  536,  623  ;  Y,  101  ;  courants  de 

—  .  lY,  114. 
Foueltement  de  la  bielle,  lY,  34. 
Fourneyron  (turbine),  lY,  206,  200. 
Foyer  d'un  plan  mobile,  I,  228  ;  —  de 

l'ellipse  trajectoire  d'une  planète, 
167  ;  —  des  machines  à  vapeur,  lY, 
316. 

Fraction  continue,  ï,  330;  —  inter- 
médiaire, 373  ;  —  la  plus  simple  b 
insérer  entre  deux  fractions  don- 
nées, 375,  518. 

Frais  généraux,  —  proportionnels,  II, 
570. 

Franchol  (machine),  lY,  354. 

Fra!ckb,  y,  100. 

Frein  à  lame  flexible,  II,  555;  lY,  03 
et  suiv.  ;  —  de  Prony,  508  et  suiv.  ; 

—  k  bande.  03;  —  de  chemin  de  fer, 
04;  -:-  Achard,  —  Guérin,  —  Le- 
febvre  et  Doré,  —  Nolinos,  08;  —  à 
contre-vapeur,  08  ;  —  Westinghouse, 

—  à  ?ide  (Smith),  09. 
FRBS^EL,  II,  183;  Y,  476. 

Freyberg  (expérience  de).  111,  3*20,  Y, 
100. 

Froment,  IY,  362. 

Frottement,  I,  331;  II,  111,  151,  410, 
441,  460,  464,  etc.;  III.  215,  550, 
614  et  suiv.;IY,  423;  —  au  départ,  II, 
153;  —  dans  les  engrenages,  464; 

—  d'un  fil   sur  une  surface,  548. 
Fuêée  conique,  I,  482. 


Galilée,  III,  17,  163;  Y,  183. 
Galvanomètre^  IY,  440. 


Gacss,  11,223;  Y,  110. 

Gay-Lussac,  IY,  110,  258. 

Gaz,  II,  7;  IY,  117  et  suiv.,  282,  404; 

—  permanents,  IY,  118^  130,  247  ;  — 
pesants,  130, 144. 

Généralisation  du  problème  de 
M.  Edouard  Lucas,  Y,  31;  —  du 
problème  des  courbes  roulantes,  V, 
25. 

Généraliléa  sur  les  contrepoids,  IY, 
77  ;  —  sur  les  régulateurs ,  3S2. 

Genou,  II,  570. 

Genres  des  transmissions  de  mouve- 
ment, I,  327. 

Géométrie  à  quatre  dimensions,  l,  3; 

—  des  masses,  5;  II,  227,  255;  IH, 
387,626;  Y,  115  cl  suiv. 

GiBARDIR,  IY,  218. 

Gilbert,  Y,  100. 

Glace  du  liroir,  I,  444. 

Glissement  (vitesse  de),  I,  82,  85;  — 

simple,  — mixte,  —mixte  angulaire, 

268;  —  total,  337. 
Glissière,  I,  325;  II,  440. 
Godet  de  graissage,  I,  521 . 
Gooin,  IY,  37. 
Grain  d'acier,  I,  3*15. 
Gramme  (machine),  IY.  447. 
Graphique  des  trains,  I,  42. 
Gravitation  universelle.  II,  255;  IH. 

556. 
Grosbert,  I,  487. 
Grue,  II,  580. 
Gruet,  III,  623. 
Guides  du    mouvement,  I,  510,  521, 

525. 
Gyrobaroscope  de   M.  Gilbert,  Y,  101 
Gyroscope,  III,  483,  485,  528,  623. 
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IIaag,  y,  28. 

Halphen,  III,  613;  Y,  100. 

Halsie,  IV,  447. 

Hamiltoii,  y,  283. 

Hardirg,  IY,  370. 

Hardt,  III,  526. 

Harmoniques  d'un  tuyau.  Y,  463. 

Hart,  I,  528. 

Hausses  pour  le  tir,  III,  50,  501. 

Hauteurs  d'un  triangle,  II,  615;  — 

d'un  tétraèdre,  618. 
Hélice  (rayon  de    courbure  de  1'). 
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1, 143;  point  assujetti  à  glisser  sur 
une  —  ,  II,  119  ;  centre  de  gravité 
d'un  arc  d'  —  ,  292;  —  propulsive 
IV  332. 

Hélicaidal  (mouvement),  I,  232,  252  ; 
—  e  (surface),  applicable  sur  une  sur- 
face de  révolution,  II,  324;  —  e 
(surface)  à  plan  directeur,  328. 

Hélicoîde  (engrenage),  I,  568. 

Hélicoptère,  lY,  406. 

Helmholtz,  IV.  408;  V.  463. 

Herpoiodie,  III,  459,  464;  V,  99. 

IIbsse,  III,  629,  639. 

Uedib,  1,464. 

HipPARQUB,  I,  265;IIl,  288. 

HiRR,  I,  415;  m,  614;  lY,  232,  408. 

HiascH,  1,531;  IV,  411,416,  420. 

Homme  ^(travail  journalier  de  1'  ),  IV. 

290. 

Homogénéité  des  formules  de  la  dyna- 
mique, III,  120, 585  ;  —  des  formules 
des  volants,  IV,  47  ;  —  des  formules 
électriques,  IV,  433. 

HooKE,  I,  358,  460. 

Horloge  à  lunaisons,  I,  391 . 

Hospitalier,  IV,  437. 

HuoojiioT,  V,  475. 

HoTGBss,  I,  339,  478;  II,  183;  III,  129, 
182,  302;  IV,  407  ;  V,  183,476. 

Hydraulique,  IV,  206;  moteurs  —  s. 
IV,  295. 

Hydrodynamique,  I,  4;  IV,  193  et  suiv. 

Hydrostatique,  I,  3;  IV,  127  et  suiv. 

Hyperbole,!,  115. 

Hyperbolotde  à  une  nappe,  II,  46  ;  — ■ 
de  révolution,  89. 

Hypothèses  particulières  introduites 
dans  la  solution  du  problème  de 
l'hydrodynamique,  IV,  198;  —  hypo- 
thèse de  la  théorie  de  l'élasticité,  V, 
220. 

I 

Imaginaires  (introduction  des  —  en 
cinématique),  1, 500  ;  —  nombres  —  , 
II,  30  ;  —  racines  —  des  équations 
algébriques,  349. 

Imperfection  des  régulateurs,  IV,  109, 
110,  112. 

Impossibilité  du  mouvement  perpétuel, 
IV,  10. 

Impulsion  élémentaire,  III,  62. 

Inclinaison  de  l'orbite,  III,  373;  V,  343. 


Indépendance  de  reffet  des  forces.  II, 
3  ;  III,  2. 

Indications  bibliographiques,  I,  489: 
m,  613;  V,  401. 

Indicatrice  des  accélérations  totales,  I, 
137  ;  —  spbérique,  138  ;  —  des  ten- 
sions, II,  508  ;  —  (dans  les  surfaces), 
III,  140. 

Induction,  IV,  441. 

Inégalités  séculaires,  —  périodique?, 
III,  376;  V,  274,  348. 

Inertie,  ï,  426  ;  II,  1  ;  III,  1,  20,  604: 
—  force  d'  —,  III,  125  :  —  moments 
d'  —,  II,  543  ;  m,  387,  629. 

Influence  de  la  translation  de  la  terre 
sur  la  pesanteur,  III,  368  ;  —  des 
masses,  IV,  64. 

Instant,  1,  1. 

Instinctifs  (mouvements),  IV,  287. 

Intégrabilité  de  la  fonction  des  forces 
(hydrostatique),  IV,  164. 

Intégrale  des  forces  vives,  111,80,300; 
V,  258,  296;  —  s  des  équations  de 
la  dynamique,  III,  99;  V,  257;  — 
complète  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  V,  280. 

/fi^^^ra^n  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  relative  au  mouvement  des 
fluides,  IV,  202  ;  —  d'une  fonction 
de  trois  variables  indépendantes, 
137;  —  de  l'équation  des  cordes 
vibrantes,  V,  433  ;  —  de  la  même 
équation  par  les  séi*ies  trigonomé- 
triques,  457;  —  de  l'équation  du 
mouvement  vibratoire  d'un  gaz  indé- 
fini, 467. 

Inlégromètre  de  M.  Deprez,  II,  316. 

Intensité  d'une  force,  I,  2  ;  II,  5  ;  — 
d'un  courant  électrique,  IV,  431. 

Intersections  successives  d'une  ligne 
mobile,  1, 207. 

Invariabilité  des  grands  axes  et  des 
moyens  mouvements,  V,  348. 

Irrégularités  locales  des  marées,  V,  201. 

Isotherme  (ligne),  IV,  337. 

IVORT,  V,  158. 

Iimc,  III,  629. 


Jacodi,  11,340;  IV,  443;  V,  174,  255, 

274,  298. 
Jamin,  IV,  405. 
Jante  d'une  roue  d'engrenage,  I,  370. 
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Jett  dans  les  engrenages,  I,  370. 
Joint  aniversel,  —  hollandais,  I,  455  ; 

—  de   Hooke,  460;  —  de  Cardan, 

462;  ~  d'Oldham,  477. 

JONQniÈRB8(Dl),    V,  201. 

JooLB,  lY,  232,  407,  408,  436. 
Jour  sidéral,  —   solaire,   —  moyen, 
1,262. 


KtPLKB,  1,  103, 167;  III,  115,  358,606; 

V,  364. 
KHogrammèlre,  IV,  4. 
Krebs,  IY,  406. 
Kretz,  I,  420;  II.  106. 
Kdrtz,  I,  534. 


Lagrange,  I,  3,  330;  II,  541.  573;  III. 
116.  135,  209,  379;  IV,  198;  V,  280, 
283,  357,401,474. 

Lalariii,  11,349,  404,  619. 

Lam£,  V,  210,240,  253,  475. 

Lancrbt,  II,  544. 

Languettes,  I,  325. 

Lanterne^  I,  348. 

Lans,  I,  327. 

Laplace,  m,  376,  435;  IV,  149;  V,i79 
183, 193,  349,  389,  402, 452. 

Laurent,  V,  350. 

LtADTtf,  I,  517;  II.  624,  625;  IV,  389. 

Le  Ghatblier,  IV,  88. 

Legkjobe,  III,192;Y,179,274,374,402. 

L/gert  (corps),  II,  227. 

Leibnitz,  111,129. 

Jjemniecate,  III,  166. 

Lenoir  (moteur),  IV,  359,  419. 

Levier,  11,  405,  409,  etc.  ;  —  de  chan- 
gement de  marche,  451 . 

Lé?T  (Madrici),  II,  636;  IV,  409,  437; 
V,  254, 

Liaiêonêy  II,  107  ;  III.  133  ;  ~  complètes, 
I.  320;  II,  109,  209;  IV,  1  ;  -  inté- 
rieures, extérieures,  II,  212. 

Liitre  (point),  II,  207. 

Lieu  des  centres  de  courbure  des  épi- 
cycloïdes  décrites  par  les  divers  points 
d'une  droite,  I,  510;  —  du  centre 
de  gravité  des  arcs  de  cercle  partant 
d'un  point  Ihe,  II,  279  et  suiv. 

Ligne  géodésique,  II,  541;   III,  135, 

V.    —  MIÎC.    COLLIGKON. 


137  ;  —  s  géodésiques  d'une  surface  de 
révolution,  V,  84;  —  des  nœud» 
(astronomie],  III,  441  ;  V,  273;  —  s 
de  courbure,  III,  140;  —  isotherme, 
—  adiabatique,  ou  de  détente  natu- 
relle, ou  de  nulle  transmission,  IV, 
237  ;  —  s  cotidales,  V,  200;  mouve- 
ment d'un  point  sur  une  —  fixe,  III, 
94,164. 

Limaçon  de  Pascal,  V,  47. 

Limitée  du  nombre  de  dents  des  roues 
d'engrenage,  I,  340;  —  de  Taplatis- 
sement  du  globe  terrestre,  V,  182; 
limite  d'élasticité,  V,  219. 

Liouville,  III,  186;  Y,  176. 

LlPSGHITZ,  V,  181. 

Liquéfaction  des  gax,  IV,  404. 

Liquides  (corps),  II,  7;  IV,  117  et 
suiv.  ;  —  pesants,  129, 142  ;  —  pe- 
sants superposés,  142. 

LissAJOus,  I,  489. 

Loch,  I,  12. 

LocEE.  IV,  407. 

Locomotive,  I,  332;  IV,  334  et  suiv. 

Loi  de  Mariotte,  IV,  118;  —  de  Gay- 
Lussac,  IV,  119,  247;  —  de  Meyer 
ou  de  Joule  (chaleur),  IV,  232;  ~  de 
Glausius,  240,  242;  —  d'Ohm,  432; 

—  de  Joule  (électricité),  436;  —  de 
Lenz,  441  ;  —  des  marées,  V,  198  ; 

—  s  de  Kepler,  I,  103, 167  ;  —  s  du 
frottement  de  glissement,  II,  151  ; 
IV,  423  ;  —  s  de  la  résistance  au 
roulement,  II,  480;  —  s  de  la  rai- 
deur des  cordes,  564. 

Lougchaiips  (de),  V,  43. 

Longitude,  I,  84  ;  V,  273  ;  —-du  nœud 
ascendant,  III,  373;  V,  273  ;  —  vraie 
du  périhélie,  III,  374;  V,  273;  —  de 
l'époque,  III,  374;  V,  274;  — 
moyenne,  V,  2T4. 

Long  pignon,  1,478. 

Ldcas  (Édodard),  I,  531  ;  V,  50. 

Lucas  (Féui),  V,  208. 

Lumière  (vitesse  de  la  — ,  aberration 
delà),  1. 101;  IV,  455. 

Lune,  III,  357  ;  V,  359. 


Machines,  II,  207  ;  —  simples.  404  et 
suiv  ;  Machine  à  aléser,  I,  467  ;  —  à 
deux  cylindres,  1, 427  ;  —  à  marclior 
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de  H.  Tcbebtchefr,  1,  530;  —  d'Aï- 
wood,  III,  547  ;  du  mouTement  dans 
les  —  s,  IV,  1  et  suiv.  ;  —  hydrau- 
liques, 215;  —  thermiques,  —  à 
vapeur,  311  ;  —  de  Papin,  361  ;  — 
de  Newcomen,  313;  —  de  AVatt,  314 
et  suiv.;  —  atmosphériques,  313;  — 
de  Froment,  362  ;  —  GorIiss,414;  — 
de  Woolf  à  deux  cylindres,  325  ;  — 
de  Gornouaiiles,  328  ;  —  à  air  chaud, 
354;  -  Otto,  418;  —  à  action  directe, 
332; —  de  navigation,  332;  —  os- 
cillantes de  Gavé,  333  ;  —  à  fourreau, 
334  ;  —  Gramme,  447  ;  —  magnéto- 
ou  dynamo -électriques,  446;  —  s 
génératrices,  — réceptrices,  447  ;  V, 
477.    - 

Mac-Laurin,  y,  158,  350. 

MagnétUme  rémanent ^  lY,  448. 

Naleschbpf,  I,  532. 

Manivelle,  I,  423;  —  ù  coulisse,  478; 

—  dynamométrique,  II,  597  ;  — 
simple,  à  simple  effet  (volant  pour 
une),  IV,  37;  —  simple  à  double 
effet,  41  ;  —  double  à  double  effet,  43. 

Mahkhe»,  I,  216,  495,  500;  V,  100. 

Haicsard,  II,  586. 

Marées,  III,   370;    lY,    152;   V,  193, 

201. 
Maret,  I,  489  ;  III,  625  ;  IV,  405. 
Hariotte,  IV,  118. 
Marteaux,  I,  394;  III,  504. 
Martin  de  Brittbs,  I,  488. 
Nascart,  IV,  437. 
Maskblire,  III,  438. 
Maêêe,  I,  5;  II,  232;  III,  12.  19,  601; 

—  s  variables,  III,  261  ;  —  des  pla- 
nètes, 360  ;  ~  de  la  terre,  434;  —  s 
négatives,  II,  617;  V,  128, 129. 

Nassibu,  IY,  280,  4i<{. 

ÏAssoR,  IV,  258. 

Matériel  (point),  II,  3. 

Mattû,  I,  487. 

Maximum  du  quadrilatère  plan  con- 
struit sur  quatre  côtés  donnés,  I, 
202  ;  —  du  quadrilatère  sphérique, 
221. 

Mater' ou  Meter,  IV,  232,  406,  408. 

Mécanique,  I,  3; —  rationnelle,  —  ap- 
pliquée, 4,  —  analytique,  V,  255  et 
suiv.  ;  —  vibratoire,  403  et  suiv. 

Mécanismeê,  I,  310  et  suiv. 

Mélange  de  gaz  pesants,  IV,  158  ;  —  de 
vapeur  et  d'eau  liquide,  266. 


MembraneM,  Y,  475. 
Mentonnet,  I,  393. 

MtiRiJor,  I,  443. 

Mentre  des  forces,* II,  8,  231  ;  ~  du 
travail.  Il,  504. 

Métaeentrt,  IY,  192,  400. 

Méthode  géométrique,  —  analytique, 
I,  4  ; — de  Thomas  Simpson,  27  ;  —  de 
Roberval,  103  et  suiv.  ;  —  des  rou- 
lettes (engrenages),  345;  —  de 
Tredgold  (engrenagesconiques),  .î62  ; 
—  géométrique  de  recherches  de 
certaines  intégrales,  II,  619;  —  des 
multiplicateurs  III,  244;  —  de  Be- 
zout,  IY,  81  ;  —  générale  pour  ré- 
tablissement d*un  volant,  48;  — 
pour  la  solution  du  problème  de 
l'hydrostatique,  133;  —  de  Jacobi 
(mécanique  analytique),  Y,  255. 277. 
298;  —  de  la  variation  des  arbi- 
traires, Y,  327,  332,  336,  338. 

Meule*  de  moulin,  III,  425. 

Mbusnieb,  m,  85. 

Miter  ou  Mater,  IY,  232,  406,  408. 

Me^fer  (détente),  IY,  344. 

Mbter  (Yar).  IY,  428. 

Midi  vrai,  —  moyen,  I,  261. 

Minimum,  II,  181.  527, 532.  533. 

Mise  en  train  d*une  machine,  IY,  8. 

Mobile  (machine],  IY,  7. 

Môiius,  II,  102. 

Moindre  action,  III,  92,  146,  308. 

Molécule,  II,  2. 

Moment  d'une  force,  II,  55;  —  d*un 
couple.  71  ;  —  s  d'inertie,  III,  384, 
387,  432,  629  et  suiv.;  Y,  04;  — 
des  quantités  de  mouvement,  m,  66, 
272,  427, 442;  ^  s  fléchissants  dans 
les  poutres.  Y,  52. 

MoiiGE,  I,  327. 

Monte-charge,  IV,  291. 

MoRm,  I,  406,  484,  486,  II,  482  ; 

Morte  eaUf  IV,  153. 

Moteur  hydraulique,  IY,  295  ;  —  ani- 
mé, 287  ;  —  Lenoir,  359. 419;  —  Hu- 
gon,  362;  —  Marcel  Deprez,  443. 

Moufles,  II,  568,  576. 

Moulin  à  vent,  IY,  306. 

Moue  (corps),  III,  578. 

Mouvement,  I,  1  ;  —  d'un  point,  7  ;  — 
rectiligne,  —  curviligne,  —  circu- 
laire, —  elliptique,  —  parabolique, 
7  ;  —  uniforme,  —  varié,  14  ;  —  rec- 
tiligne uniformément  varié,  45;  — 
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projeté,  51 ,  159  ;  —  relatif,  86  ;  —  ap- 
parent, 86  ;  —  relatif  de  deux  points, 
93;  —  annuel  apparent  du  soleil, 
102;  —  elliptique,  147, 176;  ~  des 
planètes  167,  491  ;  —  d*uDe  figure 
plane  dans  son  plan,  —  192,  210, 
501;  —  épicycloïdal,  210;  —  d'un 
solide  parallèlement  à  un  plan  fixe, 
195;  —  d*une  figure  sur  une  sur- 
face, 186;  —  d'une  figure  sphérique 
sur  la  sphère,  221  ;  —  épicycloïdal 
sphérique,  221  ;  —  d'un  solide  qui  a 
un  point  fixe,  226;  —  élémentaire 
d'un  solide  inTariable,  190,  229  ;  II, 
212  ;  —  d'un  solide  dans  l'espace,  I, 
495;  —  d'une  figure  plane'dans  l'es-' 
paoe^  227;  —  hélicoïdal,  229,  232; 
—  continu  d'un  solide  dans  l'espace, 
237;  -.  de  la  terre,  261  ;  —  relatif 
de  deux  solides,  267;  —  relatif  de 
deux  roues  qui  s'entraînent  par  adhé- 
rence, 270  ;  —  s  observés  à  la  surface 
de  la  terre,  289  ;  —  rectiligne,  — 
circulaire,  —  continu,  —  alternatif, 
520;  —  uniforme,  —  varié,  —  pério- 
diquement uniforme,  320;  —  s  dif- 
férentiels, 588,  465  ;  —  du  tiroir,  I, 
443  ;  —permanent  d'un  fil.  II,  620  ;  — 
rectiligne  (dynamique),  III,  3;  —  des 
corps  pesants,  7  ;  —  parabolique,  8, 
16;  7-  quelconque,  11,  —  elliptique, 
58,  63  ;  —  moyen,  115,  375;  —  d'un 
point  sur  une  surface,  132, 143;  — 
sur  la  sphère,  1 50  ; — sur  une  courbe, 
94,  167  ;  —  sur  une  droite  inclinée, 
98;  —  sur  la  cycloîde,  167;  —  sur 
une  courbe  fixe,  en  tenant  compte 
du  frottement,  228  ;  -—  d'un  solide 
autour  d'un  axe  fixe,  383  ;  —  autour 
d'un  point  fixe,  439,  504;  —  d'un 
solide  de  révolution  autour  d'un  point 
de  son  axe  de  figure,  517  ;  —  autour 
du  centre  de  gravité,  265  :  —  relatif, 
315;  —  à  la  surface  de  la  terre, 
323  ;  —  d'un  point  pesant  sur  un  pa- 
raboloîde  de  révolution,  336, 607  ;  — 
d'un  point  pesant  dans  le  vide,  345  ; — 
d'une  bille  de  billard,  557,  561, 584  ; 

—  oscillatoire,  189,  572;  —  du  boo- 
marang,  620  ;  —  du  système  plané- 
taire, IV,  10;  —  perpétue],  11  et 
suiv.  ;  —  instinctifs,  —  volontaires, 
287;  —  des  planètes  V,  102,  273; 

—  général  d'un  système  matériel,  V, 


76  ;  —  relatif  de  deux  points  pesants . 
dans  le  vide,  V,  19  ;  •—  des  projectiles, 
m,  47;  Y,  68;  —  d'un  point  sur  une 
circonférence  et  projection  sur  un 
diamètre,  dans  un  cas  particulier, 
Y,  73;  —  d'un  point  attiré  vers  un 
centre  fixe.  Y,  259, 309  ;  —  vers  deux 
centres  fixes,  Y,  274,  508;  —d'un 
point  pesant  sur  une  sphère  fixe.  Y, 
288,  295,  503;  —  d'un  solide  autour 
d'un  point  fixe,  V,  315,  401;  —  de 
translation  des  corps  faisant  partie 
du  système  solaire.  Y,  318;  —  du 
centre  de  gravité  du  système  solaire, 
m,  354  ;  Y,  320  ;  —  du  système  so- 
laire par  rapport  à  des  axes  de  di- 
rection constante,  menés  par  le 
centre  de  gravité,  III,  354;  Y,  321; 

—  par  rapport  à  des  axes  menés  par 
un  point  du  système.  Y,  322;  — 
troublé.  Y,  337  ;  —  de  la  lune,  359  ; 

—  oscillatoire  d'un  système  de  points 
autour  de  la  position  d'équilibre,  Y, 
412  ;  —  d'un  point  pesant  aux  envi- 
rons du  point  le  plus  bas  d'une  sur- 
face sur  laquelle  il  glisse.  Y,  419. 

Moyen  mouvement,  I,  407  ;  Y,  279,  330. 
Mulet  (travail  du),  lY,  290. 
Mull-Unny,  I,  468. 
Mutuelles  (forces),  II,  8. 


N 


Nageur  (problème  du),  I,  94. 

Napoli,  III,  64. 

Navteb,  II,  24;  lY,  289. 

Navigation  (machines  de),  lY,  332. 

Nerville  (de),  IY,  457. 

Newtoh,  I  168,  177;  II,  6,  183,235 

III,  40, 123,  254,  356,  613  ;  IY,  204  ; 

Y,  119,  452. 
NuuDBT,  IY,  430. 
Niveau  (surfaces  de),  II,  510;  III,  82 

IY.  131  ;  Y,  103,  117. 
Nive/Zem^n/,  barométrique,  IY,  145. 
Nceudê   (vitesse  exprimée  en),  I,  12; 

ligne  des  —  (astronomie),  III,  373, 

441 ,  518  ;  Nœud  (astronomie).  Y,  273  ; 

Nœuds  d'un  tuyau  sonore,  Y,  462. 

NOLLAU,  IV,  88. 

Nombre  des  équations  qui  définissent 
le  mouvement  d'un  système  inva- 
riable, 1, 185  ;  —  entier  pris  suivant 
un  module  donné.  Y,  8. 
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Normale  aux  courbes  et  aux  turfaoes, 
1,194, 196;  II,  177,  215.  498. 

NOBKAND,  I,  464. 

Notations  de  Lamé,  V,  S 10. 
Nutation,  l,  263;  III,  441,  485,  525. 


0 


Obliquité  de  la  bielle  (inflaenoe  de  T), 

IV,  46. 

OcAOïnE  (D*),  Y,  23. 

Occasion  d'un  phénomène,  IV,  373. 

OEil  d'une  bielle,  I,  423. 

Ohm  (loi  d),  IV,  437  ;  —,  unité  élec- 
trique, 437. 

Oiseau  (vol  de  1),  lY,  294. 

Olmam,  I,  477. 

Olszewsu,  IV,  405. 

On  perd  en  force  ce  qu^on  gagne  en  vi- 
teêse^  IV,  15. 

Opposition  des  planètes,  I,  105;  IV, 
153. 

Ordre  des  parties  de  la  mécanique,  1, 3. 

Orifice  suivi  d'un  coursier,  IV,  213; 
—  noyé,  214. 

Origine  des  arcs,  —  des  temps,  I,  8, 9. 

Orthogonale  (projection),  I,  51. 

Oscillations  d'un  corps  flottant,  IV, 
393  ;  —  de  première,  —  de  seconde, 
de  troisième  espèce  (marées),  V,  193. 

Oscillatoire  (mouvement),  111,189, 572. 
610;  V,  403,  412. 

Otto  (machine),  IV,  418. 

Ott/t7«,  I.  319. 

Ovale  (roue),  I,  464;  —  s  de  DescarleSi 

V,  45. 


Palan  difTéreotiel,  II,  569. 

Paliers,  I,  321. 

Papillotage,  1,464. 

Papin    IY  311.' 

Parabole,  1, 170,  220,484;  II,  413. 

Parabolique  (mouvement),  III,  25. 

Parabolotde  hyperbolique,   II,  47;  — 

de  révolution,  III,  336,  607. 
Paradoxe  de  Fergusson,  I,  384. 
Parallélogramme,  parallélépipède  des 

forces,  II,  5, 14;  —  dés  vitesses,  I, 

89;  —articulé  de  Watt,  I,  433,  527  ; 

IV,  324;  —  pour  bateaux,  441. 


Paramètre  diOérentiel  du  premier,  du 

second  ordre,  d'une  fonction,  V,  210. 

Parapluie  (direction  a  donner  à  un 

—  quand  on  marche),  1, 101. 
Parfait  (liquide,  solide,  gaz),  IV,  121, 

124. 
Paroi  rectangulaire,  IV,  168. 
Pas  d'un  engrenage,  I,  356. 
Patbm,  IY,  393. 

PSAUCSLUEB,   I,   443. 

Pendule  simple,  III,  188,  610;  — 
cycloîdal,  III,  169;  —  d'Hoygens, 
183  ;  —  dans  un  milieu  résistant. 
202;  —  Foucault,  I,  264;  III,  332; 

—  composé,  III,  428  ;  —  balistique, 
591  ;  —  conique,  158,  610  ;  —  gyro- 
scopique,  623:  —  de  Sire  V,  101. 

Percussion,  111,  312, 426,  495,  éU. 
Perfectionnements  de  la   machine  i 

vapeur,  IV,  411. 
PérihélU,  Y,  275. 

Périodes  dans  la  distribution  de  la  ma- 
chine à  vapeur,  IV,  339. 
Périodicité  des  fonctions  dans  le  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  V,  436. 
Périodique  (mouvement),  III,  294. 
Permutation  tournante,  I,  309. 
Perrolaz,  I,  527. 
Perte  de  poids,  IV,  178;  —  de  charge, 

207. 
Perturbations,  III,  361;  V,  327. 
PesanUur,   II,  227;  III,  17,  88,  524, 

618;  —  à  diverses  latitudes,  202; 

influence  de  la  translation  du  globe 

sur  la  —,  368. 
Pesants  (mouvement  des  corps],  III, 

7,  25,  82,  327,  345,  494. 
Pesée  (double),  II,  371. 
Petit  tiroir,  IV,  322  ;  Petites  oscUla- 

lions  des  fluides,  IV,  201  ;  —  d'un 

corps  flotUnt,  IV,  393. 
Phases  du  mouvement  d'une  machine, 

IV,  8. 
Philipps,  I,  45i  ;  Y,  475. 
Pjctet,  IV,  405. 
Pignon,  I,  332;  long  —,  472,  477  ;  — 

mobile,  469,  478. 
Pt/«  électrique,  IV,  430;  —  de  Daniel!, 

430. 
Pilon,  I,  393. 
Pivoi,  I,  322. 
Pivotement,  I,  268. 
Pixii  (machine  de),  IV,  447. 
Plan  (équilibre  d*un  solide  glissant 
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sur  un  —  fixe),  II,  132,  196;  —  in- 
cliné, 436  ; — du  maximum  des  aires, 
m,  282  ;  —  luTariable,  335  ;  —  de 
chargé,  IV,  207  ;  —  de  commutation, 
IV,  445;  —fixe,  V,  273;  —de  l'or- 
bite, 273;  —  osculateur,  I,  127, 
130  ;  —  s  qui  conservent  leur  paral- 
lélisme dans  le  déplacement  d'un 
solide,  496. 
P/an//aire  (automate  —  de  Huygens), 

I,  339  ;  engrenage  ^  de  Watt,  380. 
Planètes  (mouvement  des),  I,  103  ;  III, 

358;  V,  104,273,  443. 
Planimètre  d'Amsler,  II,  316. 
Plaque  tournante,  I.  325  ;  —  s,  V,  475. 
Plateau  tournant  de  Poncelet,  I,  486. 
Plein  (engrenages),  I,  368  ;  tir  de  — 

fouet,  III,  58. 
pLDCKn,  III,  535. 

Podaire,  l,  162,  168;  II,  346;  V,  109. 
Poids,  II,  228  ;  III,  601  ;  —  spécifique, 

II,  228  ;  —  boite  à  —,  372. 
Poi!f80T,II,  53,  70,  88;  III,  454;  V.  09. 
Pointage,  I,  481. 

Point  d'application  d'une  force,  I,  2  ; 
II,  5  ;  —  matériel,  II,  3,  7  ;  —  glis- 
sant sur  une  surface,  II»  112,  172, 
185;  III,  142:  —  sur  une  courbe,  II. 
116,  174;  III,  159;  —  équilibre 
d'un  solide  qui  a  un  —  fixe,  II,  127, 
194;  —  mouvement  d'un  solide  au- 
tour d'un  —  fixe,  III,  583;  —équi- 
libre d'un  solide  qui  a  deux  —  s 
fixes,  II,  129,  195;  —  mouvement 
d'un  solide  autour  de  deux  —  s 
fixes,  III,  383  et  suiv.  ;  —  s  morts, 
1, 198,  424,  452. 

Poib£e,  III,  614. 

Poi880!i,  II,  26;  III,  102;  V,  241,  277, 
304,  349,  467,  474. 

Polaires  (coordonnées),  I,  78;  V,  4, 
120,  260,  467. 

Polarisation  des  électrodes,  IV,  463. 

Pâle  instantané,  I,  221  ;  —  s  d'une 
pile,  IV,  430. 

Polodie,  III,  458. 

Polygone  des  forces,  II,  5;  —  funi- 
culaire, 496,  626,  627  ;  —  de  Vari- 
gnoD,  500  ;  —  articulé,  579  ;  V,  52. 

Pompe  à  feu,  IV,  313  ;  —  alimentaire, 
—  aspirante  ou  à  air,  —  à  eau  (ma- 
chines à  vapeur),  IV,  316. 

PoRCBLBT,  I,  28,  486  ;  II,  340, 394,  422, 
624  ;  IV.  103. 


Ponts  suspendus f  II.  502,  513. 

Positions  réciproques  des  deux  aiguil- 
les d'une  horloge,  V,  13. 

Postulats  de  la  dynamique,  1,4;  II, 
2;  III,  1. 

Postulatum  d'EucUde,  II,  1  ;  —  sur 
lequel  repose  le  second  principe  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur, 
IV   409. 

Potentiel,  IV,  204  ;  V,  119  et  suiv.  ;  V. 
202  ;  —  électrique,  IV,  436  ;  —  direct 
ou  de  seconde  espèce,  inverse  ou  de 
première  espèce,  V,  212  ;  —  sphé- 
rique,  V,  474  ;  force  —  le,  IV,  288. 

Poulie,  I,  421  ;  II,  565,  573;  —  folle, 
I,  416. 

Poudre  à  canon,  IV,  364,  428. 

Poussée  d'un  fluide,  IV,  178. 

Précession  III,  441  ;  —  uniforme,  III, 
478,  532  ;  —  des  équinoxes,  I,  263; 
III,  485. 

Presse  typographique,  I,  464;  —  i 
coin,  II,  448  ;  —  à  vis,  463. 

Pression  dans  les  pieds  d'une  table,  II, 
145;  —  d'un  point  en  mouvement 
sur  une  surface,  III,  143,  157  ;  — 
sur  une  ligne,  162;  —  d'un  corps 
tournant  autour  d'un  axe  sur  cet 
axe,  413  ;  —  dans  un  fluide,  IV,  121, 
125;  —  d'un  fluide  sur  une  paroi, 
166;  — d'une  veine  fluide  contre  un 
plan  indéfini,  304  ;  —  de  la  vapeur, 
411  ;  —  dans  les  solides  élastiques, 
V,  2iO. 

Preuves  mécaniques  de  la  rotation  de 
la  terre,  V,  100. 

Principes  de  la  dynamique,  II,  1;.III, 
1  ;  Principe  de  la  paroi  froide,  IV, 
314;  —  de  Meyer  ou  de  Joule,  IV, 
232, 406  ;  —  de  Clausius,  IV,  240, 408. 

Prisonnier,  I,  523. 

Problème  sur  la  vitesse  moyenne,  I, 
39  ;  —  sur  la  détermination  de  la 
hauteur  d'une  tour,  48;  —  s  sur  le 
mouvement  relatif,  87,  94;  III,  318; 
V,  6, 16  ;  —  inverse  des  épicydoïdes, 

I,  216  ;  V,  35, 90  ; — de  la  dynamique, 

II,  9;  —  s  sur  le  frottement,  II,  157, 
449 ,  —  sur  le  levier,  412;  —  de  mi- 
nimum, 533;  —  sur  les  forces,  96  ; 
—  s  sur  le  mouvement  rectiligne, 

III,  3l  ;  —  sur  le  mouvement  géné- 
ral d'un  point,  102;  —  de  Saladini, 
165  ;  —  de  Kepler,  III,  115,  606;  V, 
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S79, 364;  —  divers,  HI,  183;  —  sur 
le  frottement,  214;  —  sur  le  mou- 
vement des  systèmes,  S41,  249;  — 
des  trois  corps,  375  ;  —  des  trajec- 
toires fermées,  377,  613;  —  de  l'é- 
tablissement d'une  machine,  lY,  3  ; 

—  de  l'hydrostatique,  127  et  suiT.  ; 

—  sur  l'établissement  d'une  chau- 
dière tubulaire  à  profil  circulaire, 
413  ;  —  sur  le  cercle,  V,  37  ;  —  sur 
la  cycloïde.  Y,  27  ;  —  de  M.  Edouard 
Lucas,  sur  les  mouvements  simulta- 
nés de  trois  points  Y,  29;  ^  des 
cordes  vibrantes,  Y,  427. 

Produit  géométrique,  II,  32. 

Projectileê  (mouvement  des),  III,  47, 
500  ;  Y,  68. 

Projection,  I,  M  ;  —  sur  une  droite, 
52;  —  sur  un  plan,  68;  —  du  mou- 
vement rectiligne  et  uniforme,  62; 

—  sur  un  diamètre  ou  sur  un  plan 
d'un  mouvement  circulaire  unifor- 
me, 71,  145;  —  d'une  droite  fixe 
sur  une  direction  qui  fait  avec  cette 
droite  un  angle  infiniment  petit,  79. 

Projetante  (droite),  1,  52. 
Pbort  (de),  I,  441,  446  ;  II,  598. 
Propagation  des  ondes  sonores.   Y, 

440  ;  —  des  ondes  à  la  surface  d'un 

liquide,  Y,  474. 
Propriétés  de  la  courbe  des  espaces,  I, 

22;  Y,  7  ;  —  du  potenUel,  V,  121. 
PuiMux,  Y,  370. 
Puistance,  II,  405;  —  vive,  III,  128, 

293. 


Quadrature  des  courbes,  I,  25,  27. 

Quadrilatère  ioscriptible ,  I,  202, 
221. 

Quantités  de  diverses  natures  que  l'on 
considère  dans  la  mécanique,  I,  5; 
Quantité  de  matière,  II,  231  ;  —  de 
mouvement,  III,  91,  262;  —  de  cha- 
leur, lY,  222;  —  d'électricité,  IV, 
433. 

Questions  de  cinématique,  tome  I  ;  Y, 
1  et  suiv.  ;  —  de  statique,  tome  II  ; 
Y,  50  et  suiv.  ;  —  de  dynamique  et 
de  mécanique  des  fluides,  tome  III, 
tome  lY  ;  Y,  68  et  suiv. 

QooiTEnz,  II,  376. 


R 


Racines  des  équations,  347,  549. 

Radau,  y,  182. 

Raideur  des  cordes,  II.  415,  564. 

Rails,  1,  325. 

Rainures  de  graissage,  1, 321,  332  :  — 
et  languettes,  325. 

Raison  d'un  engrenage,  ou  d'un  équi- 
page de  roues  dentées,  I,  340. 

Ralentissement  du  mouvement  diurne. 
Y.  201. 

Ramoitd,  lY,  149. 

Râiuldib,  IY,  408. 

Rapport  des  vitesses  d'un  point  mobile 
en  deux  points  de  sa  trajectoire,  1, 
134;  —  des  vitesses  angulaires  de 
deux  corps  tournants  qui  restent  en 
contact,  395  ;  —  de  la  circonférence 
au  diamètre,  II,  284  ;  —  des  deux 
chaleurs  spécifiques  des  gax,  IY, 
257. 

Ration  d'entretien,  —  de  travail,  IY, 
293. 

Rationnelle  (mécanique),  II,  143. 

Rayon  de  courbure,  I,  131, 168;  —  de 
la  parabole,  170;  —  de  l'ellipse,  147; 

—  de  rhélice,  143;  —  des  épicy- 
cloldes,  290,  304;  —  de  la  cycloïde, 
285  ;  —  Rayon  degiration^  III,  387  : 
Rayon  vecteur  (astronomie),  Y,  273. 

Réaction,  III,  2. 

Récepteur,  I,  319;  IY,  215. 

Réceptrice  (machine),  IY,  450;  Y,  477. 

Recherche  des  centres  de  gravité,  II, 
619, 640;  —  des  moments  d'inertie, 
630  ;  III,  399  et  suiv.  ;  432. 

Réciprocateur  Peaucellier,  I,  442, 527  ; 

—  Hart,  528  ;  —  Perrolai,  527. 
Réciprocité  entre  les  forces  élastiques 

autour  d'un  point,  Y,  225. 
Réciproque  (engrenage),  I,  382. 
Recouwements  (tiroir  i),  IY,  338. 
Réduction  des  forces  appliquées  à  un 

solide,  II.  81  ;  —  à  trois  forces,  82; 

—  à  deux,  83;  ^  d'un  système  ma- 
tériel à  quatre  points  ou  à  trois 
points,  sans  altération  des  moments 
d'inertie,  III,  629  et  suiv.;  —  des 
coefficients  des  équations  de  l'élas- 
ticité, pour  les  corps  homogènes  et 
d'élasticité  constante,  Y,  233,  240, 
241  ;  —  des  équations  du  mouve- 
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ment  à  la  forme  canoniqae,  Y,  283. 

Réduite*  d'une  fraction  continue,  I, 
373,  520. 

Hégime  d'une  machine,  lY,  7,  8;  — 
permanent  des  fluides,  205. 

l^gU  de  Tchirnhausen,  II,  177,  335. 

RBG5AriT,  IV,  258  ;  Y,  456. 

Régulateur,  III,  150;  lY,  382;  —  à 
boules  ou  de  YVatt.  09,  324,  384;  — 
asiatique,  116;  —  Farcot,  à  bras 
croisés,  113;  —  Foucault,  114;  — 
parabolique,  4l)  ;  —  à  ailettes,  lY, 

9ov. 

RncH,  Y,  100. 

Relation  entre  les  rayons  de  courbure 
des  proGls  en  prise,  I,  341. 

Remarquée  de  dynamique  au  sujet  du 
globe  terrestre.  Y,  101. 

Renard,  IY,  40d. 

Rbraudot,  y,  475.  • 

Rendetnent,  11,  463,  488,  etc.;  IY,  10; 
^  des  machines  thermiques,  258  ;  — 
des  transmissions  électriques,  450  ; 
Y,  479. 

Renseignements  pratiques  sur  les  en- 
grenages, I,  368. 

RepoSf  I,  1  ;  —  relatif  à  la  surface  de 
la  terre,  III,  323. 

Représentation  d'un  mouTement  qui 
s'accomplit  dans  l'espace,  I,  53  ;  — 
imaginaire  d'un  système  matériel  au 
point  de  Tue  des  moments  d'inertie, 
111,629;  —  des  pressions  par  des 
colonnes  de  liquide,  IY,  143. 

Répulsives  (forces),  II,  8. 

Rbsal,  I,  117;  II.  624;  III,  78.  157, 
174.  176,  517,  562;  1  Y,  88. 

Résistance,  II,  405  ;  —  accessoire  ou 
passive,  I,  331  ;  IY,  6  ;  —  au  roule- 
ment, II,  480;  —  de  l'air,  III,  40, 
202,  209,  299  ;  —  d'un  circuit.  lY, 
431  ;  —  des  milieux.  IY.  371  ;  —  des 
matériaux.  Y,  253. 

Ressorts,  Y,  475. 

Résultant  (couple),  II»  85. 

Résultante,  I,  59;  II,  4,  12;  —  de 
translation,  86  ;  travail  de  la  —.167  ; 
—  unique,  93  ;  ^  de  translation  des 
quantités  de  mouvement,  III,  275. 

Rétrogradation  des  planètes,  1, 106. 

Réversible  (cycle).  IY,  230,  278;  la 
machine  Gramme  est  — ,  IY,  440. 

ii^tro/v/i/*  (mouvement).  111,  189. 

Rbti.  III.  629. 


RoBBRVAL,  1, 103  ;  II,  433. 

RocHB,  Y,  181. 

Rolland,  IY.  380. 

RôHER,  I,  475. 

Rotation,  I,  188;  —  composition  des 

—  s,  I,  241,  247  ;  —  de  [la  terre,  I, 
261;  m,  288;  —  de  l'ellipse  décrite 
par  un  point  pesant,  autour  du  point 
le  plus  bas  d'une  surface  de  révolu- 
tion I  axe  vertical,  111,  607  ;  —  du 
plan  du  pendule  Foucault,  I,  178; 
m,  332. 

RoucHtf,  III,  606. 

Roue  menante,  —  menée.  I.  332  ;  -> 
folle,  pour  éviter  les  engrenages  in- 
térieurs. 353;  —  d'angle,  360;  —s 
de  Rômer,  475  ;  —  de  champ  d'Iluy- 
gens  avec  long  pignon,  478;  — 
tronquée  avec  pignon  mobile.  478; 

—  hydraulique.  IY,  295  ;  —  en  des- 
sous, 296;  — >  en  dessus  ou  à  au- 
gets,  298;  —  i  aubes  (navigation). 
332. 

Rouet,  I,  348. 

Roulement,  I.  268;   cercle  de  —,  I, 

293  ;  —  d'un  corps  rond  sur  un  plan 

incliné.  III.  552. 
Roulettes,  1, 325  ;  méthode  des  —,  345. 
ROMFORD,  IY,  407. 


S 


Sadi  Cabrot,  IY,  237,  407. 

Saint-Gbbmaih,  y.  100. 

Sairt-Ugcr,  II,  600. 

SAniT-YEHAHT  (db),  Y.  241, 254, 474,475. 

Sarbad,  IY,  428. 

Savart.  I,  343, 516. 

Satellite-limite  (? itesse  angulaire  d'un 
-).  V,  102. 

Schodtb.  III,  605. 

SchOltz,  I,  489. 

Sêbbrt.  I,  489;  III,  602;  Y,  475. 

Seconde  forme  canonique t  Y,  291. 

Secteur  circulaire  (construction  d'un 
triangle  équivalant  à  un),  II.  613. 

Section  conique,  II,  172;  —  s  princi- 
pales, III.  141;  —  contractée.  IV, 
210. 

Sêgoib,  IY,  407. 

Self-inductton,  IY,  462;  Y,  482. 

Sella,  III,  614. 

Semelle,  l,  321. 
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Sens  d'uoe  force.  11,  5. 

SenêibiiiU  d'ane  balance.  II,  368;  ~ 
d'ua  ré^lateor,  ]¥,  109. 

Série  récurrente,  II,  22;  —  de  Mac- 
Laurin,  —de  LaareDt, Y,  350;  —s 
qui  reprèseotent  les  Tariables  du 
iDOuyement  elliptique.  Y,  364;  — 
de  Lagrange,  Y.  357;  —s  trigono- 
métriques,  lY,  79;  Y,  364,  457. 

SiBRCT,  III,  606  ;  Y,  Î55,  277. 

Servo-moleur  de  Farcot,  lY,  446;  — 
électrique,  456. 

Sieme/u  (mesure,  étalon^  lY,  437;  — * 
(machine),  447. 

Signes  -f  et  —  ,  ï,  8,  55,  60  ...  ;  II. 
5,  56,  71,  163 

Simililude  statique,  II,  209,  256;  — 
mécanique,  III,  120;  Y,  453. 

Snpsos  (Tboh&s),  I,  27. 

Sinusoïde,  I,  76. 

Sina,  Y,  101. 

Soleil  (mouvement  apparent  du),  I. 
102. 

Soléno'tde,  IV,  439. 

Solide  naturel,  —  géométrique  ou  — 
invariable,  I,  183;  —  s,  II.  7;  — 
composition  des  forces  appliquées  à 
un  solide,  II,, 81, 141  ;  —dynamique 
des  —  s,  III,  383  et  suiv.  ;  —  mou- 
vement d'un  —  libre,  403  ;  —  de  plus 
grande  attraction,  Y,  155. 

Somme  arithmétique.  —  algébrique, 

—  géométrique,  II,  31. 

Son  (vitesse  du),  I,  49;  Y,  446,  452;  — 

fondamental,  Y,  463. 
Soupape  d'admission,  —  d'équilibre, 

—  d'échappement,  IV,  329. 
Sparre  (ds),  y,  99. 

Sphère  (mouvement  sur  la),  III,  250, 
609;  —  géocentrique,  —  héliocen- 
trique,  1,479  ;  —  s  tangentes  à  quatre 
plans  donnés.  Il,  617. 

Spiral  des  chronomètres,  Y.  475. 

Spirale    logarithmique,  1,  218,  401; 

—  d'Archiméde,  I,  404  ;  Y,  5,  62. 
Stabilité  de  l'équilibre,  II,  113;  III, 

506  ;  Y.  204,  416  ;  —  du  système  so- 
laire, III,  370;  —  de  la  rotation 
autour  des  axes  principaux,  562  ;  — 
des  machines,  obtenue  à  l'aide  de 
contrepoids,  IV,  87;  —  des  loco- 
motives, 88  ;  —  des  machines  mari- 
nes, 92;  —  de  l'équilibre  des  liquides 
pesants    superposés,    182;    —   des 


corps  plongés,  183;  —  des  corps 
flotUDts.  184,  402. 

Statique,  I,  3;  II,  9;  tome  II;  —  gra- 
phique, n,  626  ;  questions  de  —  ,  V, 
50  et  suiv. 

Steiicrr.  Il,  344. 

Stephaxos  (Ctparusos),  1,  594. 

Stephkïvsos,  I,  449  ;  coulisse  de  — .  lY, 
345. 

Stow,  I,  533. 

STtRH,  II.  221  ;  Y,  377. 

Sulier  (chaudière),  lY,  412. 

Superposition  des  mouvements  et  des 
effets  des  foi-ces.  Y,  424,  472. 

Sûreté  (courbe  de).  III,  30,  604. 

Surface  dèveloppable,  I,  228  ;  —  s  de 
niveiu,  II,  510;  III,  82,  85;  lY,  131, 
144;  Y,  90,  117  ;  —  pressée  unifor- 
mément em  tous  ses  points,  lY,  176  ; 

—  équilM>re  d'un  point  posé  sur  une 

—  ,  II,  112,  173;  —  équiUbre  d'un 
solide  posé  sur  une— ,  132,  218  ;  — 
équilibre  d'un  fil  appliqué  sur  une  —, 
589  ;  —  courbure  des  —  a,  III,  139; 

—  mouvement  d'un  point  sur  une  — 
fixe,  132;  —  de  révolution.  Y,  84;  — 
directrice  des  pressions  autour  d'un 
point,  V.  227. 

Suspension  de  la  boussole,  I,  463. 

Système  planéUire,  III.  254,  261  ;  — 
de  mesures  CGS,  Itl,  603;  —  à  liai- 
sons complètes,  IV,  1  ;  —  compound, 
lY,  415;  —  s  moléculaires.  Y,  219: 

—  invariable,  I,  183. 


Tambour  de  Hattei  et  Grosbert,  1, 487  ; 
—  s  coniques  de  NM.  Bataille  et 
Bioom,  534. 

Tangente  aux  courbes,  I,  108,  117, 
196;  II,  177.  279;  Y,  41  ;  —  à  la 
conchoïde,  1, 109;  Y.  44;  —  au  cer- 
cle, I,  112;  —  aux  sections  coni- 
ques, 114,  115;  —  aux  épicydoldes, 
209. 

Tare  du  frein  de  Prony,  II,  600. 

Tautochrone  (courbe).  III,  171,  606. 

Tatlor,~Iï.  26. 

TcBEBicRBFP,  I,  441,  518,  550. 

Température,  IV.  221.  246.  410. 

Temps,  I,  1,  480;  —  perdu,  358. 

Tendance  latérale  des  corps  en  noou- 
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vement  à  la  surrace  de  la  terre,  III, 
330. 

Tention  d'un  fil,  II,  29,  494;  —  des 
liens  dans  les  machines,  IV,  S,  16  et 
suiv.  ;  —  d'une  bielle  à  action  di- 
recte, 28,  30;  —  éléments  de  pile 
réunis  en  — ,1Y,  431  ;— électrique, 
436. 

Terre,  lY,  4. 

Tête»à  fourche,  I,  423. 

Théorètne  des  aires,  I,  156;  III,  72, 
148,  208;  —s  généraux,  1,  170;  III, 
60,  146,  262;  ~  des  quantités  de 
mouvemeni,  III,  62,  64, 147,  262 ;  — 
des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement, 66,  147,  272;  —  des  forces 
vives,  33,  78,  288  ;  —  de  la  moindre 
action, 92,148, 308;  —  ded'Alembert, 
m,  233  ;  IV,  3,  247,  010;— de  Heus- 
nier,  II,  223  ;  III,  85  ;  —  du  travail 
virtuel,  1U,171  et  suiv,  571;  III,  296; 

—  de  Poinsot,  III,  454;  —  de  Caruot, 
m,  580;  —  deReye,  III,  629;  —  sur 
l'ellipse,  1, 150  ;  —  de  Coriolis  (mou- 
vement relatif),  I,  274;  —  de  Bobil- 
lier,  1, 306;  —  sur  la  perpendiculaire 
à  deux  proliis  en  prise  (engrenantes), 

I,  335;  —  de  M.  Stepbanos,  I,  505; 

—  des  moments  ou  de  Varignon,  11. 
60,  03;  —  de  Chastes  et  Nôbius,  11, 
102;  —  de   M.  Mannheim,  II,  216; 

—  de  Sturm,  221  ;  —  de  Guldin  ou 
de  Pappus,  II,  317;  —  de  Lancrct, 

II,  344;  —  s  sur  les  centres  de  gra- 
vité, II,  330;  —  de  Delaunay,  II, 
537  ;  — •  des  transversales,   II,  50  ; 

—  sur  les  polygones  funiculaires 
qui  tiennent  en  équilibre  les  mêmes 
forces,  II,  627  ;  —  de  Desargues,  II, 
029  ;  —  de  l'accélération  angulaire, 
m,  385;  —  de  l'accélération  angu- 
laire généralisé,  IV,  28  ;  —  d'Archi- 
méde,  IV,  177;  —de  Glausius,  278; 

—  de  Daniel  Bernoulli,  IV,  205, 208  ; 

—  de  Torricelli,  IV,  210;  »  sur  les 
rayons  de  courbure  des  trajectoires 
dans  le  cas  d'une  attraction  centrale, 
V,  103;  -  de  H.  Y?on  Villarceau,V, 
208;  —  de  Mac-Laurin,  —  d'Ivory, 
V,  158;  —  de  Lambert,  V,  394;  — 
de  Liouville,  V,  176;  —  de  Poisson, 
V,  304. 

Théorie  des  couples,  II,  70  ; — du  régu- 
lateur à  force  centrifuge,  IV,  103;  — 


mécanique  de  la  chaleur,  IV,  222  et 
suiv.,  406  et  suiv.  ;  V,  476  ;  —  s  et 
questions  diverses  sur  les  matières 
traitées  dans  les  quatre  premiers 
volumes,  V,  1  et  suiv.  ;  —  du  po- 
tentiel, V,  202;  —  du  mouvement 
de  la  lune,  V,  363;  —  de  la  lumière, 
V,  476. 

Thomso.n,  IV,  408. 

TicHO  Brahé,  III,  358. 

Tige  de  marteau-pilon,  II,  452;  —ex- 
tensibilité des  —  s,  560;  —  élastique 
(oscillation d'un  poidsp.ndu  &  une), 
III,  358. 

Timbre  d'un  son,  V,  463. 

Tir  à  ricochets,  III,  629. 

Tirage  des  voitures,  I,  486  ;  II,  483, 
488. 

Tiroir,  IV,  319;  —   en  D,  320;  petit 

—  ,  322;  —  s  superposés,  414. 

TlSSERAHD,  Y,  182,  401. 

Tore,  II,  322. 

Torricelli,  IV,  221. 

Torsion,  V,  254. 

Toupie,  III,  481,  622. 

Touri/Zoïta,  I,*321. 

Tourteaux,  I,  348. 

Tracé  de  l'ellipse,  1, 199;  —  du  paral- 
lélogramme de  Watt,  439;  —  des 
circonférences  de  grand  rayon,  443  ; 

—  de  la  courbe  des  espaces,  481  ;  — 
des  profils  de  roues  dentées,  517. 

Train  de  roues  dentées,  I,  371  ;  —  s 
épicycloïdaux,  55;  1,  375,  379,  381, 
386,  465  ;  Y,  39;  —  de  HouldsworUi, 
I,  471  ;  —  de  U.  Marcel  Deprez,  V, 
39. 

Traîneau,  II,  462. 

Trajectoire f  1, 7  ; —détermination  de  la 

—  ,  179;  ^  d'un  projectile,  III,  58; 

—  problème  des  —  s  fermées,  377, 
613. 

Tranche  inmiobile,  IV,  506. 

Transformation  par  ordonnées  réci- 
proques, Y,  2;  —  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  I,  160,  442,  527  ; 

—  de  la  fonction  Xn,  Y,  386. 
Translation,  \,  186. 
Transmission  par  adhérence,  I,  330  ; 

—  par  engrenage,  332;  —  par  cour- 
roie, 413,  420  ;  —  par  lien  rigide, 
I,  442;  —  par  bielle  et  manivelle, 
497;  _  par  bielle  et  manivelles 
inégales,  429;  —  s  du  balancier, 
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432  ;  —  Bourdon,  532  ;  —  Kalescbeff, 
532  ;  —  des  pressions  dans  les  flui- 
des, I Y,  128  ;  ~  du  travail  dans  leè 
machines  hydrauliques,  215,  218; 
~  du  travail  à  distance,  IV,  449, 
457;  —  entre  les  aiguilles  d'une 
montre,  V,  10. 

Transport  horizontal  des  fardeaux,  II, 
484;  IV,  292. 

Travail,  II,  163;  —  virtuel,  163;  — 
élémentaire,  163;  —  total,  164;  — 
de  la  résultante  de  plusieurs  forces, 
168;  —  d'une  force  appliquée  à.  un 
corps  tournant,  169;  —  des  forces 
mutuelles,  186  ;  —  des  forces  de  liai- 
son, 200;  —  de  la  pesanteur,  317; 

—  dans  les  machines,  410;  —  du 
frottement,  I,  331  ;  II,  443,  468  ;  — 
du  frottement  d'un  fil  qui  glisse  sur 
une  surface,  II,  594;  —  de  l'exten- 
sion d'une  tige,  II,  563  ;  —  des  for- 
ces dans  le  mouvement,  III,  78;  — 
'de  la  force  d*inertle,  127;  —  de 
la  force  d*inertie  d'entratneniei  t 
dans  le  mouvement  relatif,  352  ;  — 
dans  les  machines,  IV,  4;  —  moteur, 

—  utile,  —  des  résistances  passives, 

—  de  la  pesanteur,  IV,  6;  —  des 
pressions  exei*cées  par  une  masse 
gazeuse  qui  se  déforme,  174;  —  dans 
la  machine  à  vapeur,  274  ;  —  des 
moteurs  animés,  290;  —  de  l'appro- 
fondissement d'un  puits,  V,  63;  — 
de  la  déformation  des  solides  élasti- 
ques, V,  248. 

Trbdgold,  I,  362. 

Tresca,  V,  254. 

Treuil,  II,  415  ;  —  différentiel,  ou  chi- 
nois, I,  463  ;  II,  417  ;  —  des  carriei*s, 
419;  III,  544.550. 

Triangle  d'inertie,  III,  391 ,  465  ;  centre 
de  gravité  du  —  II,  262  ;  centre  de 
pression  du  —  ,  IV,  169. 

Trigonométrie  (formules  de*  —  dé- 
montrées par  la  statique),  11,282. 

TsCHIRlIHAirSEIf,  II,  177. 

Tube  d'inversion  (locomotive),  IV,  99. 
TurbindSf  295  etsuiv. 


U 


Uniforme  (mouvement),  I,  U. 
Unique  (condition  pour  que  les  forces 


appliquées  à  un  solide  aient  une  ré- 
sultante—],  II,  93. 

Unité  d'angle,  I,  33;  —  de  temps,  2, 
12,  261  ;  —  de  poids,  II,  229;  —  de 
travail,  IV,  5;  —  s  électriques,  IV, 
437  ;  —  de  hauteur,  V,  199. 

Unuair,  IV,  428. 

Uèage  analytique  du  théorème  du  tra- 
vail virtuel,  II,  203. 

UtUe  (travail),  IV,  15. 


Valet  de  menuisier,  II,  455. 

Valeur  moyenne  d'une  fonction,  1,456; 

V,  274. 
Vapeurs,  V,  119,  261,  285  ;— saturées 

IV,  263. 
Variation  brusque  des  vitesses,  1,174; 

III,  312,  416,  576  et  suîv.,  624; 

—  de  la  pesanteur  &  la  surface  d'uu 
ellipsoïde  aplati,  V,  177;  —  des  ar- 
bitraires, V,  326;  —  s  (calcul  des), 
m,  95. 149. 179,  209,  308. 

Varighon,  I,  250;  II.  63,  500;   III,  70. 

Vases  communiquants,  IV,  163. 

Vélocipède,  llh^li. 

Vent,  I,  99. 

Ventres  d'un  tuyau  vibrant,  V,  462. 

Vérification  de  la  règle  de  la  composi- 
tion des  forces,  II,  29. 

Verticale,  II,  226. 

Vibrations  des  cordes,  V,  436  ;  —  longi- 
tudinales des  tiges  élastiques,  V, 
437;  —  transversales  d'une  tige 
prismatique,  V,  474  ;  —  d'un  gaz 
indéfini,  V,  464;  —  de  l'air  dans  un 
tuyau  cylindrique,  V,  448;  —  des 
pkiques,  —  des  membranes,  V,  475. 

Vires  in  passe,  vires  in  actu,  IV,  288. 

Viriel  de  M.  Glausius,  V,  208. 

Vis  butantes,  I,  323;  —sans  fin, 329, 
366  ;  —  d'Archimède,  460;  —  diffé- 
rentielle de  Prony,  466  ;  —  (équili- 
bre de  la),  II,  457  ;  —  équilibre  de  la 

—  sans  fin,  473. 
Viscosité,  IV.  121, 123. 

Vitesse j  1,  tl,  15;  —  moyenne,  14, 
39  ;  —  angulaire,  —  aréoUire,  — 
linéaire,  33;  —  de  la  vitesse,  ou 
accélération  tangentielle,33;  —  des 
projectiles,  487  ;  —  dans  le  mouve- 
ment projeté,  57  ;  —  aréolaire,  68, 
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;  —  dans  le  mouvement  relatif, 
—  absolue,  —  rotative,  —  d'entraî- 
nement, 89;  —  de  la  lumière,  I, 
100;  lY,  435;  —  du  son  dans  Tair,!, 
49;  III,  254,  584;  V,  452,  471;  — 
du  son  dans  les  tiges,  V,  441, 446  ; 
~  de  la  terre  dans  son  orbite,  I, 
100  ;  ~  s  simultanées,  I,  90  ;  —  ac- 
quise élémentaire,  122  ;  —  aréolairc 

-constante,  146;  —  angulaire  d'un 
solide,  189  ;  —  s  simultanées  des  di- 
vers points  d'un  solide,  235  ;  —  de 
glissement  de  deux  corps  tournant 
en  contact,  390  ;  —  initiale  du  bou- 
let à  la  sortie  de  la  pièce,  IV,  569. 

Vive  eaUf  IV,  153. 

Volant,  IV,  35  et  suiv.;  —  d'outil,  37, 
02;  —  pour  une  machine  à  balan- 
cier, 52  ;  —  établissement  d'un  — 
dans  le  cas  général,  IV,  48, 378. 

Volonlairet  (mouvements),  IV,  287. 

Volt  (unité),  IV,  287. 

Volume  (évaluation  d'uu),  II,  320;  — 
du  cylindre  tronqué,  328;  —  spéci- 
fique, IV,  227. 


W 


Wàtt.I,  380,  434;  IV,  90,411. 
Weyer  et  Hichmond  (machine  de  MM.), 

IV,  416. 
Whiatstori,  IV,  447. 
Wheeloek  (machine  de),  IV,  416. 
Whitb,  1,357;  II,  478. 
Wiua,  IV,  447. 

WiLLis,  I,  527,  557,  369,  380,  422. 
Woolf  (machine  de),  IV,  325,  415. 
Wroilbwski,  IV,  405. 


Yorac,  V,  476. 
YV0N-V1LL4BCBAU,  IV,  88,  V,  208. 


Zéro  absolu  (température),  IV,  226. 
Zbdrbb,  I,  443,  446;  IV,  2()5,  272. 
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